Die Linienelemente des P?

B. Odehnal

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befafit sich mit der Abbildung der Linienele-
mente des P3 auf die Punkte einer fiinfdimensionalen rationalen Fliche
M5, die in den P? eingebettet ist. Ferner wird der Zusammenhang der
Segre Varietiit S35 und der Mannigfaltigkeit M° untersucht. Auf der
Modellflache erscheinen einfache Linienelementmannigfaltigkeiten als
projektive Unterrdume wieder. Das Dualitétsprinzip der projektiven
Geometrie gestattet die Ubertragung der Ergebnisse iiber Linienele-
mente auf ihre dualen Gegenstiicke.
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1 Einleitung

Die k-dimensionalen projektiven Unterrdume eines n-dimensionalen projek-
tiven Raumes P" kénnen bijektiv auf die Punkte einer algebraischen Varietat
G abgebildet werden [5, 6]. Die Varietét G, heifit GRASSMANN-Varietét
und spannt einen projektiven Raum P™ von m = (Zﬁ) — 1 Dimensionen
auf. Die in ihr enthaltenen projektiven Unterrdume entsprechen den linearen
Mannigfaltigkeiten k-dimensionaler projektiver Unterrdume. Die projektiven
Kollineationen des P" induzieren im Raum P projektive Kollineationen, die

G, 1 als Ganzes, aber nicht punktweise festhalten.

Naheliegend scheint nun die Verallgemeinerung der Geometrie k-dimensionaler
Unterrdume des P" dahingehend, dafl man etwa ein Punktmodell der Men-
ge aller geordneten s-Tupel (Plfl, ..., Pks) k-dimensionaler projektiver Un-
terrdume IP’;“ des P™ konstruieren méochte. Dies fithrt zu den sogenannten
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2 Die Linienelemente des IP3

SEGRE-Varietéten S, . ., die in einem (k;+1)-...-(ngy+1)—1-dimensionalen
projektiven Raum enthalten sind. Die Reihenfolge der Parameterrdume Pfi
ist willkiirlich, siehe [5]. Nehmen wir nun an, es gelte dimP} = k; < ... <
ke = dimP*, so bilden P eine aufsteigende Kette P{* < ... C P von
Unterrdumen des P" und man nennt ein solches s-Tupel verallgemeinertes
Raumelement oder Flagge. Insbesondere spricht man von einer vollstindi-
gen Flagge, wenn alle natiirlichen Zahlen aus der Menge {0,...,n — 1} als
Dimensionszahlen auftreten.

Die Geometrie der verallgemeinerten Raumelemente sowie ihr Zusammen-
hang mit der Darstellungstheorie der endlichen Gruppen war bereits Gegen-
stand zahlreicher Untersuchungen, siehe hierzu etwa [1, 2, 3, 4, 7].

Da sich in letzter Zeit Anwendungen fiir Geometrien dieser Art, insbesondere
fiir die Geometrie der Linienelemente des euklidischen Dreiraumes, etwa in
der Flichenerkennung und -rekonstruktion fanden [8], war die Geometrie
der Linienelemente des euklidischen R?® Gegenstand neuerer Untersuchungen
[10]. Auch die Geometrie der Flaggen des euklidischen Dreiraumes wurde erst
kiirzlich beleuchtet und in Verbindung zur Kinematik euklidischer und nicht
euklidischer Rdume gebracht [9].

Im folgenden soll ein Punktmodell fiir die Menge der Linienelemente des
projektiven Raumes P? {iber einem beliebigen kommutativen Koérper K der
Charakteristik 0 konstruiert werden, das im Gegensatz zur Segre-Varietét Ss 5
in einen neundimensionalen projektiven Raum eingebettet ist. Dazu werden
zunéchst in Abschnitt 2 grundlegende Tatsachen aus der analytischen und der
projektiven Geometrie, sowie der Liniengeometrie aufbereitet. Im darauffol-
genden Abschnitt 3 werden Koordinaten fiir Linienelemente des P? erklirt.
Linienelemente des P? werden auf Punkte einer fiinfdimensionalen Fliche
M5 C PP abgebildet. Diese gestattet rationale Parametrisierungen und ist
vom Grad 5. Anschlieend werden in Abschnitt 4 die Bilder einfacher Lini-
enelementmannigfaltigkeiten bestimmt. Es sind diese im wesentlichen Gera-
den oder Ebenen, von denen jedoch bestimmte Punkte auszunehmen sind.
Das Dualitétsprinzip der projektiven Geometrie gestattet in Abschnitt 5, die
Ergebnisse der Untersuchungen {iber die Linienelemente auf ihre dualen Ge-
genstiicke, die Paare bestehend aus einer Ebene und einer in ihr enthaltenen
Geraden, zu iibertragen. Das dabei entstehende Punktmodell unterscheidet
sich von ersterem weder in den geometrischen noch in den algebraischen Ei-
genschaften.
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2 Linienelemente des P?

2.1 Grundlagen, Koordinaten fiir Punkte, Geraden und
Ebenen

Um unserem Ziel, der Koordinatisierung der Linienelemente des P? niherzu-
kommen, beschreiben wir Punkte X des durch projektiven Abschlufl erzeug-
ten 3 durch ihre homogenen Koordinaten X = (z,z0)K = (21, 12, 23; 79) K,
wobei K ein beliebiger kommutativer Kérper der Charakteristik 0 sein soll.
Die vierte, homogenisierende Koordinate wird in dieser Arbeit absichtlich an
die letzte Stelle gesetzt. Dies vereinfacht spéter die Notation.

Die Ebenen des P? bilden gleichfalls einen projektiven Dreiraum, den wir mit
P3* bezeichnen und Dualraum nennen wollen. Eine Ebene E werde durch ih-
ren homogenen Koordinatenvektor F = (e, e0)K = (e, ey, €3; ¢9) K beschrie-
ben.

Einer Geraden G des P3, die Verbindung zweier Punkte X und Y ist, ordnen
wir homogene Pliicker-Koordinaten (g1, g2, 93; 94, 5, g6) K zu, wie dies etwa
in [11, 13] beschrieben ist. Wir fassen die Koordinaten der Punkte X und Y
in der Matrix

{xo T T .’173:| 1)

Yo Y1 Y2 Y3

zusammen und berechnen der Reihe nach die Determinanten der Unterma-
trizen mit den Spaltenindizes [(0, 1), (0,2), (0,3),(2,3),(3,1), (1,2)].

Die Pliicker-Koordinaten einer Geraden G sind zum einen unabhéngig von
der Wahl der Punkte X € Gund Y € G und zum anderen homogen. Letzteres
ermoglicht die Interpretation dieser Sextupel als homogene Koordinaten von
Punkten eines fiinfdimensionalen projektiven Raumes P°.

Die Abbildung v : G — (g1,-..,96)K heifit Kleinsche Abbildung. Sie ist
nicht surjektiv. Fafit man die Koordinaten von G zu Vektoren g = (g1, g2, g3)
und g = (g4, g5, g¢) zusammen, dann iiberzeugt man sich leicht, daf§

(9,9) = 9194+ G295 + g3gs = 0 (2)

gilt. Hier und im folgenden soll (x, y) = x1y1+x2ys+3ys gelten. In Gleichung
(2) ist 0 als Og zu lesen. Im folgenden wird der besseren Lesbarkeit wegen
auf den verzierenden Index g verzichtet. Auch der Nullvektor des K" wird
nur als 0 geschrieben.
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Offensichtlich werden von 7 nur jene Punkte des P5 getroffen, die auf der
durch (2) beschriebenen Quadrik M. liegen. Diese Quadrik ist die Grafmann-
Mannigfaltigkeit G5 [5] und wird gelegentlich auch Pliicker- oder Klein-
Quadrik genannt. Umgekehrt ist jedes nichttriviale Sextupel (g1,...,96) €
K, das (2) erfiillt, ein Koordinatenvektor genau einer Geraden G des P3.

2.2 Die Segre-Varietéit S35 und Linienelente in P3

Wir benotigen folgenden Begriff:

Definition 2.1.
Fin Linienelement ist ein Paar (P,G), bestehend aus einem Punkt P und
einer Geraden G mit P € G.

Um zunéchst die Gesamtheit aller Paare, bestehend aus Punkt und Gera-
de des P? zu beschreiben, folgen wir [5]. Wir identifizieren die Punkte des
P? beziehungsweise des P° mit den eindimensionalen Unterrdumen des K*
beziehungsweise K° und bilden das Tensorprodukt K* @ Kb =: V.

Sind (p1, pa, p3; po) Koordinaten in K* und sind (g, ..., gs) Koordinaten in
K6, dann erklidren wir

wi = pig;, i€{0,1,2,3}, j€{1,2,3,4,5,6} (3)

als Koordinaten in V. Man sieht sofort, dal dim V' = 24 gilt. Da nun sowohl
die Punkt- als auch die Geradenkoordinaten homogen sind, sind auch die Ko-
ordinaten w;; homogen. Sie kénnen folglich als homogene Punktkoordinaten
in einem projektiven Raum P* gedeutet werden.

Wohl gibt es zu allen Paaren (P, G) geméf Konstruktion einen entsprechen-
den Punkt in P?, die Umkehrung aber gilt nicht. Bei der Tensorproduktbil-
dung wurden alle Vektoren des K® verwendet, auch jene, die nicht zu Punkten
von My zeigen. Diese Punkte entsprechen den Gewinden, siehe [11], womit
in V' auch die Paare bestehend aus Punkten und Gewinden enthalten sind.
Um diese auszuschliefen, sind den Koordinaten w;; die aus (2) folgenden
Bedingungen

Wi 1 W4 + WinaWip5 + Wig3Wize = 0, (4)

aufzuerlegen. Dabei sind die Indizes 1, is, i3, J1, Jo und j3 so mit Werten aus
{1,2,3} zu belegen, dal nach Einsetzen der Definitionsgleichungen (3) der
Koordinaten w;; in (4), sich stets der Faktor p;p; oder eben (2) abspaltet.
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Es gibt, wie man nach kiirzer Uberlegung feststellen kann, 128 Gleichungen
vom Typ (4), die aber nicht v6llig unabhéngig sind.

Die siebendimensionale Untermannigfaltigkeit des P?3, die durch (4) beschrie-
ben wird, heifit Segre-Mannigfaltigkeit Ss 5. Sie ist ein Punktmodell fiir die
Paare von Punkten und Geraden des P3.

Die Mannigfaltigkeit £ der Linienelemente ist eine fiinfdimensionale Teilman-
nigfaltigkeit der S35, da ihr nur jene Paare (P, G) von Punkten und Geraden
angehoren, fiir die P € G gilt. Mit Hilfe der Inzidenzbedingungen fiir Punkte
und Geraden gelingt es, diese Mannigfaltigkeit einzugrenzen. Ist P = (p, po)K
ein Punkt auf G = (¢,9)K so gilt (wie etwa in [11] nachzulesen ist)

(p,7) =0 und —peg+pxg=0, (5)

wobei p x g das Kreuzprodukt der Vektoren p und g bezeichnet. Die vier
linearen Gleichungen (5) kénnen mit (3) in der Form

Wigq + Wos + W36 =
—Wpy + W3 — W32
—Wos + W31 — W13
—Wpg + W12 — W21 =

|
cooo
~—~
>
S~—

angeschrieben werden. Es gilt daher:

Satz 2.1.
Die Mannigfaltigkeit £ der Linienelemente des P® ist im Schnitt der Segre-
Varietit Ss 5 mit einem P enthalten.

Beweis. Die Gleichungen (6) beschreiben jede fiir sich eine Hyperebene des
P23, Der Durchschnitt dieser vier Hyperebenen ist ein P, wie man leicht
nachrechnet. O

Es ist bekannt, daf§ eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M mit hochstens
abzihlbar vielen Zusammenhangskomponenten stets in einen R?" eingebettet
werden kann, siehe [14].

Wir wollen im néchsten Abschnitt zeigen, dafi es moglich ist, die Linienele-
mentenmannigfaltigkeit £ in einen projektiven Raum PY von neun Dimensio-
nen so einzubetten, dafl in ihr enthaltene projektive Unterrdume, die linearen
Mannigfaltigkeiten von Linienelementen entsprechen, weitestgehend erhalten
bleiben. Dariiber hinaus wird es mit der hier gezeigten Koordinatisierung der
Linienelementmannigfaltigkeit moglich sein, Paare von Linienelementen zu
kennzeichnen.
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Das dabei entstehende Punktmodell wird nicht wie im obigen Falle durch
Tensorproduktbildung der beteiligten Vektorrdume sondern durch Summen-
bildung erzeugt: Wir betten K°\ 0 = P° in K!° als Unterraum z; = xg =
Tg = w10 = 0 ein. K*\ 0 = P3 betten wir in den Komplementirraum
1 = ...= 26 = 0 ein. Folglich gilt K® ® K* = K!° oder eben P° v P3 = P?.

3 Ein anderes Modell

Es seien (g,9)K homogene Pliicker-Koordinaten einer Geraden G in P und
ferner (g, go)K homogene Koordinaten eines Punktes P in P3. P liegt genau
dann auf G, wenn

(9,99)=0 und —gg+gxg=0 (7)

gilt. Wir erkliren nun Koordinaten fiir Linienelemente des P? auf folgende
Weise:

Definition 3.1.

Der Vektor (9,7,9,90) € K'° ist Koordinatenvektor eines Linienelements
(P,G) des P2, wobei (g,9)K homogene Pliicker-Koordinaten der Geraden
G C P3 und (g, g0)K € P3 homogene Koordinaten des Punktes P sind und
Gleichungen (2) und (7) gelten. Auszuschlieflen sind jene Vektoren, fir die
g=9=0 oder g =0 und go =0 gilt.

Bemerkung 3.1. Die Punkte des vierdimensionalen Unterraumes g = g =
0 C K'Y und die Punkte des sechsdimensionalen Unterraumes g = 0, go = 0
entsprechen keinem Linienelement, da ¢ = § = 0 keine Gerade und g = 0, g
keinen Punkt beschreiben.

Da die Koordinaten der Punkte und der Geraden homogen sind, sind nach
Konstruktion auch die Koordinaten der Linienelemente homogen. Sie konnen
daher als Punktkoordinaten in einem P? interpretiert werden. Wir bezeichnen
mit By, ..., By und By die zehn Basispunkte. Sie entsprechen im analytischen
Modell den kanonischen Basisvektoren des K!°.

Bemerkung 3.2. Die in Bemerkung 3.1 genannten Unterrdume des Vektorrau-
mes K!° bestimmen komplementiire projektive Unterrdume A3 und A® des
PY.

Bemerkung 3.3. Die in Definition 3.1 erkliarten Koordinaten fiir Linienelemen-
te des P? sind auf merkwiirdige Weise homogen: Zum einen verindert das
Multiplizieren des Vektors (g, 7, g, go) mit einem Faktor A € K\ {0} nichts
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am geometrischen Objekt. Zum anderen kann man die beiden Bestandteile
(g0, 9)K und (g,9)K mit unterschiedlichen Faktoren A, € K2\ {0,0} mul-
tiplizieren, und erhélt mit (Ag, \g, ug, pgo) wieder Koordinaten, die dasselbe
geometrische Objekt beschreiben. Die Inzidenzbedingungen (7) und die Be-
dingung (2) an die Pliicker-Koordinaten von G bleiben erfiillt.

Die Abbildung (P,G) — (9,9,9,90)K der Linienelemente des P? auf die
Punkte des IP? ist nicht surjektiv. Die Mannigfaltigkeit M® der Linienelemente
ist durch die Gleichungen (2) und (7) mit den in Definition 3.1 genannten
Ausnahmen beschrieben. Wir kénnen folgendes Resultat beweisen:

Satz 3.1.

Die Linienelemente des P? kénnen auf Punkte einer fiinfdimensionalen alge-
braischen Fliche M abgebildet werden. Die Fliche M® ist im Durchschnitt
der durch die Gleichungen (2) und (7) beschriebenen Mannigfaltigkeit ent-
halten, ist vom Grad 5 und gestattet eine rationale Parametrisierung.

Beweis. Die Dimension von M?® ist leicht zu kliren: Vier Freiheitsgrade be-
sitzt die Geradenkomponente GG des Linienelements, ein weiterer steht fiir
den Punkt P auf G zur Verfiigung.

Wir konstruieren nun eine rationale Parametrisierung: Es sei zunéchst g =
(21,229, 1 —22 —22)N~! mit N = 1+ 22 +22. Nun gilt neben (g, g) = 1 auch
g1l = llg2ll = 2N~ und (g1, g2) = 0, wobei vereinfachend ,; = a%i steht.
Wir verwenden abkiirzend c3 = (1 — 22)(1 + 23)~! und s3 = 2x3(1 + 23)~ ",
Den Momentenvektor von GG kénnen wir damit durch

_ C3 S3
g =24 ( gi+ 9,2)
gl 192l

angeben. Fiir die Punktkomponente (g, go) setzen wir zunéchst go = 1 und
erhalten

~ _ C3 S3
g=gXxXg+t79=14 <—g,2 - —g,l) + T5g.
9.2l 194l

Wir fithren mit o; = wuy' (i € {1,2,3,4,5}) homogene Parameter ein
und erhalten nach anschlieBender Erweiterung mit dem gemeinsamen Nenner
ug(ud+ui) (ud+u?+u3) die rationale Parametrisierung M : P(K%) — P(K')
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als

Mug s ug s ug s ug i uy :us) =

(2ugua (ug + u3), 2ugus (ug + u3), uo(ug + uz) (ug — ui — u3);

u4(“3 - U%)(U(Q) - U% + u%) — duguiugusziy,

—2ujuguy (U — u3) + 2uguzug(ug + ud — ul),
—2uguyug(ud — u3) — duduguzug; (8)
—2uquguyg(ud — u3) — 2uguzuyg(ui — u? + u3) + 2uguyus(ud + u),

ug(ud — ud)(ud + ud — ud) + duguiuguzug + 2ugugus(ud + u),

—2uguguy(ud — u3) + duduiuzuy + us(ud + ud)(ud — u? — ul);

uo(ug + u3)(uf + ui + u3))K.

Der algebraische Grad von M?® wird ausgehend von den fiinf quadratischen
Formen (2) und (7) mit Hilfe des Hilbert-Polynoms [12] bestimmt. (Compu-
teralgebrasysteme, wie zum Beispiel Maple, stellen Algorithmen zur Berech-
nung des HILBERT-Polynoms zur Verfiigung.) Wir erhalten

1 5 91 95, 121, 35
O+ 0+ —t"+ =P+ — "+ =+ 1

=1t twt Tt T 36 12 (9)

Ist nun p(t) = ¢,t"+o0(t") das HILBERT-Polynom einer algebraischen Varietét
V, dann gilt deg V = nlc,, was also im gegenstindlichen Fall zu deg M® = 5
fiihrt.

Dafl die Vorgabe eines Vektors (g¢,7,9,90) € K, der sowohl (2) als auch
(7) erfiillt, zwingend zu einem Linienelement fiihrt, ist sofort einzusehen:
(9,9)K gehoren in diesem Fall wegen (2) zu genau einer Geraden des P? und
(90, 9)K beschreibt genau einen Punkt des P3; soferne (g,g)K # (0,0) und
(g0, 9)K # (0,0) gilt. Die Gleichungen (7) garantieren P € G.

Punkte, die in A® beziehungsweise in A? liegen, sind natiirlich auszunehmen.
Erstere gehoren einer zur Pliicker-Quadrik kollinearen Quadrik an, letztere
fiillen den ganzen A3, der M® zur Ginze angehort. Er ist der Spitzenraum
eines quadratischen Kegels durch M?® (siche weiter unten). O

Die angegebene rationale Darstellung ist naturgeméfl nicht die einzige. Jede
rationale isotherme Parametrisierung der euklidischen Einheitskugel kann auf
die gezeigte Weise zur Konstruktion einer rationalen Parametrisierung von
M? verwendet werden.
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Bemerkung 3.4. Die Fliche M? liegt im Durchschnitt von fiinf quadratischen
Kegeln. Der algebraische Grad miifite nach dem Satz von Bezout 2° = 32
sein.

Bezeichnet man die quadratischen Kegel die durch die Gleichungen (2) und
(7) beschrieben werden der Reihe nach mit I'y, ..., I's, dann sind ihre drei-
dimensionalen Spitzenrdume Sy = [By, By, Bs, Bo|, So = [By, B1, B2, B3],
53 = [Bl, B5,BG,B7], 54 = [BQ,B4, B67 Bg] und 55 = [33734, B5,Bg], wobei
[Bi,,-..,Bi] den von den Punkten B;,, ...B; aufgespannten projektiven
Unterraum von P? bezeichnet.

i

Je zwei verschiedene Spitzenrdume S; und S; haben genau einen Punkt ge-
meinsam. Abbildung 1 ist als Inzidenztabelle zu sehen, die die Gemeinsam-
keiten und Unterschiede der Spitzenrdume der Kegel I'; darstellt. Es handelt
sich dabei um einen Zentralrif§ aus dem P? in den P2,

Bs

Abbildung 1: Die Anordnung der Spitzenrdume der quadratischen Kegel T';:
Die Ebenen [Bla 327 B3]7 [327 B47 36]7 [B?n B47 35] und [Blv B57 36] hegen in
A®. Der Spitzenraum S; = [By, Bs, By, By| ist identisch mit A3.
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3.1 M?° als projektives Bild der S;;

Wir zeigen nun, welcher Zusammenhang zwischen M® und S; 5 besteht:

Satz 3.2.

Es gibt mindestens eine Projektion (singulire Kollineation) P2 — P?, die
das in der Segre-Mannigfaltigkeit enthaltene Modell der Linienelemente des
P3 in das in Abschnitt 3 beschriebene Modell iiberfiihrt.

Beweis. Die Projektion 7 : P? — PY sei durch ihre Abbildungsgleichungen
T(wor, - - -, w36) K = (wor, woz, Wo3, Woa, Wos, Woe; W11, War, Wa1; wor ) K (10)

gegeben. Die linke Seite von (10) wird nun mit (3) vereinfacht und es ergibt
sich fiir den Bildpunkt
(wo1, oz, Wo3, Woa, Wos, Woe; W11, Wai, Wa1; Wor ) K =
(Pog1, Poga;s Pogs, Pogs, Pogs, Pods; 91P1, GiPa, Gips; g1po) K =
(Pog. P07 919> 91p0)K = (9,7, 7, 90) K,
wobei im letzten Schritt von der eigenartigen Homogenitét der in Definition

3.1 erklarten Koordinaten fiir Linienelemente Gebrauch gemacht wurde. Die
Projektion ist keineswegs die einzige Abbildung S35 — M?®. O

3.2 Die projektiven Transformationen des P?

Die projektiven Kollineationen des P? induzieren projektive Kollineationen
des Modellraumes. Eine Kollineation & : P? — P3 transformiert Punkte X
geméf

X'K = TXK, (11)

wobei T € GL(K*) gilt. Wir wollen hier nur regulére Kollineationen be-
trachten. Fiir die von der Gruppe PGL(P?) induzierten Kollineationen des
Modellraumes gilt nun:

Lemma 3.1.
Die projektiven Kollineation des P3 aus (11) induzieren automorphe Kolli-
neationen der Mannigfaltigkeit M®. Dabei gilt fiir die Transformation der
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Linienelementkoordinaten

~

g g
q | TAT 0 g
04 ¥

wobei T N'T die Matriz der durch x im Kleinschen Bildraum induzierten
Kollineation ist und 0 die Nullmatriz aus K** bezeichnet.

Beweis. Das Bild des Punktes P = (7, go)K unter der durch (11) beschrie-
benen Kollineation des P? ist der Punkt TPK. Die von (11) induzierte au-
tomorphe Kollineation der Pliicker-Quadrik ist durch G’ = T'A TG gegeben.
Die Blockmatrixschreibweise liefert (12). O

4 Lineare Mannigfaltigkeiten von Linienele-
menten und ihre Bilder

In diesem Abschnitt betrachten wir lineare Mannigfaltigkeiten von Linienele-
menten und deren Bilder auf der Fliche M°. Wir beschrinken uns darauf,
die Bilder konkreter Linienelementmengen zu untersuchen, da diese durch
projektive Kollineationen des P? in jede andere Linienelementmenge gleichen
Typs iibergefithrt werden konnen.

A

Abbildung 2: Einfache Linienelementmannigfaltigkeiten: 1. Punktreihe, 2.
Geradenbiischel, 3. Geradenbiindel.
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4.1 Punktreihe

Die Punktreihe ist eine 1-parametrige Mannigfaltigkeit von Linienelementen,
deren Punkte auf einer festen Geraden G variieren.

Es sei G = (1,0,0;0,0,0)K und ferner P = (¢;/t0,0,0; 1)K. Dann sind alle
Linienelemente der Punktreihe durch B(to,t1) = (to,0,0;0,0,0;t1,0,0;¢5)K
beschrieben. Offensichtlich handelt es sich hierbei um eine Gerade in M. Von
dieser ist der zu ty = 0 gehoérende Schnittpunkt B; mit A® auszunehmen. Zu
A® liegt diese Gerade windschief.

4.2 Geradenbiischel

Das Geradenbiischel ist ebenfalls eine 1-parametrige Mannigfaltigkeit von
Linienelementen. Die Punktkomponente P ist fix. Die durch P gehenden
Geraden variieren innerhalb einer festen Ebene durch P.

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit, konnen wir annehmen, dafl P =
(0,0,0; 1)K gilt und £ = (0,0, 1; 0)K die Ebene ist. Die Geraden des Biischels
seien durch G = (1,t1/ty,0;0,0,0)K gegeben und wir haben dann insgesamt
B(to,t1) = (to,11,0;0,0,0;0,0,0;t)K. Auch hierbei handelt es sich um eine
Gerade in M®. Der Schnittpunkt mit A® ist Bs, er entspricht keinem Lini-
enelement. Mit A® existiert kein Schnittpunkt.

4.3 Geradenbiindel

Das Geradenbiindel ist eine 2-parametrige Mannigfaltigkeit von Linienele-
menten, die die Punktkomponente P teilen. Die Geraden durchlaufen das
Biindel um P.

Wir nehmen daher P = (0,0, 0; 1)K als Punktkomponente an. Fiir die Gera-
den haben wir dann G' = (1,¢1/tg, t2/t;0,0,0)K und damit fiir das Biindel
die Bildmenge B(to,t1,t2) = (to,t1,12;0,0,0;0,0,0;t0)K in M. Von dieser
Ebene des P? ist die Gerade [By, Bs] C A®, die ty = 0 entspricht, auszuschlie-
Ben. Sie trigt keine Punkte, die Linienelementen des P? entsprechen. Ferner
gilt A3 N B(tg, t1,t2) = 0.
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Abbildung 3: Einfache Linienelementmannigfaltigkeiten: 4. Linienelemen-
tenbiischel, 5. Linienelementenfeld, 6. Linienelementenbiindel.

4.4 Linienelementenbiischel

Das Linienelementenbiischel besteht aus allen Linienelementen, deren Gera-
den einem Biischel angehoren. Es handelt sich dabei offenbar um eine zwei-
dimensionale Mannigfaltigkeit von Linienelementen.

Mit P = (t1/to,t2/t0,0; 1)K und G = (¢, /to,t2/t0,0;0,0,0)K erhilt man
B(to, t1,t2) = (t1,12,0;0,0,0; 1, ts,0; t9)K als Beschreibung dieser Linienele-
mentenfamilie. Es ist dies eine Ebene in M?. Sie schneidet A% gar nicht und
A® im Punkt B,.

4.5 Linienelementenfeld

Das Linienelementenfeld besteht aus allen Linienelementen, die in einer Ebe-
ne F liegen. Es handelt sich dabei um eine 3-parametrige Mannigfaltigkeit
von Linienelementen.

Es sei also F = (0,0, 1;0)K. Die Punkte sind durch P = (¢;/to, t2/t,0; 1)K
und die Geraden folglich durch G = (2, t3to, 0; 0,0, t,t3 — toto) K, womit sich
fiir das Feld B(to, t1, ta, t3) = (12, tots, 0; 0,0, t1t3—tota; toty, tots, 0; t2)K ergibt.
Es handelt sich hierbei um eine ringartige Quadrik in M?. Thre Erzeugenden
entsprechen den Punktreihen und Geradenbiischel, die im Linienelementen-
feld enthalten sind. Von dieser ist einzig der Punkt Bg € A® auszunehmen.
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4.6 Linienelementenbiindel

Das Linienelementenbiindel ist die Menge aller Linienelemente, deren Gera-
den einem Biindel angehoren. Die Punktkomponenten durchlaufen alle Ge-
raden des Biindels. Es handelt sich hierbei um eine 3-parametrige Mannig-
faltigkeit von Linienelementen.

Auch hier geniigt es, ein spezielles Geradenbiindel zu betrachten: Wir wihlen
das Geradenbiindel um den Punkt By = (1,0,0,0)K € P3. Dann ist P =
(to,t1,t2,t3)K und das Linienelementenbiindel ist durch B(to,t1,t2,t3) =
(t1,t2,13;0,0,0; 1, ta, 3, to)K beschrieben. Als Bild im Modellraum erscheint
ein dreidimensionaler Unterraum des P? vermindert um den in A% gelegenen
Punkt By. Der Durchschnitt mit A® ist leer.

Zusammenfassend gilt daher:
Satz 4.1.
Die Abbildung der Linienelemente auf Punkte der M® C P? bildet
1. die Punktreihe auf eine in M?® gelegene und um einen Punkt des A3

verminderte Gerade,

2. das Geradenbiischel auf eine in M° gelegene und um einen Punkt des
A5 verminderte Gerade,

3. das Geradenbiindel auf eine in M gelegene und um eine Gerade des
A% verminderte Ebene,

4. das Linienelementenbiischel auf eine in M?® gelegene und um einen
Punkt des A® verminderte Ebene,

5. das Linienelementenbiindel auf einen in M® gelegenen und um einen
Punkt des A verminderten dreidimensionalen projektiven Unterraum
und

6. das Linienelementenfeld auf eine in M® gelegene und um einen Punkt
des A® verminderte ringartig Quadrik ab.

4.7 Kennzeichnung der Linienelementpaare

Wir betrachten Paare ((P,G), (Q, H)) von Linienelementen mit den Koordi-
naten (g,9,9, go) und (h, h, h, hg). Im projektiven Raum konnen diese Paare
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hinsichtlich des Schnittverhaltens beziehungsweise der Inzidenz von Punkten
und Geraden unterschieden werden. Dies kann mit Hilfe der den Linienele-
menten zugeordneten Koordinaten auch analytisch geschehen. Dabei sind die
folgenden sechs Fille zu unterscheiden:

Fall 1: Die Geraden GG und H sind windschief. Dies kann als der allgemeine
Fall bezeichnet werden. Er besitzt keinerlei analytische Kennzeichnung.

Fall 2: Die Geraden GG und H schneiden einander in einem von P und () ver-
schiedenen Punkt. Die Kleinschen Bilder von G und H liegen dann beziiglich
der Kleinschen Quadrik M polar und es gilt

(g, 1) + (g, h) =0, (13)
womit auch das Linienelementenpaar gekennzeichnet ist.

Fall 3: Die Geraden G und H schneiden einander in (). (Falls sie einander
in P schneiden, ist durch Umbenennung der Objekte dieser Fall erreichbar.)
Neben (13) gilt nun auch

(h,g)=0 und —hog+hxg=0. (14)

Fall 4: Falls die beiden Linienelemente den Punkt teilen, also P = @ gilt,
dann schneiden einander auch G und H. Es gilt dann nicht nur (13), sondern

auch (7, go) = Mk, ho), wobei A € K\ {0} ist.

Fall 5: Stimmen die Linienelemente in ihren Geradenkomponenten iiberein,
ohne, dafl dabei P = @ gilt, dann gilt fiir die Koordinaten (g,g) = A(h, h)
mit einem geeigneten A € K\ {0}.

Fall 6: Identische Linienelemente sind durch (g,7) = A(h, k) und (3, go) =
w(h, ho) mit (A, p) € K?\ {0,0} gekennzeichnet. Dabei miissen A und pu
keineswegs gleich sein.

5 Duale Linienelemente

Die dualen Gegenstiicke der Linienelemente sind Paare (G, E') bestehend aus
einer Ebene E und einer in ihr gelegenen Geraden GG. Man koénnte sie Ebe-
nenelemente nennen. Beschreiben wir nun die Ebene F durch ihre homoge-
nen Koordinaten (go, 9)K und die Gerade G durch ihre homogenen Pliicker-
Koordinaten (g,7)K. G liegt genau dann in E, wenn

(G,9)=0, —gg+gxg=0 (15)
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gilt.
Analog zu Def. 3.1 kann man folgendes vereinbaren:

Definition 5.1.
Der Vektor (9,3,9,90) € K'° ist der Koordinatenvektor eines Ebenenele-
ments (G, E), wenn (g,9)K die homogenen Koordinaten der Geraden G und
(90, 9)K die homogenen Koordinaten der Ebene E sind und die Gleichungen
(2) und (15) gelten. Vektoren mit g = g = 0 oder g = 0 und go = 0 sind
auszuschliefien.

Die Interpretation der Koordinaten der Ebenenelemente als Koordinaten von
Punkten eines neundimensionalen projektiven Raumes P? ist naheliegend.

Bemerkung 5.1. Wie schon bei den Koordinaten fiir die Linienelemente ist
auch hier eine ganz eigenartige Homogenitét zu beobachten. Die Pliicker-
Koordinaten von G und die Koordinaten der Ebene E konnen unabhéngig
von einander mit beliebigen Faktoren aus K\ {0} multipliziert werden ohne,
daBl dabei das geometrische Objekt verédndert wird.

Das Dualitatsprinzip offenbart uns folgenden Satz:

Satz 5.1.

Die Ebenenelemente des projektiven Dreiraumes P? konnen auf die Punkte
einer fiinfdimensionalen algebraischen Fliche M> C P° mit den Gleichungen
(2) und (15) abgebildet werden. M>* ist rational parametrisierbar und ist vom

Grad 5.

Beweis. Die Ergebnisse aus Abschnitt 3 sind zu dualisieren, das heifit, wir
deuten jetzt (g, go)K als Koordinaten einer Ebene anstatt eines Punktes. Die
Dimension, der algebraische Grad und die rationale Parametrisierung folgen
aus Satz 3.1. O

Analog zu 3.1 gilt:

Satz 5.2.
Es gibt eine Projektion m: P — P, die die in der Segre-Mannigfaltigkeit
Ss 5 enthaltene Ebenenelementmannigfaltigkeit auf M°* abbildet.

Bemerkung 5.2. Die beiden Segre-Mannigfaltigkeiten S35 und Ss 3 sind nicht
wesentlich von einander verschieden, siehe hierzu etwa [5].

Beweis. Der Nachweis der Behauptung besteht im Umdeuten der Punktko-
ordinaten im Beweis zu Satz 3.1 in Ebenenkoordinaten. O
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Bemerkung 5.3. Auch hier gibt es zwei windschiefe Unterriume A* und A
des PY, die keine Punkte enthalten kénnen, welche Ebenenelementen entspre-
chen. Die Gleichungen sind in Bemerkung 3.1 angegeben.

Das Dualtitatsprinzip gestattet uns auch die Formulierung eines zu Satz 4.1
analogen Satzes iiber die Ebenenelemente:

Satz 5.3.
Die Abbildung der Ebenenelemente auf Punkte der M5 C Y bildet

1. das Ebenenbiischel auf eine in M>* gelegene und um einen Punkt des
A verminderte Gerade,

2. das Geradenbiischel auf eine in M°* gelegene und um einen Punkt des
A% verminderte Gerade,

3. die Ebenen durch die Geraden eines Biischels auf eine in M gelegene
und um einen Punkt des A% verminderte Ebene,

4. das Geradenfeld auf eine um eine Gerade des A verminderte Ebene,

5. die Ebenen durch die Geraden eines Feldes auf einen in M°* gelegenen
und um einen Punkt des A** verminderten dreidimensionalen projekti-
ven Unterraum und

6. die Ebenen durch die Geraden eines Biindels auf eine in M°* gelegene
und um einen Punkt des A** verminderte ringartige Quadrik ab.

Bemerkung 5.4. Eine analytische Kennzeichnung von Paaren dualer Linienele-
mente kann nun analog zu Abschnitt 4.7 geschehen.

6 Abschlielende Betrachtungen

Eine mogliche Anwendung der Linienelementkoordinaten konnte in der pro-
jektiven Differentialgeometrie gefunden werden. Wir fassen beispielsweise ei-
ne Raumkurve C' als Menge ihrer Linienelemente auf. Ist C' durch eine Pa-
rametrisierung C(t) = (c(t),co(t)) : I C R — R3 festgelegt, dann ist an
jeder Stelle ¢ty € I ihre Tangenten die Verbindungsgerade des Kurvenpunktes
C(to) und des Ableitungspunktes C(ty). Die 1-parametrige Mannigfaltigkeit
der Linienelemente ist damit durch

C(t) = (cot — épe, ¢ X ¢, ¢,¢c9)R (16)
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beschrieben. Dabei handelt es sich um eine ganz in M?® enthaltene Kurve. Die
Abbildung der Linienelemente des P? auf die Punkte von M? bildet also den
Linienelementverband einer Kurve auf eine Kurve in M?® ab. Fiir ebene Kur-
ven ist die Bildkurve auf M® nach Satz 4.1 in einer dem Linienelementenfeld
der Ebene entsprechenden Quadrik enthalten.

Kurven auf Regelflichen konnen gemeinsam mit den Erzeugenden der Re-
gelfliche zu Linienelementenstreifen zusammengefaf3t werden. Das ist auch
mit einem Vektorfeld ldngs einer Kurve moglich. Nach Satz 4.1 spannen die
Bildkurven solcher Streifen auf einem Zylinder oder Kegel héchsten einen
dreidimensionalen projektiven Unterraum, der zur Ginze in M°® liegt, auf.

Ist eine Regelfliche R des projektiv abgschlossenen Anschauungsraumes durch
eine Parametrisierung der Form R(t) = [(t) + vr(t) (wobei wir nur r(t) # 0
voraussetzen), so ist s = | + (I,7)(r,7)~'r ihre Striktionslinie, wenn man
annimmt, dafl 7 # 0 im betrachteten Intervall gilt, R also dort keine zylin-
drischen Erzeugenden besitzt. Das Striktionsband von R is dann durch

St) = (r, 1 x r, (7, i) — (I, 7)r, (7, 7)R (17)

die auf M°® gelegene Bildkurve des Striktionsbandes parametrisiert.

Wie bei den Regelflachen bereits geschehen, kénnte man die Differentialgeo-
metrie der Streifen, also der Regelfliche mit samt einer darauf befindlichen
Kurve, auf die Differentialgeometrie der Kurven in M? zuriickfiihren.
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