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Minkowski-Summe / Convolution

FxG ... F unter allen Translatio-
nen von G

Numerische Berechnung ist kein
Problem, aber exakte Parametri-
sierungen sind schwer zu bekom-

men!

FxG = {f(u)+9(v) : ng(u) || ng(v)}

Hier: keine Faltung, obwohl in der Computer-Graphik durchaus gebrauchlich.
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Was ist bisher geschehen?

[Pot 1] Rational* curves and surfaces with rational offsets, 1995.

[Pet-Pot] A Laguerre geometric approach to rational offsets, 1998.

[Ju] Triangular Bézier patches with linear normal vector field, 1998.

[Pet-Man] Convolution of paraboloid and LN** surface, 2002.

[Miihl-Pot] Convolution of rational ruled surfaces, 2003.

[Sam] Convolution of rational surface and an LN surface is rational, 2006.

[Lav-Bas 1] Convolution surfaces of quadratic triangular Bézier surfaces are rational, 2006.

[Pet-Ode] Convolution surfaces of quadratic triangular Bézier surfaces. CAGD 25 (2008), 116-129.

[Lav-Bas 2] PN*** surfaces and their convolution with rational surfaces, 2008.

* rational ... gestattet rationale Parametrisierung
* LN ...linear normal, also i. W. n(uy, tn) = (uy, tr, 1)T

“* PN (Pythagorean normal) .. .rational parametrisiertes Einheitsnormalenvektorfeld



Warum gerade quadratische Dreiecks-Bézier-Flachen?

1. niedriger Grad, Kontrollstruktur schnell und einfach zu bestimmen

2. Geometrie dahinter ist verstandlich, sogar vom synthetischen Standpunkt aus

3. LN-Eigenschaft erlaubt einfache Berechnung der Minkowski-Summe, der Paral-
lelflachen u.a.

4. findet Anwendung im geometry processing



Was sind die Probleme und wie lost man sie?

LN-Eigenschaft sieht man der Parametrisierung zuerst nicht an.

Daher: Umparametrisierung, oft mit Tricks, meist geometrische Uberlegungen, die

rationale Abbildungen zur Erzeugung der Parametrisierung niitzen (stereographische
Projektion, Netzprojektion, usw.)

Hier fiihrt die Untersuchung der Dual-Flache F* gemeinsam mit Cremona-Transfor-
mationen zum Ziel:

F ist LN-Flache. <= F* ist ein Graph.



Was kommt auf Sie zu?

1. LN-Flachen: Dualflache, die Normalen, . ..

2. Quadratische Dreiecks-Bézier-Flachen: Veronese, . ..

3. Umparametrisierung: Basispunkte, Cremona-Transformationen, . ..

4. Bewels der LN-Eigenschaft: rechnerisch und synthetisch

5. Umparametrisierung aller affinen Typen

6. Minkowski-Summen: Beispiele



LN-Flachen




LN-Flachen

rationale Flache F ist LN-Flache
<
3 Parametrisierung f(u) mit ng(u) = ny - u; + Ny - Uy + Ny, n; € R3
wird 1. A. nicht vorliegen = Ein Parmeterwechsel muB3 das erzwingen!
Rang von N = (n{, ny, ng) € R3*3 entscheidend:
rgN =1 ...F ist Tell einer Ebene
rgN =2 ...F ist Tell eines Zylinders

daher im Folgenden rg N = 3



Ein Blick auf F*

0.B.dA:n;=(1,0,00" n,=(0,1,0)", ng=(0,0,1)" (eventuell nach linearem
Parameterwechsel)

Tangentialebenen von F:
T(uy, n) 1 uix+ by + z = h(uy, wp) ... mit Stiitzfunktion h: U C R? - R
— T (uy, up) ist Graph iiber R?,

also T (uy, un) = (uy, us, h(uy, )" und i. F. h rational



Noch ein Blick auf F*

homogene Koordinaten im Raum der Tangentialebenen:

1.1

_ _ 1 alys " yoys )
up=y1y3 Lot = yoys o h(v o) = yoyy T = ==
b(y1ys = yoys *)

mit dega = k, deg b =/ und der Annahme: F sel von der Klasse n
F* o yoys "7 b(yv1, vo. v3) — a(y1, va. y3) = 0, wenn k > [+ 1,

F* o yob(y1, 2, v3) — At Ra(y1, yo, y3) = 0, wenn k </ +1

alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung n — 2 verschwinden bei (1:0:0:0) =

Die Fernebene xo = 0 ist Tangentialebene mit Vielfachheit n — 1!
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Ein Blick auf die Normalen

— Fiirn(uyg, n) = (ug, tnr, 1)1 gibt es genau eine Tangentialebene und auch genau
einen Beruhrpunkt mit F.

oder: Zu Jeder Ebene ajxy + a»xo + ag = x3 gibt es genau eine parallele Tangential-
ebene von F.

unique tangent plane property = Grund fur die Existenz der rationalen Parametrisie-
rung der Minkowski-Summe

> = rational x LN
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Quadratische Dreiecks-Bézier-Flachen
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Quadratische Dreiecks-Bézier-Flachen ...

projektiver Raum P3(R) (gegebenenfalls mit komplexer Erweiterung)

q: P? IP3,
d(u) = (qo(ug : up s up) ... q3(ug : ug @ un))

Ist eine quadratisch parametrisierte Flache F C P3, deg g; = 2 und deg F = 4 speziell
Klasse 3:

0.B.d.A.: gg = ug — affine Darstellung
_ 1 2 1 2
CI(U) = 5a11U] + ajpuUilp + 5ax0U5 + Ag1 Uy + agpUn + agp

3
a,-J-ER
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... stammen von der Veronese \/22

Quadratische Dreiecks-Bézier-Flachen sind Projektionen der Veronese-Varietat.
\/22(u0 LUy Uy) = (u% L Ul : UgUp u% LU Uy u%) C P°

reguldre Einbettung von P2 in P, Punktmodell fiir die Kegelschnittsgeometrie in der
projektiven Ebene P2

[Kummer, Steiner, Meyer, Schreier, Apery, Coffmann, Degen, Albrecht]

Geraden in P2 — Kegelschnitte in V22 —
V22 tragt 2-param. Schar von Kegelschnitten —

gilt auch fur die Dreiecks-Bézier-Flachen
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Projektionen der \/22

speziell quadratisch polynomial parametrisierbare Flachen

2
UO _ 1 0 0 0 0 0 . (U% ..... U%)T
F(ug, up, un) agp apy apy ai; app axp

Schnitt mit Fernebene w : xg = 0 liefert Kegelschnitt (allu%+2a12u1 u2+a22u§)]R{
mit Vielfachheit 2

— Quadratische Dreiecks-Bézier-Flachen sind LN-Flachen, da die Klasse 3 ist und
w eine Doppeltangentialebene ist.
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Umparametrisierung
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Struktur der Tangentialebenen - Umparametrisierung

partielle Ableitungen von f sind linear in u;:
f1=ayu +appuy+ag, f2=ajppu; +axuz+ap
h(uy, up) = —det(f, f1,f2), n=f1xf>
f 1 und fo sind affine Abbildungen der [uy, up]-Ebene und kdnnen zu projektiven
Abbildungen fortgesetzt werden
p1 . UR — (301, d11, 312)-UR = P;-uR p> . UR — (302, d1o, 322)-UR = P>-uR

u=(uj:uy:ub)=(1:u1: up).
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Umparametrisieren

sei u* € P?

P; -u*, P -u”* linear abhangig = T (u*) = (0:0:0:0) und die Parametrisierung
besitzt an der Stelle u* einen Basispunkt

Basispunkte erlauben eine Gradreduktion der Parametrisierung.

Im Folgenden rg P > 2 und rg P, > 2

18



Umparametrisieren - Basispunkte

(1) rgPy =rg P> =3:

Fixpunkte von p2_1 o p1 sind Basispunkte = 3 Stiick (3 reelle oder 1 reeller + ein
Paar k. k.)

(2) rgPL =2 und rg P, = 3:
Y1 =pi(X1) Yo =pi(X2)

a=Impy

ker py = A ...Punkt, mp; = a ... Gerade

A

—1 : : : e :
p5 *|a ist eine Projektivitat mit 2 reellen /
; pri(M) \ pii(%2)

einem Paar k. k. Fixpunkte oder mit genau
einem Fixpunkt =—- X, X,
1, 2 oder 3 Basispunkte

p;*(a)
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Umparametrisieren - Basispunkte

(3) rgp1 =rgpp =2
ker p; = Ay, ker pp = As ... 2 Punkte, d2 = 1M P2
Impy = ay, mpy = ap ... 2 Geraden, a; = imp
D:=ajNap

=p; (D y=p;*(D)
Fasern X1 = pl_l(D) und Xo = Dz_l(D) . AT NP, (D) 2

g

A3 = x1 N xo Ist Basispunkt —>

1, 2, 3 Basispunkte, da A;=A>=A3 moglich

= n Ist quadratisch in u; und hat bis zu drer Basispunkte!
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Quadratische Cremona-Transformationen

¢ . P? — P2 heiBt quadratisch birational (Cremona-Transformation)
<

w(v) = (go(v) : g1(v) : go(v)) mit quadratischen Formen g;

1

und ¢+ ist von derselben Gestalt

L sind nicht auf ganz P2 erklart!

@ und @~
@ ...quadratische Verwandtschaft wie z. B. Inversion, isogonale / isotomische
Verwandtschaft, Hohenpunktverwandschaft, ...
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Quadratische Cremona-Transformationen

Formen g;(v) sind nicht beliebig wahlbar. [Fladt, 1933]

g; = 0 sind Kegelschnitte in P2, die ein Netz bilden, haben also (algebraisch gezahlt)
3 gemeinsame Punkte, die Basispunkte von ¢

Die Kegelschnitte \oqg+ M1 g1 + X2 = k(Mg : A1 : X») bilden das Netz und gehen
alle durch die Basispunkte.

@ : Geraden — Kegelschnitte durch die Basispunkte und umgekehrt (i. A.)

—> Das Netz von Kegelschnitten durch die Basispunkte wird geradgestreckt!
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Wirkung einer quadratischen Cremona-Transformation
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Typologie der KS-Buschel 1

Typ 1 Typ 2 Typ 3

0o

4 Punkte 1 Linienelement + 2 Punkte 2 Linienelemente
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Typologie der KS-Biuschel 2

Typ 4

T

oskulierend

Typ 5

hyperoskulierend

streiche einen Angabepunkt
—
Kegelschnittnetz (Kegelschnitte
durch 3 Punkte)
—
nur Buschel vom Typ 1, 2 oder 4
brauchbar
—
es gibt 3 Typen quadratischer
Verwandtschaften
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Die drei Typen quadratischer Verwandtschaften

(1) 3 Basispunkte

w: (ug:uy:up)— (ugup : ugup : Uglq)
p =

hierzu gehoren auch: Inversion, Hohenpunktverwandtschaft, isogonale/isotomische
Verwandtschaft

Basispunkte (1:0:0), (0:1:0),(0:0:1)
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Die drei Typen quadratischer Verwandtschaften

(2) 2 Basispunkte

w: (Ug:up:un) — (u1u2:u0u2:u%) o 1 (ug:uy:up) — (u1u2:uou2:u(2))
Basispunkte (1:0:0), (0:0:1)

(3) 1 Basispunkt

w: (ug:ui:up) — (U : u% — Ugly . u%) e 1 (up:up:wn) — (ug — U Uy
.
LgUn : U5)

Basispunkt (0 :1:0)
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Beweis der LN-Eigenschaft
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LN-Eigenschaft, rechnerisch

1 1
f(U) = 5311U% + a1oU1 Uy + §a22u§ + ag1 U1 + App U + A d;; € RS

Normalen n = (nq(uy, un), mo(uy, un), n3(uy, un)) ' =F 1 x fo =
(a11 x a2)u? + a7 X asouits + (a1p X ax)us+
(a1 X agp +apy x ajp)uy + (agp X agy + apy X axn)us +agy X ap?
n=(0,00)" ... drei Kegelschnitte in der [uy, us]-Ebene

gehoren einem Netz an <= haben drel gemeinsame Punkte <=

Res(ny, no, uy), Res(no, n3, uy), Res(nz, ny, u,) haben einen gemeinsamen kubi-
schen Faktor. (k =1, 2)
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LN-Eigenschaft, rein rechnerisch bewiesen

es gilt zum Beispiel:

Res(ny, no, un) = (a12,3302,3 — @22.3301,3 + (A%, 3 — a11,3820,3) U1 )p(U1),
Res(np, n3, ) = (a12,1800,1 — @22,1301,1 + (a5 1 — a11,1322,1) 1) p(111),
Res(nz, n1, up) = (a122a02,2 — @22 2a01,2 + (aT5 » — A11,0820 2) 1) p(1i1),

wobei p(u1) = 2/3:0 ciu' mit
co = det(ayp, app, agy) det(agy, agy, agy) — det(agn, ago, agy) det(ain, agy, ago),
c1 = 2det(ayy, ayp, axy) det(any, agy, agy) + det(agy, ajp, agn) det(agn, axp, agy)
+ det(ap, ago, ag1)? — det(ai1, ax, ap1) det(aro, ag, agy),

cp = det(ajy, ajp, axn) (2det(agp, ax, agy) — det(agy, ax, agy)) ,
c3 = det(aiy, ajn, a»)?.
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LN-Eigenschaft, synthetisch

F mit polynomialer quadratischer Parametrisierung f(u)
Zeige zuerst: F* ist ein Graph:

f 1, f o bestimmen projektive Abbildungen p; und po =
Basispunkte der Parametrisierung —

Basispunkte der Parametrisierung und Cremona- Transformation zur Umparametrisie-
rung. Das Kegelschnittnetz wird geradgestreckt und n wird linear parametrisiert.
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Umparametrisierung aller affinen Typen
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Typologie der quadratisch polynomial parametrisierbaren Flachen im R3

[Peters-Reif]
affine Klassifikation der quadratisch polynomial parametrisierbaren Flachen

Normalformen fur Parametrisierungen = Normalformen fur Projektionen aus dem P>

42 verschiedene Typen —> Raumdimension | 2

1 2 3 4 5
Anzahl | 5 15 15 5 1
darunter bekannte Flachen: Cayley-Flache, Whitney-Umbrella, Quadriken, Schieb-
Romerflachen [wun 1] und andere Romerflachen [wun 2], [wun 3], . ..
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Umparametrisierung

elliptisches Paraboloid

r31o = (uv, u, v)T

hyperbolisches Paraboloid

kein Parameterwechsel notig!

r3i3 = (u%, u,v)"

[/ ]]]]

parabolischer Zylinder
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Umparametrisierung
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Umparametrisierung

r3o0a = (U2, uv, V)1 rmoop = (P +v,uv,u)' rooe = (P, uv, u)!

Whitney-Umbrella Cayley-Flache parabolischer Zylinder
2
u—>—%,v—>% u—>—%,v—>25tz_t
Typ 2 Typ 3
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Umparametrisierung

3300 = (U2, V2 +u, uv)' ragop = (U2, V2 +u,uv —v) !

—2s —t 1422 —t—2s
Typ 1 Typ 2
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Umparametrisierung

310 = (U2, V2, uv)T raap = (W2 V2 uv+ )T rmsie= (P v uv+u+v)T

quadratischer Kegel

Ot —1 2t—1 2s—1
U—1=2s¢ V — T—4st U= 17258 V =7 1—4st
Typ 2 Typ 1
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Minkowski-Summen, Beispiele
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Beispiel 1

F:f=?vi+uv), G: g9=(st,s%s+1t)',
ne=(1,—2u,4uv)" ng=(2s,s—t —2s9)"

Cremona- Transformation in [u, v]-Ebene und [s, t]-Ebene

“1. ,_ )% . 1 1. 1 t_2y—x
PR T T VT Ty Yo T e P e
liefert
1 1
f(x,y)= 4X2y2(y4.><(><—2y3), —2x°y)", 9(x,y) = g(x—2y,x,2X(y—X))T-
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Beispiel 1

Parametrisierung der Minkowski-Summe C = F x G durch f + 9
1

c(x,y) = (xy? +4x — 8y, x% — 2xy> 4+ 4y?, 4y> — x*> — 4xy) .

4x2 y2
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Beispiel 2

F:f=0Qu22v22w+v),G: 9= (52t t2+s)!
ng = (—8v, —8u,16uv)", ng = (=1, —4st, 2s)T

Cremona- Transformationen in [u, v]-Ebene und in [s, t]-Ebene

<,0_1:u:—i v:—i go_l'SZ—X t:—i.
F % ox G D' Dx
liefert
1L 5 5 T 1 2 T
f(x,y)= 2X2y2(y X =2xyxty)) s 9xy) = 5L =2xy x(xy® = 2))
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Beispiel 2

Parametrisierung der Minkowski-Summe C = F x G durch f + 9

1
(3y2, 2x%(1 — y3), xy(xy® — 4x — 6y)) .

c(x,y) =

4x2y2
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Danke fur lhre Aufmerksamkeit!
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