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• u3E . . . . . . . . . . . . . Eigenwerte vonγg−1,
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• γ = tg, t ∈ R . . . . . . isotrope Geradenkongruenz
∄ Hauptrichtungen, keine Richtung in der
Kongruenz ist ausgezeichnet

• ist a die Mittenfläche:
isotrope Kongruenz durch

γ12 + γ21 = 0 und γ11 = γ22 = 0

gekennzeichnet.
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g(D) . . . . ‘Geschwindigkeitsvektoren’, ein Stück
Tangentialvektorfeld vonS2

• G 7→ (g, g) infinitesimale sphärisch kinematische
Abbildung
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• λ1

,1 = λ2

,2 & λ1

,2 = −λ2

,1
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Satz:
1 Jede isotrope Geradenkongruenz gestattet diese

Parametrisierung (g = isotherme Param. vonS2,
λi = Real- und Imaginärteil einer holomorphen
Funktion).

2 Ist eine Kongruenz so parametrisiert, dann ist sie
eine isotrope.
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g . . . . . . . . . . . . . . . rational und isotherm parametrisiert
g = [2u1, 2u2, 1− (u2)2 − (u2)2]/N ,
N := 1 + (u1)2 + (u2)2

• Mittenfläche rational parametrisiert
• Mitteneinhüllende rational parametrisiert

Satz:
Brennflächen gestatten rationale
Parametrisierungen.

Beweis:
MittenflächeM als Leitfläche wählen
Fokalpolynom: F = (u3)2ϕ2 + γ2

12
ϕ−2,

ϕ := 2/N
Brennflächen:B1,2 = M ± iγ12ϕ

−2g
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ebenfalls eine istrope Kongruenz.

G . . . . . . . . . . . . . . . rational parametrisiert (wie oben):
• Mittenfläche, Mitteneinhüllende und

Brennflächen vonG′ ebenfalls rational
• die erzeugende Funktionλ transformiert gemäß
λ1′ = λ1 − 〈v, g,1〉ϕ

−2 undλ2′ = λ2 − 〈v, g,2〉ϕ
−2
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• BrennflächenB1,2 = ein Paar konjugiert
komplexer rationaler Torsen

• Gratlinienr1,2 = rationaleisotrope Kurven
(isotrop: Anstieg±i)

• r1,2 = M ± iµg ± i(µ,1 ± iµ,2)ϕ
−2(g,1 ∓ ig,2)

• Mitteneinhüllende = rational parametrisierte
Minimalfläche

R = M − µ,2ϕ
−2g,1 + µ,1ϕ

−2g,2, µ := γ12ϕ
−2
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• S. LIE (1877):
Erzeugung der Minimalflächen als Schiebflächen
konjugiert komplexer Schiebkurven

2R = r1 + r2

Satz:
Die Mitteneinhüllende ist sogar polynomial
parametrisiert, wennλ ein Polynom ist.

Satz:
Die Geradenbündel sind die einzigen isotropen
Kongruenzen, die gleichzeitig
Normalenkongruenzen sind.
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Aiu
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(A0, . . . , AN ) 6= (0, . . . , 0)
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A2 = −(c+ ia/2), A1 = ib, A0 = A2,
(a, b, c) ∈ R3

Bündelscheitel(−a,−2c,−b)

• A0, A1, A2 reell:
Brennflächen sindisotrope Drehkegel mit
konjugiert komplexen Spitzen
S1 = (i(A0 − A2), A0 + A2, iA1), S2 = S2

• A3 6= 0, Ai = 0,∀i:
R = Minimalfläche von Enneper
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