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Uberblick

_inienelemente in R°
~laggen In projektiven Raumen
Flaggen in euklidischen Raumen

_inienelemente in P°



Ziele

niedrigdimensionale Punktmodelle

mit schonen Eigenschaften: lineare MF von
Flaggen sollen im Modell URe sein

Transformationen im Ausgangsraum
Induzieren automorphe Kollineationen der
Modellflache

verwendbare Koordinaten
eventuell Anwendungen



Linienelemente in R?



Linilenelemente und Koordinaten

Linienelement (P, G) =
Gerade G + Punkt P € G

(g,g) Pluckerkoordinaten
von G, [|lg]| =1

g =pxg,

orientierter Abstand fp

(g,9,7v) € R Koordinaten von (P, G)
abhangig von P, homogen



Linienelemente und Koordinaten: Punktmodell

Punktmodell in P°
1. Kegel My Uber der Plicker-Quadrik

2. tragt zwei 3-param.-Familien von
3-Raumen

Spitze + eine Erzeugende fehlen

nachtraglicher proj. Abschluf3 nicht moglich
bestenfalls (¢, g, c0) fur (G, G,,)



Punktmodell: iInduzierte Autokollineationen

aquiforme Bewegung

x+— 2 =aAzx + a
Aeso;, acR\{0}, aeR’

Transformation der LE-Koordinaten:

2 Q ©

)

aXr=A"zx

Satz: Die aquiformen Bewegungen im R?

induzieren automorphe Kollineationen von M.

_p.7



Anwendungen

Flachenerkennung
Flachenrekonstruktion

Im Gegensatz zur Liniengeometrie mehr
Flachenklassen erkennbar

Bulla
ampulla

_p8



Flaggen in projektiven Raumen



Flaggen in projektiven Raumen: Definition

projektiver Raum P, —1 < n < oo

Flagge = aufsteigende Unterraumkette
F=Phc.. CcP*0<d <...<d.<n

F vollstandig <= (dy,...,d;) = (0,...,n — 1)
F unvollstandig <= sonst

Beispiele in P’:

- iy, T



Flaggen in projektiven Raumen: Punktmodelle

Pr =~ P(K"H), K ... kommutativer Korper
K = R, C, auch andere moglich

Punktmodelle fur die k-dim. Komponenten:
Gral3mann-MF G, x

dmG ) = (n — k) (k + 1), dim[Gy 1] = (317) — 1 =: my

Gn,k C P = P(Vk), Kmatl —. \%42

vollstandige Flagge = Punkt auf der
n+1

Segre-MF 5, .. C P((X) Vi) = P(W),
k=0

dmW =:m + 1



Flaggen in projektiven Raumen: Flaggenmannigfaltigkeit

Definition:

Die Flaggen-MF F" ist die Menge aller Punkte
aus P(W), die einer vollstandigen Flagge
entsprechen.

1 :
dimF" = §n(n + 1) =: f, dim[F"] =7
n(|2| 3| 4 5 6
f13] 6| 10 15 21
m || 8 | 95| 2499 | 161999 | 26471024

—> Modellraume unverhaltnismalfiig grof3



Flaggen In euklidischen Raumen



Flaggen in euklidischen Raumen

R"™ ...n-dimensionaler euklidischer Raum

vollstandige Flagge F in R" <
Koordinatensystem in R” <«

(oBdA orthonormale) Basis des R"
euklidische Bewegung des R”

Modelle der euklidischen Bewegungsgruppen

Modelle der Flaggen-MF in euklidischen
Raumen



speziell imR?

Study-Quadrik RS

Punktmodell der euklidischen Bewegungen in R’

Punktmodell der Flaggen-MF im euklidischen R?

(mehrfach Uberdeckt)



Flaggen in euklidischen Raumen: spezielR?

F=(PG,FE)
Linienelement

(Pv G) — (g7§77)
Ebene FE durch

(P,G) mit Norma-
lenvektor g

EDG=9l g=(9,9) =
Vereinfachung: (=1)

{p;9,9,9 x g} ...orientierte kartesische Basis



Flaggen in euklidischen Raumen: spezielR?

F=(9,9,9,7) € R

Das geometrische Objekt F tragt vier
orientierte Flaggen:

(ga ga /g\a 7)1 (_ga _ga /g\v _7)1

(_gv _ga _L/q\a _7)’ (gv gv _/ga 7)

Die Koordinaten der Flagge sind homogen,
wobei g unabhangig skaliert werden kann.

(gvyv /g\v 7) N ()\g, )@, ,U/g\, )\’Y), )\ILL # 0



Flaggen in euklidischen Raumen: spezielR?

Satz.
Der Vektor (g,7,7,v) € R ist Koordinatenvektor
einer Flagge F C R’.

Voraussetzungen und Einschrankungen:
g#0, g#0,
,(9,9) =0,
Bewels:
Komponenten aus (g, g, g,~) rekonstruierbar.




Eigenschaften des Punktmodells

(9,@ q, 7) — (917927935947957965977987993910)
g; ... homogene Punktkoordinaten in P’

Gleichungen der MF M::
(9,9) = q197 + 9298 + 9399
degM = &, dmM =6

g10 kommt in keiner Gleichung vor
— M ist ein Kegel.






Induzierte Kollineationen im Modellraum

(A, a,a) ...aquiforme Bewegung in R°
Transformation der Flaggenkoordinaten

~

A 0 0O O g g
A*A oA 0 O gl | g
0 0 A 0 g | | 3

| al A 0 0 « e v

Satz. Die aquiformen Bewegungen im R*
induzieren automorphe Kollineationen der M.

-p. 21



Eigenschaften des Punktmodells

ov. Quadriken, Ebenen, quadr. Kegeln in My.



Beziehungen zu nichteuklidischen Geometrien

Bundel mit festem Punkt:

Flaggen durch einen Punkt =

euklidische Drehungen um einen Punkt =
elliptischer Dreiraum

Bundel mit fester Ebene:

Flaggen, die sich nur im LE unterscheiden =
ebene euklidische Bewegungen =
guasi-elliptischer Dreiraum

beide aufgrund der mehrfachen Orientierbarkeit der Flaggen mehrfach tGberdeckt

-p. 23



Kennzeichnung von Flaggenpaaren

mit wenigen linearen Gleichungen maoglich



Anwendung: Bewegungsplanung




Anwendung: Bewegungsplanung

—p. 26



Anwendung: Bewegungsplanung

—p. 27



Anwendung: Bewegungsplanung

—-p. 28



Anwendung: Bewegungsplanung

-p. 29



Linlenelemente in P



Linienelemente iInP"

P" =~ P(K"), 0 < n < oo, K ... kommutativer
Korper (R, C,...)
01 ---MFaller LE in P"

Rl EEuE
Gerade G + inzidenter Punkt P

dual: Hyperebene H + Hyperebene in H
LE = vollst. Flagge in P?, sonst unvollst.



Punktmodell

P >~ P(K"!) ... Punkte,

Gpi1 CP(K™1), m = (":') —1...Geraden

Sn.m - - - Punktmodell fir die Menge aller
Paare (P, G) (Segre-MF mit Indizes n und m)

Sam CP(KY),g=(n+1)(m+1)
dimS,, , =n +m

dimFy, = 2n — 1, speziell dmFg, = 5



Punktmodell

Satz:

Fo Ist stets in einem [-dimensionalen Schnitt
von S, ,, enthalten, wobei [ =% (n*+3n*+2n—3)
gilt.

Bewels:
Anzahl der IBen (Inzidenzbedingungen) flr

P e GinPrist ("), d.s. ebensoviele l.u. lineare

Gleichungen, die einen P' bestimmen.



Linienelemente inP?

(g7: s g9 : go) -..hom. Koordinaten von P,
(g1:...:96) ...hom. Plicker-Koord. von G

w;; = p;ig; - - - Koordinaten im Modellraum P23
3 vier IBen (und die Plucker-Bedingung)

0 94 g5 g | [ 90 0 ]
—g4 0 g3  —g2 g7 . 0
—g5 —93 0 g1 g8 _ 0

| —96 92 —01 O | L 99 | 0

— ‘FOB,l C 5375 M IP)19

-p. 34



Koordinatisierung: anders

L= (P,G)=(9,9,9,9) € R
Koordinaten von L. homogen

(ga ga /g\a gO) N ()\ga )‘gv ,LLfC]\, :ugO)
mit Ay # 0
— Punktmodell in P?

es gelten
................. Plicker-Bedingung

G, 9 =0, —gd+7XxXg=0 ..eveviu..... IBen



Punktmodell: Eigenschaften

IBen und Plucker-Bedingung bestimmen eine
algebraische Varietat //? vom Grad 5:

Hit)=Ht'+... =

degM® = degH (t)!-; = 5

komplementare Ausnahmeraume A;:

Ay /g\: 0, go=20 ...5-dim UR

A, : g:O,§:O3-d|m UR

Die Punkte in A; entsprechen keinem LE.

Satz: M? ist lineares Bild von Fj, C Ss 5.



induzierte Autokollineationen vom M?

k € PGL(PY) : 2K — 'K = T2K, T € GL(K, 4)
Transformation der LE-Koordinaten:

TANT O
0 T

T AT ...alternierendes Quadrat von 1’

Satz: Die projektiven Kollineationen in P
induzieren automorphe Kollineationen von M.

Q) Q
Q

go 9o

—p. 37



Punktmodell: Eigenschaften

Satz: My ist rational parametrisierbar.




Spezielle Teilmannigfaltigkeiten

Gerade Gerade Ebene

Ebene r.a. Quadrik Dreiraum

(vermindert um die Punkte in A;)

—p. 39



ein paar Bemerkungen

maldgeschneiderte Punktmodelle
far spezielle Raume

Untergrenzen fur Dimensionen der
Modellraume?

Modelle konnen bestimmten Anwendung
gemal’ gestaltet werden:
etwa Ausstatten mit einer Metrik

Linienelementkoordinaten auch fur
Zylinder oder Kreise geeignet
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