Geometrische Erzeugung
linearer Geradenabbildungen

Boris (Odehnal



schon bekannt

lineare Geradenabbilungen von
Eckhart & Rehbock, Blaschke & Grunwald,
spharisch-kinematische Abbildung

damals

Linearitat der Geradenbbildung

Linearitat der Abbildungsgleichungen
in den Plucker-Koordinaten



Lineare Abbildung

Projektion 7w : P?* — P™ (m < n)
_|_

Kollineation P™ — P™

Punkte -~ Punkte
kerm=2 ..... Zentrum, dimZ=n—-m-—-1
P Bildraum

X—X=(XVZ)nPm



Lineare Geradenabbildung

Projektion G} — P™ (m < (711) —1)
_I_

Kollineation P — P™

im folgenden: n =3, k=1 und m = 3,2:
lineare Geradenabbildungen in P3, P2

Ziel

geometrische Erzeugung linearer Geradenab-
bildungen

L—P" (m=3,2)

ohne in den P auszuweichen



Konzept

Ubersetzen der Operationen im P° und auf
der M§ in Operationen in der Geradenmenge
des P3

M3
X
O
52 S1 Z
3
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/2 Komplexbiischel (Netz)
E=ZVX .o ringartige Quadrik

X'=enP3 ... Netzprojektion



bis jetzt

Abbildung der Geraden des P3 auf den drei-
dimensionalen projektiven Raum der Kegel-
schnitte durch zwei feste Punkte

Rezept

lineare Geradenabbildung als Zusammenset-
zung von:

1. Netzprojektion

2. stereographische Projektion

3. Polaritat oder Nullpolaritat



Typologie

Typ des von Z bestimmten Komplexbuschels

Typ der linearen Geradenabbildung

elliptisch hyperbolisch

Z Z
4
.Z .

parabolisch singular




1. Der elliptische Typ

Zentrum ... L. Z=(u:v:0:u:v:0)
Bildraum ................ 7 331—|-334:$2—|-335:O
Abbildungsgleichungen ......... ... .. . . .. . . ... . ...

e e e e e e e e e e e Gl—>(g1—g4igz—95:2931296)

UmriB von M3 ............. U: z2 4 23 — 2306 =0

NetzrissS VON G . . . . e e e e e e e e e

g6x5— (g2—g5)xox1+ (g1 —ga)xowa+g3(xi4+23) =23 =0
stereographischer RISS 11 ... i i
e gexo — (g2 — g5)x1 + (91 — ga)x2 + g3xzz =0
Pol beziglich U ....... (296 : g5 — g2 : g1 — ga : 2g3)



1. Der elliptische Typ

Projektion mit elliptischem Netz
stereographische Projektion auf eine ovale Qua-
drik U

Polaritit an U s | //"\ Guo
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Eine Hopf-Abbildung

Netzprojektion v : P3 — E2
(zo:x1:x0: 23) —

(a:% + a:% : xox1 + Tox3 I woxo — w123 - 0)
stereographische Projektion o : E2 — 52
(zo:x1:22:0) —

(3 + 2 4+ 23 : 2wox1 1 2woxwo © x5 + T3 + x3)
Hopf-Abbildung ¢ = vo : P3 — §2

(zo:x1:x0: 23) —
(a:% + 23 4+ 23 + a:% . 2(wox1 + 2273) : 2(T0T2 — T1T3) -
3?03+ 1)
Bild einer Geraden

Gr— (93+96:92—95: 94— 91 g6 — g3)



2. Der hyperbolische Typ

Zentrum ..., Z=(0:0:u:0:0:v)
Bildraum ... Z: x3=x6=0
Abbildungsgleichungen ......... G (g1:92:94:9s)
UmriBB von M; ................ U: 124 + 2205 =0
Netzriss von GG . ... g4:c% + gsxr120 + gox123 — 91203 =

ro—2x1 =0
stereographischer RiSS 1N ... . i i

...................... g1x0 + gax1 + gsxo + gox3 = 0
Pol bezluglich U .................. (g2 :91:92:95)



2. Der hyperbolische Typ

Projektion mit hyperbolischem Netz
stereographische Projektion auf eine ringar-
tige Quadrik U

Polaritat an U
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3. Der parabolische Typ

Zentrum ..., Z=0:u:0:v:u:0)
Polarraum ........ ... .. .. .. .. ... x1 =x2+ x5 =0
Bildraum . ... ... ... ... ... . Z: x4 =ux5=0
Abbildungsgleichungen . .... G~ (g1:92—95:93: gs)
UmriB von M3 .................. U: z3r6 — x5 =0

Netzriss von G

gex3 + (g5 — g2)Tox1 + g170T2 + 9373 = 23 = 0

stereographischer RISS 1 ... i

................ gexo + (g5 — g2)x1 + gr1x2 + g3x3 = 0



3. Der parabolische Typ

Projektion mit parabolischem Netz

stereographische Projektion auf einen qua-
dratischen Kegel U

Polaritat oder Nullpolaritat

U

Gro




4. Der singulare Typ

Zentrum ..., Z=(0:0:0:0:u:wv)
Polarraum . ... ... . . o+ x3 =0
Bildraum ......................... Z: x5 =x6=0
Abbildungsgleichungen ........ GA\=(g1:92:93: ga)
UmrtionMé....U:a:1=a:2=a:3=OUzU2=:C3=
rqa = 0

Die geometrische Realisierung steht noch aus.



Alle surjektiven linearen Geradenabbildun-
gen in den P3

konnen als Zusammenset-
zung einer Netzprojektion mit einer ste-
reographischen Projektion und einer Po-
laritat erzeugt werden.



Beweis:

Je nach Typ der Abbildung:

4 ovale, ringartige Quadrik oder quadrati-
scher Kegel

Polaritat (an V) ... ... ... ... ... X +— &
ENU =k ... Kegelschnitt oder Punkt von U

stereographische Projektion o : U\ S — P2:
k—ko ........... Kegelschnitt oder Punkt

Alle Kegelschnitte haben zwei Punkte Py, P>
gemein.

Netzachsen A; durch P; wahlen; Urbilder der
Kegelschnitte sind alle Geraden des erganzen-
den Regulus der Quadrik durch A; und ko.



Geometrische Realisierung der lin. Gera-
denabb. in P2

1. Variante

Netzprojektion 4+ Polbildung

Netzprojektion 4+ Polarenbildung

2. Variante

lineare Geradenabbildung in P3 + Projektion
P3 — P?



1. Der elliptische Typ

Projektion mit elliptischem Netz
Polbildung bezuglich u




2. Der hyperbolische Typ

Projektion mit hyperbolischem Netz

Polbildung bezuglich u




3. Der parabolische Typ

Projektion mit parabolischem Netz
Polarenbildung bezuglich U




Beziehung zu bekannten
linearen Geradenabbildungen

Zentrum Z 2-dimensional,

Unterscheidung hinsichtlich der Lage von Z
beziiglich M5 liefert

7 Typen:

1. ZNM5 ..... reell einteiliger Kegelschnitt
2. ZNM5 ......... nullteiliger Kegelschnitt
3. ZNMS ={e, f} ..... reelles Geradenpaar
4. ZN M5 = {e,e} ....... k. k. Geradenpaar
5. ZNM5=e .......... einer reelle Gerade
6. ZC M5y ..o Ebene 1. Art
7.ZCM5 o Ebene 2. Art



In welchen dieser 2-dimensionalen Zentren Z;
finden wir 1-dimensionale Zentren Z.y, Z),

Zpyr Z(s)*

Z; enthalt
21 | Z(n)yr Z(e)r Z(p)
75 Z(o)

Z3 | Z(hyr Z(p)r Z(s)
Za | Zeyr Z(p)
Zs | Z(pyr Z(s)
Zg Z(S)




Aus den vier Typen (e), (h), (p) und (s) lin.
Gerabb. in P3 erhialt man durch Projektion
P3 — P2 folgende Typen lin. Gerabb. in P2:

(e) | (1), (2), (4)
(h) (1), (3)

(p) | (1), (3), (5)
(s) | (3), (5), (6), (7)




Geradenabbildung von Blaschke und Grunwald

Paarabbildung (!, ¢")

Gol = (931 —92—94 1 91 — g5)

Go" = (93:92—94: —9g1— 9gs)
Ausnahmeriaume Z!, Z" = zwei Ebenen mit
gemeinsamem Punkt

#', ¢" sind vom Braunerschen Typ (6.) bzw.
(7.)

folglich: Blaschke-Grunwald-Abbildung nur als
Zusammensetzung des Typs (s) lin. Gerabb.
+ Projektion realisierbar.



spharisch-kinematische Abbildung

Paarabbildung (¢!, ¢")

Gl = (g1 —9a: 92— 95 93— 96)

Go" = (91 + 94 : 92+ g5 93+ g6)
Ausnahmeraume Zl, Z" schneiden M§' in den
Kleinschen Bildern der Reguli auf

x%—l—w%—l—m%—l—w% = 0.
folglich: spharisch-kinematische Abbildung nur

als Zusammensetzung des Typs (e) lin. Gerabb.
+ Projektion realisierbar.

oder: Hopf-Abbildung + Projektion aus (1 :
0:0:0)inxzg=0
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