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1, Sei A A4, A, A4, ein ebenes’Gelenkviereck mit den festen Laéer-
punkten 4, und A, (Abb. 1). Die Lageninderung der beweglichen
Glieder wird am besten dadurch beschrieben, dass man das Viereck in

iy =132
b ‘ My-m, My
’\_\ /./ 0,=05+021,0=06+031,0;=07+0 41

Abb. 1. — Dreistabgetriebe mit Schwerpunktsbahn und dazu #hnlicher
Koppelkurve.

eine Gauss’sche Ebene einbettet und den verdnderlichen Vektoren 4,4,

4,4,, A, A, komplexe Zahlen u,, U,, u, zuordnet, die konstante Abso-
lutbetrige und eine feste Summe haben :
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(1) \u,| = a, = const., (k=1,2, 3),‘ u, + u, + u; = a = const.

Ein mit der Koppel 4, 4, starr verbundener Punkt B, festgelegt
durch den Vektor A4, B = Bu, mit § = const., beschreibt wihrend der

Bewegung eine sogenannte Koppelkurve. Diese wohlbekannte, von 6 Ge-
staltparametern abhingende algebraische Kurve ist im allgemeinen von 6.
Ordnung und trizirkulare !). Sie findet wegen ihrer einfachen Erzeugung
und ihres Formenreichtums vielseitige Anwendung im Maschinenbau.
Macht man 4, zum Nullpunkt der Zahlenebene, so wird die Koppelkurve

in bequemer Weise dargestellt durch die komplexe Gleichung
(2) Z=u + pu,,

wobei die Variablen u, der Festsetzung (1) unterliegen 2).

In der Folge benétigen wir den nachstehenden
1. Hilfssatz. Sind Uy, Uy, Uy drei komplexe Verdnderliche mit festen

Absolutbetrdgen und konstanter Summe a =0, dann stellt jede Linearkom-
bination Z = a, + o, U+ o,uy + azu, mit konstanten Koeffizienten o, im
allgemeinen eine Koppelkurve dar, die zu einer vom Gelenkviereck ¥ u +
+ u; = a erzeugbaren Koppelkurve dhnlich ist.

Elimination von u, fiihrt nimlich auf ein Linearpolynom

(3) Z = (0, + oza) + (o, — og) 8, +(a,— o) u,

in u; und w, allein, das als lineare Funktion von z (2) dargestellt
werden kann:

(4) Z=c+yz mit ¢=0y+osaund y = o, —a,, wobei f = (e, —a )/le, —a,).
Die Ortslinie Z geht also aus der Koppelkurve z durch die Ahnlich-

keitstransformation Z = ¢ + vz hervor. Das die Koppelkurve Z erzeugende
Gelenkviereck B, B B,B, hat die festen Lagerpunkte B,(Z,=c) und

B (Z,=c+ya=a,+ a,a) und die durch v, = yu,, (¢ = 1, 2, 3), gekenn-

zeichneten beweglichen Glieder.
Die Ortslinie Z reduziert sich dementsprechend im besonderen auf
einen Kreis, falls

(5a) a, = ay, (B = 0, Mittelpunkt B), (5b) @, = a,, (B =1, Mittelpunkt B,),
{5:¢) o, = 0g, (B = o, Mittelpunkt B, = B,).

Die Ortslinie schrumpft schliesslich auf einen Punk: zusammen, falls
(5d) o =0, =a,,
und zwar auf den Punkt B,=B,.

1) Vgl. etwa [1], oder [2]. Eine ausfiihrliche Theorie der Koppelkurve mit kom-
plexen Hilfsmitteln gab A. Haarbleicher [3].

?) Einen auf dieser komplexen Darstellung beruhenden kurzen analytischen Beweis
des klassischen Satzes von S. Roberts, betreffend die dreifache Erzeugung der Kop-
pelkurve durch Gelenkvierecke (Dreistabgetriebe), gab der Verfasser in [4].
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2, Betrachten wir nun ein materielles Dreistabgetriebe A A A,A4,
(Abb. 1). Die beweglichen Glieder mogen die Relativmassen m , m,, m,
mit der Summe 1 und die Schwerpunkte S|, S,, S, haben. Deren Lage
sei durch die Vektoren 4§, =04, A4S, =o0,u,, 4,S; = o u, mittels
der im allgemeinen komplexen Konstanten o, festgelegt; ihre komplexen

Koordinaten lauten demnach :

(6) S,z =04, S,..z,=u+ o,u,, S.2=u tu,+ ou,.

Der Gesamtschwerpunkt S der beweglichen Teile ist sodann gekenn-
zeichnet durch

@) S...szlzl+m222+msz3=a1ul+a2u2+asu3 mit

alzm,ol+m2+m3=1+m1(01—1), 0, = My0, + My, 0y = M 0.

Auf Grund des 1. Hilfssatzes gilt daher der

Satz 1. Die Bahn des Gesamtschwerpunktes eines Dreistabgetriebes
ist im allgemeinen eine Koppelkurve, die zu einer Koppelkurve des Getriebes
dhnlich ist.

Damit ist eine Tatsache in voller Allgemeinheit bewiesen, die unter
einschrinkenden Voraussetzungen (nédmlich fiir reelle ¢,) und mittels
rein geometrischer Betrachtungen von R. Kreutzinger festgestellt
worden ist [5].

Fiir die festen Lagerpunkte B, und B, des die Schwerpunktsbahn
erzeugenden, zu 4,4, 4,4, in jedem Augenblick &hnlichen Gelenk-
vierecks BB, B, B, findet man mit Riicksicht auf o =0 und (7) die
Koordinaten

(8) B,..Z,=mj0,a, B,...Z, =[1 + m (o, —1)] a.

Hierdurch ist die Lage dieses Gelenkvierecks vollstindig bestimmt. Die
Kenngrosse p, welche den die Koppelkurve beschreibenden Koppelpunkt
S bestimmt, hat nach (4) und (7) den Wert

(9) 8= (0‘2_"13)/(“1 = a3) T [mz 0, + ms(l % 03)]/[ml o, +m, + m3(1 ——63)]'

Mit Hilfe dieser Formeln wurde die Schwerpunktsbahn des Dreistab-
getriebes in Abb. 1 ermittelt. Stellen mit horizontaler Tangente gehoren
zu Gleichgewichtslagen des Getriebes, deren Stabilitit oder Labilitdt
unmittelbar zu erkennen ist.

Mittels der Kriterien 5a...5d erhédlt man auch Aufschluss iiber die
Ausnahmefille des Satzes 1. Kreise als Schwerpunktsbahnen treten auf,
wenn =0, 1 oder co. Dies zieht mit Riicksicht auf die reellen und
positiven Massenwerte m, folgende Bedingungen nach sich:
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B =0..0,/(0;,—1) =mym,;

(10a) 3ahail ad L
2 4,4,8, + 558, 4,4, = + 7, 4,SA,S,=my. 4, 4)(m,. 4, 4,),

B=1..0/(c,—1)=m,/m,;
(10b) Rl o 2
24,4,8, +=285,4,4, =+, A4,8,14,8,=m,. 4, 4,/(m .4 4,),
(10 ¢c) p=cow.m(l—o0o)+mo,=1.

Schliesslich folgt auf Grund von (5d) und (7) noch der bemer-
kenswerte

Satz 2. Der Gesamtschwerpunkt eines Dreistabgetriebes ist fest, falls

(10d) 0, =1+ (m/m,) e, und oy =1+ m,/m,+ (m/m;)c,.

Er liegt an der Stelle mo,a.

my:my:my=1:32
g =-1, az-=2/_Jl o'3=2

Abb. 2, — Deistrabgetriebe mit unverdn-
derlichem Gesamtschwerpunkt,

Die Doppelbedingung (10 d) ist dquivalent zu den beiden Bedin-
gungen (10a) und (10 b), woraus auch ihre geometrische Bedeutung zu
entnehmen ist. Die Bedingung ist durchaus erfiillbar, da der Teilschwer-
punkt jedes einzelnen Getriebegliedes durch geeignete Formgebung
und Massenverteilung grundsitzlich an jede gewiinschte Stelle gebracht
werden kann. Eine derartige Schwerpunktsverteilung fiir das Getriebe
aus Abb. 1 zeigt beispielsweise mit reellen o, (Abb. 2). Ein gemiss Satz
2 konstruiertes Dreistabgetriebe mit unverinderlichem Gesamtschwerpunkt
hat die bemerkenswerte Eigenschaft, in jeder Stellung in indifferentem
Gleichgewicht zu sein. Es behilt diese Eigenschaft auch nach Verinderung
der Lagerpunkte 4, und A, bei, da die Bedingung (10d) nur die
Massen und Schwerpunkte der drei Glieder betrifft.
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3, Das Schubkurbelgetriebe A;A, A, 4, (Abb. 3) mit festem Lager-
punkt 4, und geradegefiihrtem Punkt A kann als Grenzform eines
Gc_lenkv1erecks aufgefasst werden, dessen zweiter Lagerpunkt 4, ins

Unendliche geriickt ist. Die analytische Behandlung verlangt allerdings
eine gewisse Modifikation. Macht man 4, wieder zum Nullpunkt einer

Gauss’schen Zahlenebene und ordnet man den Vektoren 4,4, 4,4,
zwei komplexe Variable #,, u, mit festen Absolutbetrigen zu, versteht
hingegen unter #, eine komplexe Konstante, die einen Vektor 4, 4,
darstellt, dessen Endpunkt auf der zur Bahn von 4, parallelen Geraden
durch 4, liegt, so wird das Getriebe beschrieben durch

11).|lu, =1a =const., (k= 1‘,2), u, = const., arg (#, + u, + u,) = a = const.
R k 3 1 2 3

m,:my:my = 1:2:3
0=-09-0%1, g=g6+g3i

Abb. 3. — . Schubkurbelgetriebe mit
Schwerpunktsbahn und dazu dhnlicher
Pleuelkurve.

Legt man wie in Abb. 3 die Achse der reellen Zahlen parallel zur
Bahngeraden von 4,, so hat man o = 0. Fiir das iibliche ,,zentrische®
Schubkurbelgetriebe kann #, = 0 angenommen werden.

Ein mit der Pleuelstange 4 4, starr verbundener Punkt B, fest-
gelegt durch den Vektor 4, B = Bu, mit § = const., durchliuft wahrend

der Bewegung eine sogenannte Pleuelkurve. Diese wohlbekannte, von 5
Gestaltparametern abhiingige algebraische Kurve, ist im allgemeinen von
4. Ordnung und monozirkular [1] [3]. Sie wird wieder erfasst durch
die komplexe Gleichung

(12) z = u +Pu,,
wobei die Variablen u, jetzt der Festsetzung (11) zu geniigen haben.

19 — Bul. Inst. polit. lasi, X (XIV), 1—2
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Wir vermerken den entsprechenden

2. Hilfssatz. Sind u,, u, zwei komplexe Verdnderliche mit festen
Absolutbetrigen, und hat ihre um eine Konstante u, vermehrte Summe ein
festes Argument o, dann stellt jede Linearkombination Z = a, + 0% P,
mit Ronstanten Koeffizienten a, im allgemeinen eine Pleuelkurve dar, die zu
¢iner vom Schubkurbelgetriebe arg (u, + u, + u,) =a erzeugbaren Pleuelkurve
dhnlich ist.

Die Umformung
(13) Z = ay+ o, (4, + Bu,) mit B = o,/0,, (a; F0),

zeigt ndmlich, dass die Ortslinie Z aus der Pleuelkurve z (12) durch
die Ahnlichkeitstransformation Z, = o, + 0,2 hervorgeht. Das die Pleuel-

kurve Z erzeugende Schubkurbelgetriebe B, B, B, B, hat den festen
Lagerpunkt B (Z, = o), die beweglichen Glieder B B, =v, = a %,
B, B,= v, =1, und eine Fithrungsgerade fiir B,, die in der Richtung
a + arg «, durch den Punkt a,— o, %, geht.

Die Ortskurve Z reduziert sich auf einen Kreis (Mittelpunkt B), falls

(14 a, b) g, =0, (B'= ) oder a,=0, (B =0)
Sie schrumpft auf einen Punkt (B)) zusammen, falls
(14 ¢c) § a, =a,=0.

4. Betrachten wir nun ein materielles Schubkurbelgetriebe A, A, A, A4,
(Abb. 3). Die beweglichen Glieder 4,4, (Kurbel), 4,4, (Pleuelstange)
und 4, 4, (Kolben) mogen die Relativmassen m,,m,, m; mit der Summe.
1 und die Schwerpunkte S,, S,, S, haben. Deren Lage sei durch die
Vektoren 4,S, = 0,4, A4, S, = o,u, mit im allgemeinen komplexen Kon-
stanten o,, Sowie durch 4, S, = s; = const. festgelegt. Die komplexen
Koordinaten der Teilschwerpunkte lauten daher:

(15) S, 2 =0, U, Sy By = U + o ty, Sgene By =y + u, + 54 ;

Der Gesamtschwerpunkt S der beweglichen Teile ist sodann be-
stimmt durch

%) S Z=mg+ my 3, + My 25 = g+ oy Uy + oy, mit
g = My S35 Oy = M0, +m,+my = 1+ ml(ol—l), a, = My 0, + My

Auf Grund des 2. Hilfssatzes gilt demnach der
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Satz 3. Die Bahn des Gesamtschwerpunktes eines Schubkurbelgetriebes
ist im allgemeinen eine Pleuelkurve, die zu einer Pleuelkurve des Getriebes
dhnlich ist. o

Fiir den festen Lagerpunkt B, des die Schwerpunktsbahn erzeu-
genden, in jedem Augenblick zu AO’AIAZA; dhnlichen Schubkurbelge-
triebes B, B, B, B, findet man nach 3 : ;

(17 B,...Z,= 0, = M35,
fiir die beweglichen Teile die Vektoren
(18) B B, =v = ol B B, = v, = oy, B,B, =v; = 0, 4;.

Da die Bahngerade von B, durch B geht, so ist das Getriebe durch

diese Angaben vollstindig festgelegt. Die Kenngrosse f3, welche den die
Pleuelkurve beschreibenden Pleuelpunkt S bestimmt, hat nach (13) und
(16) den Wert

(19) B = o,/a, = (m,0, + my)/(m, o, + m, + my).

Mit Hilfe dieser Formeln wurde die Schwerpunktsbahn des Schub-
kurbelgetriebes in Abb. 3 ermittelt.

ber die Ausnahmefille des Satzes 3 geben die Kriterien 14 a...14 ¢
Aufschluss. Kreise als Schwerpunktsbahnen treten auf, wenn B = oo oder
0. Dies tritt ein, falls:

(20 a) o, = —(my+ m,)/m, , bzw. (20 b) 0y = — My/m,.

Im ersten Fall liegt der Kurbelschwerpunkt S, auf der Verlinge-
rung des Kurbelradius 4,4, im zweiten Fall liegt der Pleuelschwer-
punkt S, auf der Verlingerung der Pleuelstrecke 4, A die Lage des
Kolbenschwerpunkts S, ist dabei ohne Belang.

Sind die Bedingungen (20 a) und (20 b) gleichzeitig erfiillt, so

erhilt man zufolge (14 c) ein Schubkurbelgetriebe mit ruhendem Gesamt-
schwerpunkt an der Stelle B (17). :

Eingegangen am 24 II 1963 Technische Hochschule,
Wien, Osterreich
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ASUPRA TRAIECTORIEI BARICENTRULUI TRIBARULUI
SI A MECANISMULUI B_IELA-MANIVELA

(Rezumat)

Se demonstreazi, cu ajutorul numerelor complexe; 'ci baricentrul unui mecanism
material cu trei bare descrie o curbi care este asemenea anei traiectorii generate de
acelagi mecanism ; acest fapt rimine valabil si pentru cazul limitd al unei manivele de
lungime infinité.

Se obtin conditii simple pentru ca baricentrul unui sistem si rimind fix.

Explicatia figurilor

Fig. 1. — Mecanism tribar cu traiectoria baricentrului §i curba de bield asemenea.

Fig. 2. — Mecanism tribar (patrulater) cu baricentrul total invariabil.

Fig. 3. — Mecanism bieli-maniveld cu traiectoria baricentrului si curba de biela
asemenea.






