auftretende ,,gef:

~walder?) hinwi _

tlonen mit ’ lei 'fen abgeleitet. Sodann wird (auf
‘ noch nicht angeschnittene Frage

en und dem Aufbau der von ihnen gebil-

WlI‘d gezelgt daB d1e Un51cherhe1tsr1ch-

. ) es von J Ste1ner ) iiber die dreispitzige Hypozyklmde
als Hiillkurve der Wall acegeraden eines Dreiecks gegeben.

I Der geféhrliche Zylmder In dem ebenen waagrechten Gelinde m liege
_ein bekanntes Drejeck A BC vor. Man besitzt ferner von diesem eine photo-
graphische Aufnahme aus einem Standpunkt O, deren ,,innere Orientierung*
bekannt ist. Die Aufgabe des ,,rdumlichen Ruckwartsemschmttes“ besteht
nun bekanntlich darin, das durch die Photographie gegebene, starr zu
denkende Sehstrahldreikant 04, OB, OC wiederum durch die Ecken
A, B, C des Gelindedreiecks bzw. eines zu diesem dhnlichen Karten-
dreiecks zu legen, um anschlieBend die Ubertragung weiterer Gelinde-
purkte aus der Aufnahme auf die Karte durchfiihren zu kénnen (Fig. 1).
Diese Aufgabe 4. Grades ist
im allgemeinen nicht eindeu- . ¢
tig3), insbesondere kénnen sich 0,
zwei Lésungen vereinigen. In /
diesem Falle weist die Rekon-
struktion des Aufnahmezen-
trums O eine |, nfinitesimale
Unbestimmithest'* auf, was fiir die ——;
photogrammetrische Praxis eine —c/
gewisse Unsicherheit und durch- ’;:—
aus endliche Ungenauigkeit der P =
Losung bedeutet.!) Man spricht N/ S
daher von einer ,,gefdhrlichen* ¢ 8\
Aufnahme und es entsteht die .4 (04
Frage nach dem Or¢ aller ge- Fig. 1.

1) Die geometrischen Grundlagen der Photogrammetrie. Jahresber.d. DMV. VI, 2
(1899), S. 28.
2) Uber eine bemerkenswerte Kurve dritter Klasse (vierter Ordnung). Crelle J. 53,
S. 231.
3) Siehe z. B. Th. Schmid, Darstellende Geometrie II, § 56 (Sammlung Schubert
LXVI), der die geometrische Losung auf den Schnitt eines Kreises und einer ebenen
Kurve 4. Ordnung mit gemeinsamer Symmetrieachse zuriickfiihrt.
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fahrlichen Standpunkte O fiir ein festes Dreieck 4 BC. — Man wird schon
die Nihe dieses Ortes bei der Aufnahme zu vermeiden haben, um die Ver-
wechslung der richtigen Losung mit einer benachbarten mit Sicherheit
auszuschlieBen.

Befindet sich in Fig. 1 O in einer gefahrlichen Lage, so weist das Seh-
strahldreikant gegeniiber dem Dreieck 4 BC eine infinitesimale (jedoch
zwangliufige) Beweglichkeit auf. Die Bahnnormalebenen «, §, y der
Punkte 4, B, C (als Punkte' des Dreikants aufgefaBt) stehen auf den Seh-
strahlen senkrecht und miissen durch einen Punkt P der Ebene 7 gehen.
Dies ist eine Folge des mit der Bewegung verkniipften linearen Nullsystems R,
das den Raumpunkten ihre Bahnnormalebenen zuordnet.

Denken wir uns das Aufnahmezentrum O senkrecht auf die Dreiecks-
ebene 7 projiziert (0’ in Fig. 1 und 2), so erscheinen die Spuren 4, b;, ¢
der genannten Normalebenen als Lote auf die Kantenrisse 0’4, O'B, oc:
sie gehen wie gesagt durch den Nullpol P von 7. Schlagen wir nun iiber O'P
als Durchmesser einen Kreis, so muB3 dieser infolge der vorhandenen Recht-
winkel auch durch 4, B, C gehen und wir sehen?):

Satz 1: Der gefihrliche Ort fiir den riumlichen Riickwirtseinschwitt ist
jemer Drehzylinder Q, der den Umbkreis des Dreieckes ABC als Normal-
schnitt besitzt.

Ausstindig ist allerdings noch der Nachweis, da die als notwendig er-
kannte Bedingung auch hinreicht. Nun, liegt O auf £2, so schneiden einander
die drei Normalebenen «, 8, ¥ in einem Punkt P von z. Die drei Null-
elemente Ax, Bf, Cy bestimmen auch wirklich ein Nullsystem %; denken
wir uns dasselbe in iiblicher Weise etwa festgelegt durch das Paar rezi-
proker Polaren a = [BC] und & = [fBy]%), sowie einen Gewindestrahl
s == [A P] des Biischels (4«), so werden den Punkten 4, B, C tatsichlich
die Nullebenen «, 8, y zugewiesen.

Nicht unwichtig ist folgende Feststellung: Aus der Theorie der Schrau-
bung ist bekannt, daB der Ort aller Punkte, deren Bahntangenten durch
einen festen Punkt O gehen, ein ,,gerader kubischer Kreis“ ist.5) Da diese
Raumkurve 3. Ordnung die Dreiecksebene nur in drei Punkten schneidet,
kann es auBer 4, B, C keinen weiteren Punkt geben, der seine Tangente
durch O sendet. Mithin gilt

Satz 2: Jegliche infinitesimale Unbestimmtheit beim rdumlichen Riick-
wartseinschwitt hort auf, wemn noch ein vierter Gelindepunkt zur Verfiigung
steht.

II. Die Unsicherheitsrichtung des Aufnahmezentrums. Fiir die Lage des
Aufnahmezentrums O ergibt sich, wie eingangs betont, im Falle des gefdhr-
lichen Riickwirtseinschnittes ein gewisses Spiel in der Richtung seiner
Bahntangente ¢; diese kann als Normale auf die Nullebene » von O ge-
funden werden. Um » jedoch zweckmiBig zu ermitteln, wollen wir uns
etwas niher mit dem Nullsystem R befassen.

4) Bezeichnungsweise von E. Miiller. [#y] bedeutet das Schnitt- bzw. Verbindungs-
element der Elemente » und y. )

5) Siehe etwa A.Schoenflies, Geometrie der Bewegung in synthetischer Dar-
stellung. Leipzig 1886, S. 116, 117.
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B, v und damit auch @ = [By] stehen senkrecht auf der Ebene [Oa]. Der
RiB @’ der Nullpolare von a ergibt sich mithin als Lot aus P auf «; ent-
sprechend gilt 3’ | bund ¢’ | ¢ (Fig. 2). Die Risse reziproker Polaren schnei-
den sich aber bekanntlich alle auf einer Geraden w, der Spur der (proji-
zierenden) Nullebene ¢ des Fernauges Z | 7; jede Trefigerade eines Paares
von Nullpolaren ist ja ein Nullstrahl, die durch Z gehenden liegen aber in
. — Wir fanden so eine riumliche Deutung des bekannten Satzes der
Dreiecksgeometrie ©) :

Satz 3: Fallt man auf die Seiten eines Dretecks A BC die Lote aus einem
Punkt P des Umbkreises, so liegen die drei Lotfufipunkte auf einer Geraden w,
der sogenannten W allacegeraden von P.

Die Nullpolare von w = [#{] ist w = [PZ] =[P | =], die Gegen-
erzeugende von z.

’ Wir bestimmen jetzt die Polare z der Zylindererzeugenden z = [0Z].
Si

e liegt in ¢ und geht sicher durch den Pol D = [§w] der Durchmesser-

ebene 0 = [zw]. Einen weiteren Punkt 1 verschaffen wir uns im Pol der Ebene
t = [Az]; er liegt in &,  und ¢ und kann daher als Schnitt von « mit der
Geraden [{¢] = I bestimmt werden, was in Fig. 2 mit Hilfe einer Parallel-
drehung in die AufriBebene 7z, = [z || {] durchgefiihrt wurde. Damt ist
z = [D 1] gefunden.

6) Enz. d. Math. Wiss. III AB 10, Nr. 34, 35.
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Die gesuchte Bahnnormalebene v von O wird nun von O und z aufgespannt,
so daB sich sofort ihre 2. Spur #, ||z und damit auch die durch D gehende
1. Spur eintragen 148t (Fig. 2).

Das hierzu senkrechte Lot ¢ = [0 | v] gibt dann das Verschiebungs-
element der infinitesimalen Unbestimmtheit von O, kurz ,,Unsicherheits-
richtung'* genannt.

ITII. Gesamtheit der Unsicherheitsrichtungen lings einer Zylindererzeu-
genden. Zum Zwecke der Ubersicht iiber die Normalebenen », die den
Punkten der Erzeugenden z nach II. zugeordnet werden, iiben wir auf eine
Ausgangslage von O eine beliebige Streckung & senkrecht zu zw aus (3* = 1-3).
Die der neuen Lage & - O entsprechenden Normalebenen in 4, B, C hiingen
mit den frilheren jedoch durch die inverse Streckung ©-1 (3* = 1/A - 3)
zusammen. Das durch diese bestimmte neue Nullsystem 1st 3t* = S-1RG.

Festgeblieben bei der Anwendung von & und &-1sind die Elemente P,
und Z, {; das durch sie bestimmte Netz von Gewindestrahlen mit den
Brennlinien w und w ist allen Gewinden :* gemeinsai; diese bilden somit
ein Biischel. — Weitere Festelemente sind D, ¢ und z.

z hingegen geht iiber in ©-1. z und spannt mit & - O die Null- und Nor-
malebene »* des neuen Aufnahmezentrums auf. Zwischen den Punkten O
von z und den Strahlen z des Biischels (D, £) besteht demnach eine Projek-
twwitdt, die als Hiillgebilde aller Normalebenen im allgemeinen einen Kegel
2. Klasse A erzeugt.

A hat D zur Spitze, liegt symmetrisch zu 7 und beriihrt daselbst die
Ebenen 6 und {. Die AufriBebene 7, = [z || {] schneidet A4 nach einer Para-
bel k, die als Hiillkurve der 2. Spuren #, aufgefaBt werden kann und z als
Scheiteltangente besitzt (Fig. 2).

Nun sind wir auch so weit, eine Aussage iiber die Verschiebungsrichtungen ¢
lings z machen zu kénnen. Fassen wir ¢ auf als Verbindung von O mit dem
Fernpunkt T der zu » normalen Richtung, und bedenken wir, daB T bei
Verinderung von O auf z lings des Fernkegelschnittes des Polarkegels von
A wandert, wobei die Beziehung zwischen O und T projektiv ist, so ergibt
sich im Erzeugnis als Ort fiir ¢ eine Regelfliche 3. Grades ©.

O liegt symmetrisch zu 7 und besitzt z als einfache Leitgerade; die dop-
pelte Leitgerade ¢ liegt in 7, senkrecht zu £, und erscheint im Aufri3 als
Brennpunkt der Spurparabel k: In der Tat gehen alle Aufrisse " = [0" | n,]
durch ¢” (Fig.2). — Die Bahntangente des Gelindepunktes O, = O’ be-
rithrt den Umkreis und ist die eine Torsalerzeugende; die andere ist un-
endlich fern.

Ist g erst einmal ermittelt, dann findet man ¢ auch einfach mittels des
1. Spurpunktes, der auf ¢ von jener Ebene ausgeschnitten wird, die
durch O geht und auf O D senkrecht steht.

Wir fassen zusammen:

Satz 4: Die zu allen Lagen des Aufnahmezentrums O auf einer Erzeugenden
z des gefdhrlichen Drehzylinders Q2 gehorigen Uwnsicherheitsrichtungent er-
fiillen 1m allgemeinen eine zur Dreiecksebene m symmetrische Regelfliiche
3. Grades O, die z zur einfachen Leitgeraden besitzt und deven doppelte Leit-
gerade g in 7 parallel zur W allacegeraden von 0'7) liegt. ‘

7) Siehe unten Satz 7.
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Die zu t nmormalen Ebenenv durch O wmbhiillen im allgemeinen einen zu
7 symmetrischen Kegel 2. Klasse A, der die durch z gehende Durchmesser-
ebene d von Q sowie die Wallaceebene  der Gegenerzeugenden von z beriihrt.

Bemerkungen iiber Sonderfille sowie iiber scheinbare Umrisse von &
finden sich im letzten Abschnitt.

IV. Einschaltung aus der Dreiecksgeometrie. Um den Zusammenhang
zwischen den Scheiteltangentialebenen 6 und ¢ des fiir uns wichtigen
Kegels 4 zu iiberblicken, benétigen wir gewisse Beziehungen iiber die
Wallacegeraden eines Dreiecks, die rasch abgeleitet werden sollen.

Wir beweisen zunichst als Hilfssatz den

Satz 5: Spiegelt man an den Seiten a, b, c eines Dreiecks ABC einen
Punkt P des Umbkreises, so liegen die drei so erhaltenen ,,Gegenpunkte' auf
ewner Geraden v durch den Hohenschnittpunkt.8)

Dieser Satz sagt offenbar mehr aus als Satz 1. — Zum Beweise spiegeln
wir mit P gleichzeitig den Umbkreis # an a, b, ¢ (Fig. 3): Wir erhalten so
drei kongruente Hilfskreise, die die Gegenpunkte P,, P,, P, tragen und
iiberdies durch den Hohenschnittpunkt H gehen, da der Winkel zweier
Hohen stets mit einem Dreieckswinkel iibereinstimmt. Aus der Gleichheit
der Bogen A P = A P, = A P, folgt die Gleichheit der Umfangswinkel

XAHP,= X AHP;=¢

und H, P,, P; miissen auf einem Schenkel v liegen, der aus Griinden der
Gle1chberecht1gung auch P, enthilt.

Durch die zentrische Verkleinerung 1 : 2 von P aus gehen die Gegenpunkte
P,, P,, P, in die FuBpunkte P’, P”, P""" der Seitenlote iiber und aus v
wird die Wallacegerade w (Satz 1).

8) Vgl. J. Steiner, ,,Développement d’une série de théorémes relatifs aux sections
coniques‘‘, Nr. 19 (Ann. de Math., t. XIX).
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Im folgenden wird untersucht, wie sich die Wallacegerade w eines
Punktes P indert, wenn dieser den Umkreis # des Dreiecks A B C durchliuft.

Man erkennt nebenbei bemerkt von vornherein, daB w hierbei eine
Kurve 3. Klasse einhiillt. Denn wihlen wir etwa P” auf b beliebig (Fig. 3),
so gehéren dazu zwei Moglichkeiten fiir P auf » und damit zwei Lagen von
P"" auf ¢. Zwischen den Punktreihen b(P") und ¢(P’’) herrscht mithin
eine (2,2)-Korrespondenz, und da der Schnittpunkt 4 sich selbst entspricht,
verbleibt nach Abspaltung
des Strahlbiischels A4 fiir
das Erzeugnis der Punkt-
reiheneineKurve 3.Klasse.
Diese bertihrt die Dreiecks-
hohen und -seiten (als
Wallacegeraden der Eck-
punkte bzw. derer Gegen-
punkte) und besitzt die
Ferngerade als Doppel-
tangente (als Wallace-
gerade der absoluten
Kreispunkte); da die Be-
rithrung in den Kreis-
punkten stattfindet, han-
delt es sich nach Cre-
mona?) um die drei-
spitzige Hypozykloide.

Um elementar vorzu-
gehen, vollziehen wir in
Fig. 4 vom Héhenschnitt-
punkt H aus die zentri-
sche Verkleinerung 1: 2.
Dabei entsteht aus dem Umkreis » der Feuerbach sche Kreis f, der also die
von den Ecken ausgehenden Hoéhenabschnitte hilftet. Dem Punkt P ent-
spricht auf f ein Punkt V der Wallacegeraden w (Fig. 3). Durchlduft nun
P den Umkreis mit konstanter Geschwindigkeit, so dreht sich w zufolge der
in Fig. 3 nachgewiesenen Winkelgleichheit gegengleich zum Strahl A P. Be-
wegt sich aber ein Punkt V gleichférmig auf einem Kreis f und nimmt er da-
be1 eine sich ebenfalls gleichférmig um ihn drehende Gerade w mit, so umhiillt
diese eine Zykloide; speziell eine Hypozykloide, wenn die Drehungen gegen-
sinnig erfolgen. — Auch der zweite Schnittpunkt W von w und f durch-
lauft den Feuerbachkreis mit konstanter Geschwindigkeit, und zwar ent-
gegengesetzt und doppelt so rasch wie V. Nun ist klargestellt, daB es sich
bei der gesuchten Hiillkurve der Wallacegeraden um die dreispitzige
Steinersche Hypozykloide 4.Ordnung 3. Klasse handelt, die als Bahn
eines Umfangspunktes eines Kreises erzeugt werden kann, der in einem
dreimal so groBen Kreis rollt. — Damit ist der bekannte Satz von Steiner?)
iiber die Wallacegeraden eines Dreiecks elementar nachgewiesen!?):

9) ,,Sur I’hypercycloide & trois rebroussements.< Crelle J. 64, S. 105.
10) Vgl. damit z. B. den analytischen Beweis in H. Doérrie, Triumph der Mathe-
matik, S.2290—234.
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Satz 6: Die Wallacegeraden eines Dreieckes wmhiillen eine dem Feuer-
bachschen Kreis umschriebene dreispitzige Hypozykloide.'')

Hat P gerade den halben Umfang bis O durchlaufen, dann hat sich die
Wallacegerade w um einen rechten Winkel gedreht. Da ihre Endlage wX
durch den Gegenpunkt U von V geht (Fig. 4), liegt der Schnittpunkt
W = [wwX] aut.f:

Satz 7: Die Wallacegeraden zweier Gegenpunkie des Umbkreises stehen
aufeinander senkrechi. Ihr Schnittpunkt liegt auf dem Feuerbachkreis.?)

Dieses Korollar kennzeichnet den Feuerbachkreis als ,,orthoptische
Kurve der Steinerzykloide und daraus erhellen seine fehlenden Eigen-
schaften: f geht bekanntlich auch durch die HoéhenfuBpunkte und die
Seitenmitten von 4 BC (man verlege P bloB in die Eckpunkte bzw. in die
Seitensymmetralen).

Unter Beachtung des Geschwindigkeitsverhéltnisses von ¥ und W ergibt
sich der Berithrungspunkt der Wallacegeraden mit der Steinerschen
Zykloide durch Spiegelung von W an V.

Die Stellen des Zusammenfallens von V und W kénnen durch Winkel-
dreiteilung ermittelt werden und bilden auf f ein gleichseitiges Dreieck.
Sie stellen die Scheitel der Zykloide dar, wihrend die zugehoérigen Durch-;
messer w* die Spitzentangenten abgeben.

V. Besonderheiten.
1. Das Aufnahmezentrum liege senkrecht iiber einem Eckpunkt, etwa A.

Dann fallen w und z mit 4 zusammen und das Gewinde 9 artet in das
Gebiisch mit der Achse a aus. Das Sehstrahldreikant gestattet eine infini-
tesimale Drehung um die Achse a. Alle Normalebenen » gehen durch a
und die Gesamtheit aller Unsicherheitsrichtungen ¢ ist die Tangentenschar
esner Parabel mit der Scheiteltangente z und dem HéhenfuBpunkt auf a als
Brennpunkt.

2. Das Aufnahmezentrum liege senkvecht iiber dem Gegenpunkt eines Eck-
punktes, etwa A.

Dann fillt P nach 4 und das Gewinde R artet in das Gebsisch mit der
Achse @ = [By] aus. Das Dreikant gestattet eine infinitesimale Drehung
um @, doch zerfillt im allgemeinen weder A4 noch @; als Besonderheit ist
blo8 zu erwéihnen, daB a die Doppelgerade fiir @ abgibt.

2*. Das Dreteck A BC ses tiberdies gleichschenklig (AB = AC).

Unter diesen Umstinden fallen alle Normalebenen » mit der Durch-
messerebene d = { zusammen und @ artet in das Parallelenbiischel der
die E1zeugende z senkrecht schneidenden Zylindertangenten aus.

3. Wir stellen nun allgemein die Frage, wann die Unsicherheiisrichtung
den gefihrlichen Zylinder Q beriibvt — von der trivialen Lage O in m ab-
gesehen.

In diesem Fall muB8 die Normalebene » offenbar parallel zum Durch-
messer O'P verlaufen, d. h. D muB im Unendlichen liegen (Fig. 2). DaB

11) LaBt man hingegen P fest und dreht das Dreieck in seinem Umkreis, so um-
hiillen die Wallacegeraden eine Kardioide.
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jedoch O'P parallel zur Wallacegeraden w verlduft, trifft nach dem
SchluBsatz von Abschnitt IV und Fig. 4 nur dann ein, wenn w eine Spitzen-
tangente der Steinerzykloide ist. Wir sehen mithin:

Satz 8: Es gibt auf dem gefihrlichen Zylinder 2 drei Erzeugende z, die
e regelmdfiges Prisma bilden und fiir deren Punkte die Unsicherheits-
richtungen t in die zugehorigen Tangentialebenen von 2 fallen.

Fiir eine solche Erzeugende geht der Kegel 4 in einen Zylinder 2. Klasse
iiber.

Da alle Unsicherheitsrichtungen ¢ lings einer dieser Erzeugenden kom-
planar sind, besitzen sie (auBer im Fall 2* s. 0.) eine ebene Hiillkurve h. Be-
zeichnet % den z berithrenden Normalschnitt von A4, so entsteht % auf fol-
gende Weise: # wird von einem Schenkel eines rechten Winkels eingehiillt,
dessen anderer lings des Kegelschnittes % gleitet, wihrend sein Scheitel O
langs der Scheiteltangente 2 von % gefithrt wird. — Anders ausgedriickt:
h und % hingen durch jene involutorische quadratische Geradenverwandt-
schaft zusammen, bei welcher entsprechende Strahlen einander auf einer
festen Achse z rechtwinklig schneiden.

Die Parameterdarstellung von % in kartesischen Koordinaten g, 3 lautet

b2 (A2 1)2

E=2e Ly * 7T 2b- 12:[:1
a und b bedeuten darin die Halbachsen von %; das obere Vorzeichen gilt
fiir den Fall der Ellipse, das untere fiir den Fall der Hyperbel. Wie man
sieht, sind alle Kurven # einer Gruppe untereinander affin. Sie sind von
4. Ordnung und 3. Klasse und besitzen je drei Riickkehrpunkte (A =0,
+ 4 )/3 [ElL] bzw. & /3 [Hyp.)), eine Doppeltangente (1 = + 1 bzw. 4-17)12),
zwei Asymptoten (A = + ¢ bzw. 4 1) und die Ferngerade als Tangente
(A = o0); die Realitdtsverhdltnisse sind ersichtlich.

Die Kurven # wurden etwas ausfiihrlicher behandelt, weil sie auch als
scheinbare Umyrisse der allgemeinen Regelfliche @ bei Normalprojektion
auf Bildebenen 7y durch z auftreten. Als Kegelschnitt % ist hier die Spur-
kurve [A 73] des Kegels A4 heranzuziehen; sie wird ja von den 3. Spuren 7,
der Normalebenen » beriihrt und der RiB #'’ steht senkrecht auf #;. Da @
vom 3. Grad und 4. Rang ist, kénnen wir Klasse und Ordnung von 4
bestitigen. — Die UmriBkurve reduziert sich auf eine Parabel bei Pro-
jektion auf r; = d bzw. auf das Strahlbiischel ¢” fiir eine Bildebene parallel {
(Fig. 2).

Wir haben also festgestellt:

Satz 9: Die Unsicherheitsrichtungen t lings einer der drei ausgezeichneten
Erzeugenden z" aus Satz 8 besitzen im allgemeinen eine Hiillkurve h 4. Ord-
nung und 3. Klasse. Gleichartige Kurven treten auch als scheinbare Umrisse
der Regelfiichen @ aus Satz 4 im Normalriff auf allgemeine zum Gelinde 7
senkrechie Ebenen auf.

(Emgegangen am 13. 7. 1942.)

12) Es gibt mithin im allgemeinen auf jeder der drei ausgezeichneten Erzeugenden z
zwei Lagen von O, fiir welche die Unsicherheitsrichtung mit z zusammenf#llt, also senk-
recht zum Geldnde 7 verlauft.

.






