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W. WUNDERLICH

Drehsymmetrische Gleichgewichtsformen von Rhomben- und Sechsecknetzen

Zur Erfassung der Gleichgewichislage von schlauchartig geschlossenen Rhomben- oder Sechsecknetzen, die zwischen
zwei koaxialen Kreisreifen ausgespannt sind, wird ein Differenzenschema abgeleitet. Bei zunehmender Verdichtung
ergibt sich fiir das Rhombennetz in der Grenze eine Drehfliche konstanter negativer Kriimmung, fir das Sechsecknetz
eine Drehfliche mit dazu kongruentem Meridian. Zur Bestimmung der Formparameter dieser Grenzflichen fiir Netze
bekannter Abmessungen und Struktur werden Formeln und Nomogramme entwickelt.

The paper develops a scheme of difference equations to determine the equilibrium shape of a tubular net with rhombic
or hexagonal meshs, extended between two coaxial circular rings. With condensing structure the rhombic net tends to
a surface of revolution with constant negative curvature, the hexagonal net to a surface with equal profile. Formulas and
nomograms are derived to find the shape parameters of these limit surfaces for nets with given dimensions.

JIJis1 y4éTa paBHOBECHOT'O II0JIOYKEHUsI IIJIAHr000PAa3HO 3aKPHITHIX CETOK POMOOBHIHOI U MIECTUYTOJIb-
HOI1 (OPMBI, PACTATHYTHIX MEKIY ABYMsI COOCHBIMH KPYIJIBIMUA 00pydYaMM, BHIBOIUTCS CXeMa B HOHeY-
HBIX pasHocTAX. C BO3pacTaiolluM CryHieHHeM I0JIydaeTcsi B Ipejelie IJs POMOOBHUIHON CETKH II0-
BEPXHOCTh BpAUIEHUs C IOCTOSHHOII OTpUIATENbHOIl KPUBU3HOM, JIA INECTUYIOJbHOM-jKe CeTKU IO-
BEPXHOCTDH BpAIIEHUSI ¢ KOHIPYIHTHBIM MepuauaHoM. J[Ja oIpejeseHus IapaMeTrpoB GOpMbI dTHX
MpeeJbHBIX ITOBEPXHOCTEH sl CeTOK M3BECTHBIX Pa3MepPOB U CTPYKTYDP BBIBOIATCA (OPMYJBI U
CTPOATCA HOMOTPAMMEIL.

1. Fragestellung und Losungskonzept

Der Anblick von Fischreusen hatte seinerzeit J. Rapon [2] veranlaBt, die Gleichgewichtsform eines zwischen
zwei koaxialen Kreisreifen ausgespannten, aus Fiden gekniipften Rhombennetzes zu untersuchen (Bild 1). Es
ergab sich, daB diese Form bei infinitesimaler Verfeinerung der Maschen gegen eine Drehfliche konstanter
negativer Kriimmung (pseudosphdirische Fliche) mit ihrem Schmiegliniensystem strebt, was kurz darauf auch
von H. TrHomas [7] festgestellt wurde. Das finite Modell wurde spéter fast gleichzeitig von R. SAUER [3], [4]
und dem Verfasser [9], [10] mit differenzengeometrischen Methoden studiert, wobei auch die zugehdorigen
Kriftepline betrachtet wurden.

In Verallgemeinerung hiervon soll nun die entsprechende Frage fiir Sechsecknetze untersucht werden.
Es liege ein ebenes Netz von der aus Bild 2 ersichtlichen Struktur vor: Es besteht aus kongruenten Sechseck-
waben mit Schrigseiten s und waagrechten Seiten f. Durch Vereinigung des linken Randes mit dem rechten
entsteht ein schlauchartiges Gebilde, das anschlieBend zwischen zwei koaxialen Kreisreifen ausgespannt wird.
Hierbei nimmt es eine Gleichgewichtsform an, die naturge-
méif rotationssymmetrisch ist. Man kann derartige Formen
bei modischen Beleuchtungskérpern oder Krabbelkéfigen
fiir Kleinkinder beobachten. Zur Fixierung der Vorstellung
wird die Rotationsachse in der Folge stets lotrecht gedacht.

Die kennzeichnende Eigenschaft der fraglichen Form
besteht offenbar darin, daB sie durchwegs ebene Knoten
aufweist: Damit die in einem Knoten angreifenden Krifte
einander das Gleichgewicht halten, miissen — unter Ver-
nachlissigung des Eigengewichts — die drei von dort
ausgehenden Fadenstrecken in einer Ebene liegen. Aus
Symmetriegriinden fallen die beiden zu den Enden eines
waagrechten Querfadens gehérigen Knotenebenen zusam-
men.

Werden nun unter Erhaltung der Schragfiden s alle
Querfiden ¢ gleichmiBig auf At mit 0 <A < 1 verkiirzt,
so ricken simtliche Knoten um das gleiche Stiick normal
auf die Achse zu, wobei sie jedoch eben bleiben. Man hat
also wiederum eine Gleichgewichtsform des neuen Sechs-
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ecknetzes. In der Endphase A = 0 sind die Querfiden verschwunden, und man ist zur Gleichgewichtslage eines
Rhombennetzes mit der Maschenweite s gelangt, also zur eingangs erwahnten Fischreuse.

Umgekehrt kann demnach die Gleichgewichtsform des Sechsecknetzes aus der einfacher zu durch-
schauenden Fischreuse abgeleitet werden, deren Analyse zunichst vorgenommen werden soll.

2. Drehsymmetrische Rhombennetze mit ebenen Knoten
Bezeichne m die Anzahl der Knoten gleicher Hohe der zu betrachtenden Fischreuse. Sie sind auf einem waag-
rechten Kreis regelméBig angeordnet. Die Netzknoten verteilen sich iiberdies auf einzelne Meridianebenen,
die im Winkelabstand o« = st/m aufeianderfolgen.

Ausgehend von der als bekannt angenommenen Knotenreihe Ay, 4,, .., 4, = A4, auf dem Kehlkreis
mit dem Radius 7, (Bild 3) kann die néchste Knotenreihe By, B,, ..., B, = B, leicht konstruiert werden:
Man hat bloB das gleichschenklige Dreieck 4,B,4, so zu errichten, daBl die Schenkel 4,B, und 4, B, mit der
gegebenen Linge s den lotrechten Knotenebenen von 4, bzw. 4, angehoren.

Fiir den Radius 7, und die Hohe z, des die Knotenreihe By, B,, . . . tragenden Parallelkreises ergibt sich

ro=ro8eC, 2 =|& —ritandx. (2.1)

Beim nichsten Schritt ist dann iiber der Basis B,B; wieder ein gleichschenkliges Dreieck mit der Schenkellinge s
zu errichten, dessen Spitze C, (&= 4,) in den jetzt schon bekannten Knotenebenen 4,B,4, von B, und 4,B,4,
von B, liegt. Dieses Verfahren ist eindeutig und 1Bt sich daher unbeschrinkt fortsetzen.

Die konstruktive Durchfithrung des (¢ + 1)-ten Schrittes, der von den inzwischen ermittelten Knoten-
reihen X, X;,... und Y,, Y,, ... in den Hohen 2;_; bzw. 2; zur nichsten Knotenreihe Z;, Z,, . . . in der Hohe
241 fiihrt, bereitet keine Schwierigkeiten (Bild 4). Die Vervollsténdigung des windschiefen Rhombus X,YZ,Y,
durch die noch fehlende Ecke Z, besteht einfach darin, die vorhandene untere Hilfte X, Y,Y, um die waag-
rechte Diagonale Y,Y, solange zu drehen, bis die Ecke X; neuerlich in die bekannten Knotenebenen von Y,
und Y, gelangt, was in Z, (< X,) auf der leicht angebbaren Schnittgerade X, H dieser Knotenebenen geschieht,
wobei H den Schnittpunkt der Parallelkreistangenten in Y, und Y, bezeichnet.

Aus dieser elementaren Konstruktion lassen sich unschwer entsprechende Formeln fiir den Radius
7;.1 und die Hohe z;,; des Trigerkreises der Knotenreihe Z,, Z;, . .. gewinnen. Aus Bild 4 liest man auf Grund
der Kollinearitit der Punkte X;, H und Z, zu-
néchst die Proportion

(Ri+1 — 20) @ (26 — 2i-1)
= (r;41 — riseca) : (ryseex — ;1)
(2.2)

ab, welche die ebenen Knoten bedingt. Die (wind-
schiefe) Rhombenform wird hingegen durch

(ri11 — recosx)? + (2541 — 24)%

= (rycoso — 7i—1)? + (2 — 2i—1)*

(2.3)
/0’ \t/} 4s ausgedriickt. Ausgehend von den Angabewerten 7,
9 s und z, = 0 und den aus (2.1) bekannten Werten
b, GrundriB r, und z, lassen sich dann mittels (2.2) und (2.3)
o § alle folgenden Daten berechnen. .
N % Zur iibersichtlicheren Durchfithrung dieser
31\, \ 4 by Rechnung seien die Differenzen
- 0
71%\:‘ Hg Cg Qi =7T; — Ti-1, Ci =2 —%i-1 (2'4)
iy
=3
™
o
S :
L

m=12, a=15°
7'0‘2, s=t=]

Bild 3 Bild 4
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sowie die Hilfsgrofe

9; =1r; (secx — 1) = 2 r; secw - sin? (x/2) (2.5)
eingefiihrt. Die Gleichungen (2.2) und (2.3) gehen dann iiber in
Liv1 2 8o = (@ix1 — ) t (04 + D) (2.6)

bzw.
Clp1 — 8 = (rig1 — ric1) (@ricoso — ripy — 7-1) = — (Qi+1 +04) (@41 — 01 + 29 c08x) . (2.7)
Dividiert man (2.7) durch die aus (2.6) folgende Beziehung

Giv1 +8¢ _ Qi+ + e : 2.8)
G 0 + %
so gelangt man unter gleichzeitiger Ausschaltung der unbrauchbaren trivialen Losungen
Giv1 = — i, Qi+1 = — 0 (Zy = Xy)
zu
(Giv1 — L) 8 = — (@1 — 0i + 2 4 cosx) (¢ + F4) - (2.9)

Aus (2.8) und (2.9) kénnen nun die Zuwichse g;; und {;; berechnet werden. So ergeben sich die Rekursions-
formeln
£t — (01 + 94)? cosa i (0i + 94) (1 + cosw)
ek 20,0 BT T :
T Gt ) b oy o 9

Ausgehend von den mit «, 7,, s und z, = 0 bekannten Anfangswerten g, = 7, (secx — 1), ©; = g, secx und
o — V32 — 72 tan® x lassen sich nun schrittweise alle folgenden Werte ermitteln, wobei ¢; jeweils gemal
(2.5) zu bestimmen ist. Die fiir Bild 3 maBgebenden Werte, denen die Annahme & = 15°, 7y = 2, s =1 zu-
grunde liegt, sind aus der nachstehenden Tabelle zu entnehmen :

(2.10)

Civ1 =00 — 29

) i 0i i 2i s : R;

0 2,0000 0,0000 5,7978
1 2,0706 0,0706 0,0730 0,8443 0,8443 5,8684
2 2,2791 0,2086 0,0804 1,6411 0,7968 6,0770
3 2,6117 0,3326 0,0921 2,3366 0,6955 6,4096
4 3,0302 0,4185 0,1069 2,8710 0,5344 6,8280
5 3,4559 0,4257 0,1219 3,1952 0,3243 7,2537
6 3,7705 0,3146 3,3099 0,1147 7,5683

Wire der Ausgang nicht von der Knotenreihe auf dem Kehlkreis genommen worden, sondern von der
Knotenreihe auf einem beliebigen Parallelkreis, so hitte man dort noch die Neigung der Knotenebenen vorschrei-
ben konnen. Die Differenzengleichungen (2.10) mit den Festsetzungen (2.4) und (2.5) wiirden jedoch unver-

- &ndert bestehen, und eine Modifikation miiiten bloB die Anfangswerte erfahren.

3. Sphirisches Bild

Jedem Knoten des Rhombennetzes werde jener Punkt der Einheitskugel zugeordnet, dessen Tangentialebene
zur Knotenebene parallel ist, wobei eine geeignete Orientierung zu beachten ist — etwa gleichsinnige Parallelitét
der gerichteten Knoten- und Kugelnormalen. Werden anschlieBend je zwei Bildpunkte, die von den Enden
einer Fadenstrecke herrithren, durch den kiirzesten GroBkreisbogen verbunden, so entsteht ein Vierecksnetz
auf der Kugel, welches als das sphdrische Bild der Fischreuse bezeichnet wird. Jedem Knoten des Rhomben-
netzes entspricht dabei ein Maschenviereck des Kugelnetzes und umgekehrt.

Jede Masche der Fischreuse ist ein windschiefer Rhombus mit der Seitenldnge s, den man sich durch Ver-
knickung eines ebenen Rhombus um eine Diagonale entstanden denken kann; dementsprechend besitzt er zwei
orthogonale Symmetrieebenen, die jeweils eine Diagonale enthalten und die andere halbieren. Aus der Sym-
metrie dieses Tetraeders folgt unmittelbar, daB je zwei Seitenfléchen, die eine Rhombusseite gemeinsam haben,
den gleichen Winkel ¢ einschlieBen. Der Ubergang von einer Masche zu den benachbarten lehrt — auf Grund
der ebenen Knoten —, daB dieser ,,Schrinkwinkel ¢ fiir saimtliche Maschen denselben Betrag hat. Dieser Be-
trag kann daher etwa an der Masche 4, B, 4,* ermittelt werden (Bild 3). Die Normalen in den Netzknoten 4,
und B, — und damit auch die entsprechenden sphérischen Bilder — sind durch die Einheitsvektoren

a=(1,0,0)0 bzw. b = (cosx cosf,sina cosp, — sin f) (3.1)
festgelegt, wobei der Neigungswinkel # von b durch

tan f = (r; — 7 cos x)[z; = 7y 8in®x/z; cos o (3.2)
bestimmt ist. Mittels des Skalarprodukts a b ergibt sich dann unter Beriicksichtigung von (2.1):

CO8 0 = CcoSx COS f3 , sin ¢ = s sin «/ V@?ﬁiﬁ% : (3.3)

Bei der Bild 3 zugrunde liegenden Annahme betréigt der Schrankwinkel o = 17,62°.
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Nachdem sédmtliche GroBkreisbogen des sphérischen Bildes die gleiche Liange o besitzen, so erweist sich
dasselbe ebenfalls als Rhombennetz, natiirlich aber als ein sphérisches. Es liegt auf der Kugel nach Art eines
Ballonnetzes auf; ein solches Bild ist in der Abhandlung [9] mit Abb. 3 enthalten.

Im Falle der zwischen zwei kongruenten Kreisen ausgespannten Fischreuse erfaflt das spharische Rhom-
bennetz auch den Kugelidquator, der dem Kehlkreis der Reuse entspricht. Wird diese jedoch zwischen zwei
koaxialen Kreisen verschiedener GroBe ausgespannt, so kann sich ein Kehlkreis unter Umstédnden erst auf der
Fortsetzung jenseits des kleineren Kreises einstellen, vielleicht aber auch gar nicht. Eine notwendige Bedingung
fiir das Auftreten eines Kehlkreises bei einem ebenknotigen Rhombennetz, das geméf der Schlubemerkung
in Abschnitt 2 ausgehend von einer Knotenreihe auf einem beliebigen Parallelkreis entwickelt werden kann,
lautet auf Grund des sphirischen Bildes, das dann den Aquator iiberschreiten muB:

mo >m oder ¢ >o. (3.4)

Der Schrinkwinkel ¢ ist dabei natiirlich nicht mittels der Formeln (3.1 —3) zu erhalten, kann aber ebenfalls als
Winkel benachbarter Gitternormalen gefunden werden.

Fiir ¢ = « wird das fortgesetzte Rhombennetz asymptotisch der Achse zustreben, weil sich das sphérische
Bild dem Aquator unbeschriinkt nihert, ohne ihn zu erreichen (vgl. Bild 5). — Ist hingegen o < «, so reicht die
vom sphérischen Bild bedeckte Polkappe nur bis zum Parallelkreis mit dem Radius ¢/x; das Rhombennetz
nimmt in der Umgebung der Achse ungefédhr die Gestalt
eines Drehkegels mit dem Offnungswinkel 2 arccos (o))
an. Es kann mittels des Modells aus Bild 1 demonstriert
werden, wenn man dasselbe durch Verdrehen der Rand-
kreise in der Mitte zusammenschniirt.

Mit Riicksicht auf die Konstanz des Schrankwinkels
o iiber das ganze Netz konnte dasselbe durch ein Rhomben-
gitter aus verwundenen Lamellen ersetzt werden, wie dies
Bild 5 fiir den Fall ¢ = « zeigt. Jede Masche ist aus vier
Metallamellen der Nennlidnge s zusammengesetzt, die um
die Winkel -~ ¢ tordiert und durch Hohlnieten gelenkig
miteinander verbunden sind. Die verschiedene Gestalt der
im Gitter vorhandenen Maschen 1it erkennen, dal} ein
solcher Gelenkrhombus beweglich ist, was sich unschwer
direkt bestitigen lieBe, aber auch aus einer Parameter-
zihlung zu folgern ist: Windschiefe Rhomben mit der
Seitenlinge s liegen in co? Formen vor, von welchen je co?
die gleiche Schriankung ¢ aufweisen werden, also durch
(zwangldufige) Deformation ineinander iiberfithrbar sein
miissen. In der Tat handelt es sich hier um einen Sonderfall
des von G. T. BENNETT [1] entdeckten ,,windschiefen Pa-
rallelogramms®® (Isogramms). — Auch das ganze Rhomben-
gitter, das aus tordierten Lamellen der beiden gegensinnig-
kongruenten Sorten aufgebaut ist (wobei je vier von einem
Knoten ausgehende Lamellen durch ein gemeinsames Zy-
lindergelenk verbunden sind), gestattet daher eine stetige
Deformation. Mit einem einzigen Modell nach dem Muster
L Bild 5 lassen sich dabei alle drei oben angefuhrten Typen
Bild 5 herstellen.

4. Krifteplan

Zum urspriinglichen Fischreusennetz zuriickkehrend, kann man nach dem in der graphischen Statik iiblichen
Vorgang je vier in einem Knoten angreifende Fadenkrifte durch zu den Fadenrichtungen parallele Strecken
reprasentieren, deren Lingen in einem gewihlten MaBstab den Kraftbetrdgen entsprechen. Da sich diese
Krifte das Gleichgewicht halten, lassen sich die sie darstellenden Strecken zu einem geschlossenen Viereck an-
ordnen, das wegen der Knotenbedingung eben ist. Von Knoten zu Knoten fortschreitend, entsteht solcherart
ein rdumlicher Krifteplan in Gestalt eines Viereckspolyeders mit ebenen Facetten.

Jede Facette rithrt von einem Netzknoten her und ist parallel zur Knotenebene. Die zu zwei benachbar-
ten (d. h. durch einen Faden verbundenen) Knoten gehérigen Facetten haben eine Seite gemeinsam und schlie-
Ben lings derselben den Winkel # — ¢ ein. Den vier Knoten einer Netzmasche entsprechen vier in einer Ecke
zusammenstoBende Facetten, die dort eine awxial-symmetrische wvierseitige Pyramide bilden; deren Achse ist
parallel zur Symmetrieachse der Netzmasche.

Der Knotenreihe A, 4,, . .. auf dem Kehlkreis der Fischreuse (Bild 3) sind im Krafteplan kongluente
ebene Rhomben zugeordnet, die auf einer gemeinsamen Diagonalgeraden 7 liickenlos aufgefadelt sind, wobei je
zwei benachbarte Rhomben durch eine Schraubung um z mit dem Drehwinkel 2 x zusammenhéngen. Der Kno-
tenreihe eines Netzmeridians hingegen entsprechen auf dem Kriftepolyeder verschiedengestaltige Deltoide,
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deren Hauptdiagonalen auf einer Normale von 2 liickenlos aufeinanderfolgen. Hieraus ist zu erkennen, daf} das
Kriiftepolyeder einer Schraubwendelfliche eingeschrieben ist. Ein solcher Krifteplan ist in der Abhandlung [9]
mit Abb. 5 wiedergegeben.

Auf Grund der reziproken Bezichung zwischen dem Netz und seinem Kriftediagramm kann ersteres als
Krifteplan eines zweiten Netzwerkes gedeutet werden, dessen Fadenstrecken durch die Kanten des ersten
Kriftepolyeders dargestellt werden. Weil das erste Netz rhombisch ist, sind die Fadenspannungen im zweiten
Netz durchwegs gleich. Aus der vorhin erwihnten axialen Symmetrie der Eckenpyramiden folgt, daB die
Tiden des zweiten Netzwerkes unverknotet bleiben kénnen: An jeder Kreuzungsstelle zweier Fiden fallen die
Resultierenden der dort angreifenden Spannungskrifte eines durchgehenden Fadens entgegengesetzt gleich aus
und bewirken keine Verschiebung. Damit sich die einer Wendelfléiche eingeschriebene Gleichgewichtsform ein-
stellt, sind passende Randkrifte vorzusehen. Ein derartiges Modell hat H. TroMAS [6] hergestellt.

Wird das ebenflichige Viereckspolyeder in der Weise realisiert, daB seine Facetten als starre Platten aus-
gebildet werden, die jedoch lings der Kanten gelenkig verbunden sind, so besitzt es die merkwiirdige Eigen-
schaft stetiger, zwangliufiger Beweglichkeit. Diese Eigenschaft wurde zuerst von H. WIENER [8] bemerkt und
beruht im wesentlichen auf der Achsensymmetrie der Eckenpyramiden. Derartige Polyeder wurden spéter
neuerlich von R. SAUER und H. GrRATF [5] betrachtet.

5. Ubergang zu Sechsecknetzen

GemiB dem in Abschnitt 1 entwickelten Konzept sind nun die rhombischen Maschen der Fischreuse lings der
Meridiandiagonalen zu trennen und die beiden Hilften jeweils auf die Entfernung ¢ abzuriicken, so daf3 nach
Einschaltung waagerechter Querfiden Sechseckmaschen entstehen. Der Achsenabstand R; eines solchen Quer-
fadens hiingt dabei mit dem Achsenabstand r; des urspriinglichen Reusenknotens vermdoge

R,=r;+d mit = (t/2) cot (x/2) (5.1)
zusammen, wie ein Blick auf Bild 3 lehrt. Das zwischen zwei benachbarten Meridianebenen verlaufende zick-
zackférmige Fadenpolygon des urspriinglichen Rhombennetzes erfihrt bei der vorgenommenen Umwandlung
bloB eine waagerechte Parallelverschiebung, so daB die konstruktive Durchfithrung des Ubergangs keine Schwie-
rigkeiten bereitet. — Fiir die in Bild 3 zugrundegelegte Annahmeo = 15°,1 = s =1 betriagt die Abstandsdiffe-
renz d = 3,7978. Die Werte der Radien R; sind in der letzten Spalte der Tabelle vermerkt.

Die zu den beiden Enden eines Querfadens des Sechsecknetzes gehérige gemeinsame Knotenebene ist zur
entsprechenden Knotenebene des urspriinglichen Rhombennetzes parallel. Dies bedingt, daf das sphdrische
Bild des Sechsecknetzes mit jenem des Rhombennetzes vollkommen iibereinstimmt. Laut Abschnitt 3 handelte
es sich um ein sphiérisches. Rhombennetz mit der Maschenweite o; jeder Knoten desselben ist jetzt aber das
Bild von zwei durch einen Querfaden verbundenen Knoten des Sechsecknetzes.

Die Ubereinstimmung der sphérischen Bilder hat zur Folge, daB sich auch das Sechsecknetz durch ein
Lamellengitter ersetzen 148t. Zu den um die Schrankwinkel + ¢ tordierten Lamellen der Liinge s, die das Rhom-
bengitter aufbauten, haben bloB noch unverwundene Lamellen der Lénge ¢ zu treten, welche den Querfaden
entsprechen. Erfolgt die Verbindung der drei von einem Knoten ausgehenden Lamellen wieder durch Zylinder-
gelenke, dann ist auch das Sechseckgitter zwanglaufig beweglich.

Was den zum Sechsecknetz gehorigen Krdfteplan betrifft, so stimmt dieser ebenfalls mit jenem des Rhom-
bennetzes iiberein. Derselbe ist lediglich durch die Hauptdiagonalen der Deltoidfacetten des in Abschnitt 4
beschriebenen Kriftepolyeders zu vervollstindigen; diese Diagonalen repréisentieren dann die Spannungen in
den Querfiden.

6. Grenzflichen

Wird das rotationssymmetrische Rhombennetz aus Abschnitt 2 fortschreitend verdichtet, indem man s und &
mit gleicher GroBenordnung gegen Null streben 1aBt, wobei etwa

lim (sfa)r=p.> 0, (6.1)
so gelangt man in der Grenze zu einer gewissen Drehfliche @, deren Gestalt nunmehr bestimmt werden soll. Zu
diesem Zweck fassen wir die GroBen r; und z; als die Werte zweier nicht niher definierten Funktionen 7(¢) bzw.
Z(p) an den Stellen einer diskreten Folge

Q=10 (6.2)

auf. Die Tripel (r;, ¢, 2;) stellen dann die Zylinderkoordinaten der Knoten des durchgehenden Fadenpolygons
AyB,C, . . .1in Bild 3 dar, das im Verlauf des Grenziibergangs o — 0 gegen eine bestimmte, auf @ verlaufende
Raumkurve 1: r = r(¢), z = z(¢) konvergieren wird.
~ Tm Zuge dieses Grenzprozesses treten dann gemiB (2.4) anstelle der Differenzenquotienten ;/x = A7/A¢p
und {;/x = A%|Ag die Differentialquotienten dr/dp = r’ bzw. dz/dp = 2’. Aus den durch «? dividierten Diffe-
renzengleichungen (2.10) gehen mit Riicksicht auf (2.5) und 9;/a® — r/2 die Differentialgleichungen
/3

a1 (IR 5
AR AL " M ddtia (6.3)
il o il 27 s :

o=

hervor, die es zu integrieren gilt.
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Die Quotientenbildung in (6.3) fithrt iiber

r’ = r2 22 o

z// i P T’ zl zu ( % )

9 rl 7‘" 21 S ,’,/2 z// !

2 =R o (6.5)

wobei links die Ableitung von 7’2/z’ steht. -Damit erhélt man zunichst das Zuwnschenintegral

r2 LB — ez, ; (6.6)
Geht man damit in die rechte Gleichung (6.3) ein, so ergibt sich

cyl=—2rgly : (6.7)

und weiterhin
ol il (6.8)

wobei die Integrationskonstante b2 wegen (6.6) positiv sein muB. Division von (6.6) durch (6.8) fithrt schlieB-
lich uber
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nach Trennung der Variablen auf
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wobei im Hinblick auf die Fischreusenform % > c¢? angenommen wurde. Dieses elliptische Integral beschreibt
die gesuchte Grenzfliche @, die sich in Ubereinstimmung mit J. Rapox [2] als Drehfliche mit konstanter Gauf-
scher Kriimmung K = — 1/c? identifizieren 1a8t. Fiir den vorliegen-

_ den ,,Ringtyp* bedeutet @ den Kehlkreisradius und b den Radius
8 des Riickkehrkreises (Bild 6). Uber die Riickkehrkreise hinaus setzt
! r 0 sich die Fliche periodisch fort.
e R Die Elimination von 2’ aus (6.6) und (6.8) liefert eine Diffe-
‘ ‘ ! : 0 rentialgleichung fiir r(p) mit der Lésung
' : r
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Bild 6 Dieses elliptische Integral legt zusammen mit (6.10) jene Raumkurve

1 fest, die als Grenzform des Fadenpolygons 4,B,C, . . . auftritt. Fir
die Bogenlinge S dieser Kurve, erkliart durch das Bogenelement

ds? = r2 dg? 4 dr® + d2?, (6.12)
findet man mit Beniitzung von (6.6) und (6.8) tiber

82 =72 412 +2'2 =02 _ (6.13)
schlieBlich, wenn S vom Kehlkreis aus gezihlt wird:

S=beg. (6.14)

Dies steht in Einklang mit der Tatsache, daB die Lénge des Netzpolygons von z, = 0 bis z; mit Riicksicht auf
(6.2) durch 8 = is = (s/x) @; ausgedriickt werden kann. Die in (6.1) eingefiihrte Konstante hat daher den
Wert p = b.

Es 148t sich unschwer zeigen, daB die Kurve ! eine Schmieglinie (Asymptoten- oder Haupttangentenkurve)
der Drehfliche @ darstellt, ferner daB sie die konstante Torsion v =1 [c besitzt. Wie zu erwarten, stellt sich
dieser Wert mit Beniitzung von (3.3) auch als Grenzwert der lings des Fadenpolygons 4yB,C . . . unverdnder-
lichen Schrinkung ¢/s ein. — Die gleichen Feststellungen gelten selbstverstindlich auch fiir die hier nicht weiter
beachteten Annahmen a2 < 0, die auf Drehflachen konstanter negativer Kriimmung vom konischen Typ bzw.
auf die bekannte ,,Pseudosphire‘ (vgl. Bild 5) fithren; fiir letztere sind die Integrale (6.10) und (6.11) elementar
auswertbar.

Die Rhombennetze mit ebenen Knoten (Bild 1) oder die entsprechenden Lamellengitter (Bild 5) veran-
schaulichen also als differenzengeometrische Modelle die fiir Fldchen konstanter negativer Kriimmung kennzeich-
. nenden Tatsachen, daB ihre Schmieglinien konstante Torsion aufweisen und ein TscHEBYSCHEFF-Netz bilden.
Die zugehérigen sphérischen Bilder (Abschnitt 3) illustrieren analog das Auftreten eines TSCHEBYSCHEFF-
Netzes auf der Einheitskugel als Bild des Schmiegliniensystems. — Das in Abschnitt 4 betrachtete, einer Wen-
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delfliche eingeschriebene Kréftepolyeder mit ebenen Facetten wird in der Grenze zu einem schraubungsinva-
rianten konjugierten Netz aus geoddtischen Linien der Wendelfldiche [9], [6].

Halt man im Verlauf des Grenzprozesses das Verhéltnis ¢/s = ¢ fest, so strebt das Sechsecknetz aus Ab-
schnitt 5 gegen eine Drehfliche ¥, deren Meridianprofil zu jenem der pseudosphérischen Drehfliche @ kongruent
ist. Es ist gemaf} (5.1) und (6.1) lediglich um den Betrag

D =limd =1lim ({/x) =pqg=0>bgq . (6.15)
von der Achse weg abgeriickt (Bild 6). In (6.10) wére blol » durch R — D zu ersetzen.

7. Ermittlung der Formparameter

Die naheliegende Frage nach der sich einstellenden Gleichgewichtsform eines zwischen zwei koaxialen kongru-
enten Kreisreifen gegebenen Durchmessers schlauchartig ausgespannten Rhombennetzes mit bekannten Ab-
messungen kann bei geniigender Feinheit naherungsweise durch die Betrachtung der entsprechenden Grenz-
fldche beantwortet werden.

Zu diesem Zweck empfiehlt es sich, die Formeln (6.10) und (6.11) auf die Legendreschen Normalintegrale
zuriickzufithren. Mittels der Substitution

r=>b)1 —k¥sin®u mit k=c¢cfb (7.1)
erhilt man
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Besitzt nun das Rhombennetz gemdfl Abschnitt 1 und 2 die Maschenweite s und weist es unter Einschlufl
der Rénder 2 n + 1 Knotenkreise mit je m Knoten auf, so betrigt die Lénge eines durchgehenden Fadens
28 = 2ns mit dem Winkelunterschied 2 ¢ = 2 7 nfm. Zufolge (6.14) ergibt sich damit der Radius b des
Riickkehrkreises der Drehfliche @ (Bild 6) mit

b=mslx. ' (7.4)

Bezeichnet ferner r den gemeinsamen Radius der beiden Spannreifen, so stehen mit (7.1) und (7.2) zwei Be-
stimmungsgleichungen fiir die Amplitude » und den Modul % zur Verfiigung. Nach Ermittlung dieser Hilfs-
grofen kann dann mittels (6.10) und (7.1) der Kehlkreisradius @ berechnet werden; hierbei stellt sich mit

ab =1 —2 =¥ : (7.5)

der komplementéire Modul ein. Uber (7.3) erhilt man schlieBlich den Abstand 2 z der beiden Randkreise.
Zur iberschlagsméBigen Auswertung kénnen die Kurventafeln in Bild 7 dienen, die durch graphische
Anamorphose aus Diagrammen der Abhéngigkeiten (7.2) und (7.3) abgeleitet wurden, wobei k& = sin v gesetzt
wurde; die im kartesischen (u, v)-Raster eingetragenen Kurven r/b = const. beruhen auf (7.1). Nach Bestim-
mung von b gemaB (7.4) geht man mit /b und ¢ = 180°xn/m in die linke Kurventafel ein, iibertragt den Ablese-
punkt (u, v) in die rechte Tafel (die der Ubersichtlichkeit halber von der linken getrennt wurde), und kann dort
den Wert z/b entnehmen ; a/b kann an der Stelle (90°, v) am rechten Rand der linken Tafel abgelesen werden,
wihrend die relative Hohe 2/b des Riickkehrkreises an der Stelle (0, ») am linken Rand der rechten Tafel zu
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entnehmen wire. — Als Beispiel sei das in Bild 1 wiedergegebene Netz mit den Daten m =17, n =11, s =2,5cm
und 7 = 13 cm betrachtet. Zunéchst liefert der Rechenstab b = 13,52 cm und r[b = 0,96, ferner ¢ = 116°.
Die linke Tafel fiithrt mit diesen Werten auf u =17°, v = 69° und a/b = 0,86, womit man den Kehlkreisdurch-
messer 2a = 9,7 cm bekommt; die rechte Tafel liefert iiber z/b = 1,3 den Randkreisabstand 2z = 85 em.
Beide Werte stimmen mit der Messung am Modell gut iiberein.

Liegt hingegen statt eines Rhombennetzes ein Sechsecknetz vor, so wird man geméf Abschnitt 1 zunéchst
die Querfiden eliminieren, was die Breite des Netzes um 2 7i ¢t verkiirzt ; dementsprechend sind alle Radien —
auch jene der gegebenen Randkreise — um D = m ¢/x zu verkleinern. Das durch Entfernung der Querfiden
gewonnene Rhombennetz ist dann so zu behandeln wie vorhin. Der ermittelte Kehlradius @ ist anschlieBend
wieder um D zu vergréBern, wihrend die Hohe 2 z unveréindert bleibt. Fiir ein Netz mit urspriinglich reguliren
Sechseckmaschen (¢ = s) gilt zufolge (6.15) oder (7.4) speziell D = b.
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