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1. Sel x = x(s) die vektorielle, auf die Bogenlédnge s
bezogene Darstellung einer hinreichend oft dlfferen21erbaren
Kurve 1 des dreidimensionalen euklidischen Raumes, Die La-
gendnderung des begleitenden Dreibeins,bestehénd aus der Tan-.
gente €4 ='x’=»dx/ds, der der Schmiegebene angehdrenden
Hauptnormale e, = ox" und der dazu senkrechten Binormale 7
= 91X‘32 s pird in bekannter Weise durch die Frenetschen Ab-
leitungsgleichungen

7

(1) e, = 2oy , O, = -%e, +Tey , &3 = ~Te,

beschrieben, Die darin auf tretende Krimmung &= |e11 misst die -

R;chtungsanderung der- Tangente analog die Torsion z= + |e5|
dié Rlchtungsanderung der Binormale und damit die Stellungs-
anderung der Schmlegebene. Als Magss fur die Richtungsénderung
der Hauptnormale hat M.A.Lancret dle sogenannte "ganze" Krium-
mung

(2) ' A= le2| =Vae2+'52

eingefihrt, Wahrend Raumkurven konstanter Krﬁmmuhg ("Wihd-
schiefe Kreise") oder konsbanter Torsion wiederholt betrachtet
worden sind [4] - letztere treten beispielswelse als Schmieg-
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2 W.Wunderlich

linien der Flédchen konstanter Gaussscher Krimmung auf -, weiss
man ibér Kurven konstanter ganzér Kriimmung nur wenig,Speziel-
le Vertreter solcher Kurven (darunter algebraische) hat der
Verfasser kiirzlich untersucht [10]; dieselben waren iiberdies
durch feste Hauptnormalenneigung ausgezeichnet,

- Nach einer Bemerkung von A.Mannheim sind die Raumkurven
konstanter ganzer Krimmung durch die Eigenschaft charakteri-
siert, dass ihre Hauptnormalenfldche in den Zentralpunkten .
verschwindene mittlere Krimmung aufweist;  analytisch wurde
diese Tatsache von G.Loria. [4] verifiziert. In der vorliegen-
den Note soll zunachst ein kﬁ:zerer Bewels mit einigen Folge-
rungen gegeben werden, _

Die in Rede stehende Hauptnormalenflédche ¢ kann mittels
eines zusdtzlichen Lingenparameters u auf den Hauptnormalen
der Kurve 1 Dbeschrieben werden durch

(5)‘ yls,u) = x(8) = u-cey(s).

Die u~Linien (s = const) sind die Erzeugenden von é, also die
Hauptnormalen von 1, die s-Linien (u = const) die im festen
Abstand u von 1 verlaufenden Orthogonaltrajektorien der
Erzeugendenschar. Die im Punkt (s,u) vorhandene Flichennorma—
le wird durch

(4) ” g X Ty = [(1—Zu)eq\+ fueé]x e, = ('1--51’.11)e,5 -Tu e,

bestimmt. Entlang einer Erzeugenden e bilden die Normalen
von ¢ ein orthogonales hyperbolisches Paraboloid, das durch

Viertelschwenkung um e in ein langs e  berihrendes Para- .

boloid Ubergeht., Sein Scheitel Z wird als Zentralpunkt Kehl-
punkt) bezeichnet, seine zweite Scheitelerzeugende f 1L e heisst
die Zentraltangente; sie kann als‘die Grenzlage des Gemein-
lots zweier in e zusammenriickenden Erzeugenden von ¢ aufge-
fagst werden. Die Richtung der Flidchennormale (4) strebt mit
u—= oo gegen die Richtung des Darbouxschen Drehvektors
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Raumkurven konstanter genzer Krimmung: 3

der offenbar die Richtung der Zentraltangente f  angibt. Aus
der entsprechenden Bedingung d-(ysx yu) = O erh8lt man als
Koordinate des Zentralpunkts Z:

(6) u=axr’

Aquivalent zu dem erwshnten Satz von Mannhéeim ist die Aus-
sage, dass die Dupinsche Indikatrix von ¢ in Z unter der An-
nahme A = const eine gleichseitige Hypefbel lst, dass also
die Schmiegtangente (Haupttangente) in Z zur Erzeugenden e
normal ist, d.h. mit der Zentraltangente f  zusammenfallt,
Zum Nachwels flir dlese Behauptung gentigt es zu zeigen, dass
irgendeine das Linienelement (Z,f) enthaltende Fléchenkurve in
Z dile Tangéntialebene von ¢ zur Schmiegebene hat (sofern dort
ihre Krimmung nicht verschwindet). Fur diesen Zweck eignet’
sich nun die zum u-Wert (6) gehorige s-Linie. Aug ihrer Glei-
chung (3) findet men - mit u = const und 'Benﬁtzung' der Fre-
netschen Formeln' (1) - die Ableitungen -

(7) y'= (1-2ule,; + rueé, y'=.~-%ue, + (ae'-‘ A 2u) e,2v'+ T'uey ¢

‘Die von y' und y” aufgespannte Schmiegebene fallt nun mit

der Tangentialebene zusammen, falls sie die Erzeugende e ent-
nélt, Die Bedingung dafiir lautet ye(y” x e2) = O,das ist aus-
gefuhrt: ; 9

(8) T -2TU + 2'Tu = 0.

Setzt man hierin den Wert von u aus (6) ein, so gélangt man
='nach Kurzung durch t £#0 - zur Differentialgleichung

(9) XX +rr'=0,
deren Integration die notwendige und hinreichende Bedingung
2%+ 2 = 22 = const liefert, was zu beweisen war,

Die von den Zentralpunkten aller Erzeugenden e einer

- windschiefen Regelflséche ¢ erfiillte Kurve k heisst die Strik- -

tlonslinie (Kehlkurve) von #. Die von den  zugehdrigen Zen-
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4 | : WeWunderlich

traltangenten f Le gebildete Regelfldche V¥ wird das Strik-
tionsband von ¢ genannt; der bei den geraden Konoiden vorlie-
gende Sonderfall, dass alle Zentraltangenten in einer einzigen
Geraden f zusammenfallen, mag in der Folge ausser Betracht
bleiben, Ansonsten berthren einander der beiden Fldchen @ und
Y langs lhrer gemeinsamen Striktionslinie k und stehen in
einer austauschbaren Bezlehung [5], [6], d.h, das Striktions-
band von y ist mit ¢ identisch.

Tm vorliegenden Fall der Hauptnormalenfléche ¢ einer Kur-
ve konstanter Lancret-Krimmung besteht das Striktionsband Y
durchwegs aus Schmiegtangenten f mit mindestens dreipunkti-
ger Beruhrungqx: Abweichend von der sonst bestehenden einfa-
chen Berlihrung zwischen ¢ und ¥ findet jetzt  Oskulation
langs der gemeinsamen Striktionslinie statt. Es gllt mithin

Satz 1. Von der gemeinen Schraublinie abgesehen,
erscheinen die Raumkurven konstanter ganzer Kriummung dadurch
gekennzeichnet, dass lhre Hauptnormalenflache ein oskulieren;
des Striktionsband besitzt.

Die Bewegung debs begleitenden Dreibeins einer Raumkurve €
kann bekanntlich in jedem Augenblick als infinitesimale Schrau-
bung um eine bestimmte Momentanachse angesehen werden, und
diese Achse ist nach G.Darboux identisch milt der Zentraltan-
gente f der Hauptnormélenfléche ) [3], [8}. Die Ortsfléche
der Momentanachsen im ruhenden System, das sogenannte Rasta-
xoild, ist demnach durch das Striktionsband y gegeben.Die Orts-
fliche im bewegten System (also im Dreibein), als Gangaxold
bezeichnet, besteht durchwegs aus Normalen der Hauptnormale
e; es handelt sich mithin um ein gewisses gerades Konold A,
dessen Bauart durch die Relationen (5) und (6) festgelegt ist.
Fihrt man den Richtungswinkel v der Erzeugenden fllda ge-
méss (5) und (2) durch

(10) cos v = /A , sin v = &/

1) Tm Ausnahmenfall der gemeinen Schraublinie ist die Hauptnormalenfla-
che ein Konoid (Wendelfldche), und das Striktionsband schrumpft auf
die Schraubachse zusammen, ' o
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Raumkurven konstanter genzer Krimmung 5

ein, éd drlickt sich der vom Dreibeinscheitel aus gemessene Ab-
stand u von f =zufolge (6) durch ' '
RN

(11) u== A sin v
aus. Ist nun A= const, so hat man in [’ eine "Umschwungwen-
delflicheder Frequenz 1 vor sich [1].Flhrt man auf das Drei- -
bein €4 185 ,35 gegrindgte kartesische - Koordinaten 59004 %
ein, so lautet die Gleichung von:l s
(12) (6Peers8) 9% 5.07% 5%,
Es handelt sich demnach um ein algebraisches Konoid 4.Grades,
wohlbekannt als Normalenflache eines Drehzylinders (§2 + 32 =
=272) 1%ngs eines ebenen Schnittes G = 5)2), Diese Fliche
besgitzt neben der Doppelgerade e noch eine Doppelerzeugende
(v = O und 7), die mit der & -Achse, also der Tangente der
Ausgangskurve 1 zusammenfdllt. Damit ergibt sich die nach-
stehende Kennzeichnung: _ 3

Satz 2, Von der gemeinen Schraublinie  abgesehen,
erscheinen die Raumkurven konstanter ganzer Krummung dadurch
gekennzeichnet, dass bel der Bewegung des begleitenden Drei-

.beins 8ls Gangaxoid eine Umschwungwendelfléche 4,Grades auf-

tritt}-welche die Hauptnormale zur Achse und die Tangente als
Doppelerzeugende besgitzt, ‘

2. Im Hinblick auf Satz 1 erscheint es angezelgt,nach den
allgemeinsten Regelfléchen mlt oskulierendem Striktionsband zu
fragen, |

L} é .

Vorerst mag man sich nach dem Vorbild von R.Sauer P?]durch
ein differenzengeometrisches Stabmodell elne anschauliche Vor-
stellung von solchen Fléchenpaaren verschaffen: Ausgehend von
2) , TR .

Bei waagrechter Erzeugendenlage stellt /7 die einzige nichttriviale

- Regelflache dar, die durchwegs ebene Fallinien (namlich Ellipsen)

aufweist [2], [9]., /kann iiberdies als spezielles "Kugelkonoid" be-—

ze%chng} werden, weil die Erzeugenden eine bestimmte Kugel (§?+?ﬁ-
+3°=227"%) beriihren [6].
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zwgi einander rechtwinklig schneidenden Geraden e, und f1
wahle man eine weitere, zu e, benachbarte Nomale e, fron
£, anschliessend elne zu I, benachbarte,_ e, treffende
Normale f, von ey, dann wieder elne zu e, benachbarte,
fs treffende Normale e; von f,, und so fort. Auf diese
Weise gelangt man zu zwel diskreten Folgen {ei} und {fi}’ WO=
bel stets fi das Gemeinlot von ey und} 14 ist und uber-
dies €41 trifft, ebenso wie e; das Gemeinlot von £y und
fi+1 ist und fl p trifft. Durch Verdichtung dieser beiden Ge-
radenfolgen -- die durch Stadbe materialisiert werden konnten
. —— gelangt man in der Grenze zu einer windschiefen Fliche ¢ (e)
und dem sie oskulierenden Striktionsband V¥ (f).

Unter Ausschluss der geraden Konoide besteht zwischen ei-
ner windschiefen Regelfldche .¢ und.ihrem Striktionsband ¥ Be=
rihrung lédngs der gemeinsamen Striktionslinie k. Die ¢ und‘y
léngs k angeschriebene abwickelbare Flache 6 wird als Zen-
traltorse bezeichnet, Nach einem klassischen Satz: «wvon - @,
Darboux gehen beli der Verebnung von 6 die mitgenommenen Er-
zeugenden e von ¢ in eine Parallelenschar { }uber[ ] [8]
glelches gilt natirlich auch fiur die Erzeugenden f von V¥.An-
ders ausgedriickt bedeutet dies, dass die Erzeugenden einer Re-
gelflidche lédngs der Striktionslinie absolut parallel sind (und
nur léngs dieser Kurve).

Ein einfacher geometrischer Bewels fur .den Satz von Dar-
boux und seine Umkehrung kann in Anlehnung an J. Krames [6]
etwa so gefuhrt werdens Lésst man auf einer abwickerbaren Flé-
~che. 8 eine Ebene ¢ abrollen, so erzeugen die Strahlen e’ eil-
nes in ¢ befestigten Parallelenblischels eine‘gewisse ("synek-
tische") Strahlkongruenz {e}, deren Brenngebilde aus der Tor-
se 6 und der uneigentlichen Bahn ¢ des Fernpunktes U der
Parallelen besteht., Die Bahntangente von U is dabei  (wie
fliir jeden Punkt von ¢) normal zu &é. Jede aus 00! beliebig he-
rausgegriffenen Kongruenzstrahlen e gebildete Regelflache @
beriihrt 6 léngs einer Kurve.. k. und enthdlt die Fernkurve c.
Die Tangentialebenen von ¢ in den Treffpunkten Z und U ei-
ner Erzeugenden e mit k bzw., ¢ sind zueinander normal,

denn die Tangentialebene in 7 f8llt mit ¢ zusammen und die
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Raumkurven konstanter genzer Kriimmung 7

Tangentialebene in U enthalt die zu ¢ normale Tangente von
¢t 72 ist also der Zentralpunkt von e, k die Striktions-

linie und @ die Zentraltorse von ¢. Wickelt man aber & durch
Abwélzung in die Ebene ¢ ab, so geht e in einen Strahl e*
der Parallelenbiischels iiber., Umgekehrt lésst sich auch jede
vorgegebené Regelflédche & in elne Kongruenz der beschriebenen

"Art einbetten; dieselbe 1ist durch die Zentraltorse 6 als

Brennfléche und die Fernkurve ¢ von ¢ als Brennlinie be-
stimmt, '

Im Falle einer Oskulation zwischen einer Regelflédche &
und ihrem Striktionsband ¥ langs der gemeinsamen Striktions-
linie k ist in jedem Punkt Z von k eine gemeinsame Du-
pinsche Indikatrix in Gestalt einer gleichseitigen Hyperbel
vorhanden, welche die durch 7 gehenden Erzeugenden e und
f zu Asymptoten besitzt. Die in 7 Dberuhrende Tangente +t
von k und die durch Z gehende Erzeugende t der Zentral-
torse 6 liegen als konjuglerte Flédhentangenten von '¢ harmo-
nisch zu e und f. Wegen ~elf sind mithin' t und %
spiegelbildlich zu .e (und f) angeordnet und diese Lagetﬂﬁibt
bel der Verebnung von @ erhalten.

Fagst man nun in dieser Verebnung (Flg 1) die Fernpunkte
U und V der beiden orthogonalen Parallelenscharen {9*} und
{f }als absolute Punkte einer pseudoeuklidlschen Metrik auf,
80 kann die symmetrische Lage von . t* und  %* als ""pseudonor-
mal" gedeutet werdenB). Dies érlaubt, die verebnete Gratlinie
q* von @ als "Pgeudoevolute" der verebneten Striktionslinie
k* zu bezelchnen. Umgekehrt ist dann k* eine "Pseudoevolven-
te" von q*, _

Dam}t eroffnet sich der folgende Weg zur Konstruktion von
Regelfldchen mit oskulierendem Striktionsband: Man ' nimmt in

-der Ebene eine stetig differenzierbare Geradenschar 'E*}_ an,

derén Hiullkurve q* als Verebnung der Gratlinie q der Zen-
traltorse @ gelten soll. Nach Wahl zweler in orthogonalen Rich-
tungen liegenden Fernpunkte: U und V sucht man in der zu-

3? Eine solche pseudoeklidische Metrik spielt in der mit der Zyklogra=-

phie verknupften "c=Geometrie" eine grundlegende Rolle [5],
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8 T WeWunderlich

gehorigen Metrik eine Pseudoevolvente k* von g auf wnd hef-
tet in ihren Punkten 7% die nach U bzw., V zielenden '"pseu-
doisotropen' Geraden e und f£¥* an. Verbiegt man dann die
Ebene in der Weise, dass die Strahlen %™ gerade bleiben,also
zu den Erzeugenden einer Torse 6 werden - was noch die Annahme
einer willkurlichen Verbiegungsfunktion gestattet -, SO gehen
die mitgefﬁhrten Geraden e* und £ in die Erzeugenden e
bzw. f einer Regelflédche ¢ und ihres Striktionsbandes vy
iiber; die beiden Flachen berihren die Torse 6 léngs der aus
k* hervorgehenden gemeinsamen Striktionslinie Kk, wahrend sle
einander léngs k oskulieren. Aus der beszliglich e  symme-
trischen Lage der in jedem Punkt 72 von Kk vorhpndenen kon-
jugierten Tangenten & . und T von k bzw. q folgt namlich
umgekehrt, dass fLe Schmlegtangente von ¢ ist. Bs gllt so-
‘mits ' ‘ ’

Satsz 3. Besitzt eine windschiefe Regelfléche ein
oskulierendes Striktionsband, so bleibt diese Eigenschaft bei
Verbiegung der Zentraltorse unter Mitnahme der Fléchenerzeu-
genden erhalten.Bei\Verebnung der Zentraltorse gﬂﬁ;die’Strik-'
tionslinie in eine Pseudoevolvente des verebneten Torgengra-
tes uber,

Hieeil

Die Ermittlung einer Psudoevolvente K geht bei Verwen-
dung eines kartesischen Koordinatensystems, dessen Achsen die
Richtungen U und V habén, folgendermassen vor sich (PLe.
4): Ist die Ausgangskurve q* gegeben durch

(13) _ X = X(,u)f g = y(u) 9
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so kann k* angesetzt werden mit
(14) X=x+vk, Y=y+ vy,

wobei der Punkt die Ableitung nach dem beliebigen Parameter u
bedeutet. Die durch

(15) XY ='[(1+v)x + vi] : [(1+&)y + v&]l
gekennzeichnete Fortschreitrichtung von k* 801l nun die en -

gegengesetzte Nelgung haben wie jene von q*. Diese Forderung
flihrt Uber die Bedingung '

(16) _ Xy + ¥ = O
auf
{17) 2xy(1+v) + (Xy + X§)v = 0.

ﬁbergang zu einem neuen Parameter w mittels

(18) | : We = + Xy,
wobel das Vorzeichen jéeweils so gewdhlt werden mag,dass W =
=0, transformiert (17) in :

(19) W+ WY+ WY o= 0,
Das Integral lautet:

(20) W+ WV = ¢ = const,

und Einsetzen des Wertes v = (c-w)/w in (14) 1liefert dann
eine Parameterdarstellung der gesuchten Pseudoevolvente k™.
Der eingefﬁhrte Parameter w bedeutet dabei die Pseudobogen-
lédnge von g¥*.

Die Grenzfdlle konischer oder zylindrischer Zentraltdrsen
sollen fur sich diskutiert. werden; hier artet die Gratlinie q

in einen eigentlichen bzw. uneigentlichen Punkt Q aus.
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10 W.Wunderlich

Zu den Flachenpaaren ¢ , y mit konischer Zentraltorse 6 ge-
langt man, wenn die Geradenschar {E*} als Strahlbiischel mit
eigentlichem Scheltel Q* angenommen wird. Als verebnete
Striktionslinie k* stellt sich dann eine in Q* zentrierte
gleichseltige Hyperbel durch die absoluten Punkte U und V
ein, die als Pseudokreis mit dem Mittelpunkt Q aufzufassen
ist. Die Hyperbelebene kann anschliessend auf einen beliebi~
gen Kegel 6 aufgewickelt Werden, wobeil Q* mit der Kegelspi-
tze Q zur Deckung zu bringen ist., - Enﬁscheidet man sich
insbesondere fur einen Drehkegel 8 , so erhalt man Fléchen ¢,
die aus Symmetriegrﬁnden zu ihrem Striktionsband ¥ kongruent
sind. Betrdgt der Offnungswinkel des Kegels speziell 600, S0
ergeben sich algebraische Regelflgchen 7, Grades mit einer
Striktionslinie 4,0rdnung. _

Im Falle einer zylindrischen Zentraltorse ist die Gera-
denschar {E*} als Parallelenblschel anzunehmen, dessen Rich-
.~ tung von U und V verschieden ist. Als verebnete Strik-
tionslinie kann dann jede Gerade. k* verwendet werden, welche
die Parallelenschar pseudonormél durchsetzt, deren Richtung
also zu jener der t* symmetrisch bezlglich U oder ‘v ist.
Anschliessend ist die Buschelebene euf einen beliebigen Zy-
linder @ so aufzuwickeln, dass die Strahlen t* mit den Er-
Zeugendén von 6 zur Deckung gelangen, Die aus der ‘Gerade k*
hervorgehende Striktionslinie k wird dabel zu elner geoda~
tischen Linie von 6, ¢ und VY. Umgekehrt konnte man auf einem
beliebigen Zylindex= ) irgendeine?krumme geodatische Linie k
ziehen; ‘die Halbierenden e und £ der Schnittwinkel von k
mit den Zylindererzeugenden bauen dann eine windschiefe Re-
gelfléche ¢ und ihr oskulierendes Striktionsband ¥ auf; bei-
de Flachen haben Drehkegel zu Richtkegeln. -~ Verwendet man
insbesondere einen Drehzylinder @, so erhalt man zwel schiefe
offene Regelschraubfléchen mit einer gemeinen Schraublinie k
als Striktionslinie. Aus Symmetriegrinden tritt 1angs k so=-
gar Hyperoskulation auf. - Algebralsche Gebllde ergeben sich
'beispielsweise, wenn man Zylinder @ verwendet, die eine ge-
aschlossene Epi- oder Hypozykloide als Normalschnitt besitzen.,
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- Raumkurven konstanter genzer Krﬁmmunﬁ 14

Einschlagige Flachenpaare ?, ¥ traten im Zusammenhang nit Kur-
ven konstanter ganzer Krummung und fester Hauptnormalennel- '
gung auf [1o]
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