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Von Walter Wunderlich in Berlin.

§'1. Die spezielle Darbouxsche Verwandtschatft.

Die gebrduchlichsten ebenen Modelle zur Versinnbildlichung der nichteuklidischen
Geometrien .sind das Cayley-Kleinsche und das Poincarésche.

Im Falle der ebenen hyperbolischen Geometrie gelten im ersten Modell als
,,Punkte‘‘ die Punkte innerhalb eines festen reellen Kreises a, des ,,MaBkreises®,
als ,,Gerade* dessen Sehnen. Im zweiten Modell sind ,,Punkte’ die beziiglich eines
festen reellen Kreises b, des ,,Hauptkreises inversen Punktepaare, und ,,Gerade
die denselben rechtwinklig schneidenden Kreise.

Fiir die elliptische Geometrie sind MaBkreis und Hauptkreis nullteilig. Das
erste Modell arbeitet mit den Punkten und Geraden der projektiven Ebene, das zweite
wieder mit den inversen Punktepaaren und Orthogonalkreisen des Hauptkreises;
reprasentiert man diesen durch seinen reellen Vertreter 4, so erscheint der ,,Punkt
als antiinverses Punktepaar beziiglich 4" und die ,,Gerade“ als Kreis, der " nach
Gegenpunkten schneidet.

Abstand zweier ,,Punkte’ und Winkel zweier ,,Geraden‘* werden dann in bekannter
Weise 1) als der mit einem gewissen Faktor multiplizierte Logarithmus jenes Doppel-
verhdltnisses erklirt, das die zu messenden Elemente ,,mit dem absoluten Gebilde
(@ bzw. b) einschlieBen*‘. — Als nichteuklidische ,,Kreise‘‘ ergeben sich dann im ersten
Modell die den MaBkreis doppelt beriihrenden Kegelschnitte, im zweiten Modell die
euklidischen Kreise und Geraden, soweit sie nicht dem Biindel iiber dem Hauptkreis
angehoren.

Jedes der beiden Modelle besitzt seine ihm eigenen Vorziige. Beim ersten haben
die ,,Punkte’ und ,,Geraden‘‘ die von der euklidischen Geometrie her vertraute Er-
scheinung, beim zweiten sind es die ,,Kreise‘‘; iiberdies ist hier die Winkelmessung
bekanntlich identisch mit der euklidischen.

Den Zusammenhang zwischen dem Modell von Cayley-Klein und jenem von
Poincaré stellt nun eine auf Darboux zuriickgehende einzweideutige quadratische
Punkttransformation her 2). Dieselbe 1Bt sich am iibersichtlichsten durch einen
rdumlichen Projektionsvorgang erkliren, wenn wir den MaBkreis @ und den Haupt-
kreis b in der Ebene z zusammenfallen lassen (Abb. 1).

Im hyperbolischen Falle legen wir durch @ =b als GroBkreis eine Kugel und
projizieren jeden Punkt P des ersten (Cayley-Kleinschen) Feldes zunichst senkrecht

1) F. Klein, Vorlesungen iiber Nicht-Euklidische Geometrie, Berlin 1928, S. 163ff.

®) G. Darboux, Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques, Paris
1873. Siehe auch F. Klein, a.a. O., S. 293ff.; D. Hilbert und S. Cohn-Vossen, Anschau-
liche Geometrie, Berlin 1932, S. 224—226. R. Sturm, Die Lehre von den geometrischen
Verwandtschaften, Leipzig 1909, 4. Bd., S. 234—241. E. A. WeiB, Die geschichtliche Ent-
wicklung der Lehre von der Geraden-Kugel-Transformation, Deutsche Mathematik 1 (1936),
S. 447—453.
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zu s auf die Kugel; durch Projektion der beiden so erhaltenen Kugelpunkte aus einem
Endpunkt 4 des zu # normalen Durchmessers ergeben sich dann die P entsprechenden
zwei Punkte P* des zweiten (Poincaréschen) Feldes (Abb. 1a).

Der elliptische Fall 148t sich aus dem hyperbolischen auf komplexem Wege durch
ifache achsiale Streckung beziiglich des zu # normalen Durchmessers herleiten; die
Verwandtschaft erklirt sich dann durch Projektion eines gleichseitigen zweischaligen
Drehhyperboloides senkrecht zu z bzw. aus einem Scheitel 4. — Mit Hilfe einer
Kugel durch den reellen Vertreter o” = " von MaB- und Hauptkreis kann die Trans-
formation folgendermaBen erzeugt werden (Abb. 1b): Man verbindet P mit einem
Endpunkt A des zu z normalen Durchmessers und projiziert die Enden des hierzu
parallelen Kugeldurchmessers aus A auf x zuriick.

P* P*u

Abbildung la. Abbildung 1b.

Diese raumliche Erklirung gestattet simtliche Eigenschaften der Darbouxschen
Verwandtschaft unmittelbar anzugeben. Insbesondere folgt aus der Tatsache, daf
die Projektion aus A eine stereographische ist, daB einer Geraden g des ersten
Feldes ein Kreis g* des zweiten entspricht (Abb. 1) und zwar ein Orthogonalkreis
von a=>43). Das einem Punkt P entsprechende Punktepaar P* liegt invers zum
Hauptkreis 4). — Die euklidische MaBzahl » des Schnittwinkels zweier Kurven auf

3) K. Strubecker, Uber eine Klasse spezieller Dreiecksnetze aus Kreisen, Mh. Math.
Physik 39 (1932), leitet mit Hilfe dieser Verwandtschaft die von O. Volk bestimmten Dreiecks-
netze aus Biindelkreisen aus den bekannten Geradennetzen von H. Graf und R. Sauer her.
Ebenso R. Sauer und O. Baier, Uber besondere Dreiecksnetze aus Kegelschnitten, Jber.
dtsch. Math.-Ver. 43 (1934).

4) Diese Inversion ist die der Darbouxschen Transformation ,,verbundene Verwandtschaft®.
— In der Theorie der anallagmatischen Kurven (siche etwa G. Loria, Spezielle alge-
braische und transzendente ebene Kurven, 2. Aufl.,, Bd. I, S. 428ff.) spielt die Darbouxsche
Verwandtschaft die Vermittlerin zwischen der Polarkurve des Deferenten und der Kurve.
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der Kugel kann mittels des Doppelverhiltnisses erklirt werden, das die Kurventan-
genten mit dem konjugiert-komplexen Erzeugendenpaar durch den Schnittpunkt
bilden. Bei der ersten Projektion (ins Cayley-Kleinsche Feld) entstehen aus den Er-
zeugenden Tangenten des MaBkreises, so daB unser Winkel nun zu einem solchen wird,
dessen nichteuklidische MaBzahl w ist; bei der zweiten Projektion (stereographisch ins
" Poincarésche Feld) bleibt hingegen der Winkel euklidisch erhalten. In diesem Sinne
kann die Darbouxsche Verwandtschaft somit als winkeltreu bezeichnet werden.

Darboux selbst erklirt seine Transformation auf komplexem Wege: ,Man ziehe
aus P die Tangenten an den MaBkreis @ und lege durch die konjugiert-komplexen Be-
rithrpunkte die vier moglichen Minimalstrahlen; deren reelle Schnittpunkte P* geben
das P entsprechende Punktepaar ab.” Demnach erscheint die Verwandtschaft als
Aufeinanderfolge von Hesseschem Ubertragungsprinzip und Laguerrescher
Transformation.

Sowohl GrundriB als auch AufriB in Abb. 1 stellen einfache Zeichenvorschriften zur
konstruktiven Behandlung der Verwandtschaft dar.
! Die Transformationsgleichungen in Polarkoordinaten r, ¢ (Ursprung O) lauten:

%2027 o *__
(1) 7 2a T—{—a =0, ¢*=p,

wobei der Grundkreishalbmesser @ im hyperbolischen Fall reell, im elliptischen rein
imagindr anzunehmen ist.

§ 2. Die verallgemeinerte Darbouxsche Verwandtschatft.

Ubt man auf eines der beiden Felder —etwa auf das zweite—von O aus eine zentrische
Streckung b:a aus, so gelangt man zu einer etwas allgemeineren Transformation

*2__ T e _
(2) r 2ab.-—+b2=0, ¢*=¢p,

die noch alle wesentlichen Merkmale beibehalten hat und die wir zum Unterschied
von der in § 1 behandelten ,,speziellen die ,,verallgemeinerte Darbouxsche
Verwandtschaft nennen wollen; der Quotient @:b = u soll ihr ,,Modul® heiBen.
Sie fiihrt das Cayley-Kleinsche Modell mit dem MaBkreis @ (Halbmesser a) in ein Poin-
carésches iiber dem Hauptkreis b (Halbmesser b) iiber 5).

Abb. 2 zeigt die entsprechend abgewandelte rdumliche Erklirung der Verwandt-
schaft durch Parallel- bzw. Zentralprojektion und stereographische Abbildung einer
Kugel auf die Ebene 7, wenn @ und b als gleichmittig vorausgesetzt werden. Von Be-
deutung ist der Spurkreis ¢ der Kugel in 7, der ,,Fest kreis‘, der die von O verschie-
denen selbstentsprechenden Punkte der Verwandtschaft darbietet. Sein Halbmesser ¢
ergibt sich aus
(3) c2=2ab—0.

Bei der speziellen Darbouxschen Verwandtschaft (u=+ 1) fallen die drei Kreise
a,b,c zusammen. Sie kann demnach als Geraden-Kreis-Transformation ein-
fach erkliart werden:

5) Im Rahmen der allgemeinen Theorie der mehrdeutigen Verwandtschaften wiére a als
,,Grenzkurve‘, b als ,,Doppelkurve’* zu bezeichnen (R. Sturm, a. a. O:):
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Definition I. Einer Geraden g des 1. Feldes entspricht jener Kreis g* des 2. Feldes,
der den Haupthreis a in seinen Treffpunkten mit g rechtwinklig schneidet (Abb. I).

Bei der verallgemeinerten Verwandtschaft heiBt es dann:

Definition I1. Einer Geraden g des 1. Feldes entspricht jener Kreis g* des 2. Feldes,
der den Hauptkreis b rechtwinklig schneidet und durch die Schnitipunkte von g mit
dem Festkreis ¢ geht (Abb. 2).

In dieser Gestalt ersehen wir, daBl sich die Inversion ais Grenzfall fiir
b=0, ¢+0 (p=c0)

der verallgemeinerten Verwandtschaft von Darboux unterordnen laft.

Abbildung 2a. Abbildung 2b.

§ 3. Punktverwandtschatften, die alle Geraden in Kreise
tiberfiihren.

Im AnschluB an die beiden eben ausgesprochenen Definitionen liegt es nahe, nach
den allgemeinsten Punkttransformationen zu fragen, die Gerade in Kreise ver-
wandeln. G. Scheffers ¢) beantwortete diese Frage und fand auBer den Mdbiusschen
Kreisverwandtschaften noch drei Typen einzweideutiger Verwandtschaften; letztere

8) Ber. Sachs. Ges. Wiss. Leipzig 50 (1898), S. 261.
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lassen sich durchwegs mit Hilfe (spezieller) Darbouxscher Verwandtschaften her-
leiten, wovon wir uns kurz iiberzeugen wollen. Wir stiitzen uns dabei auf die von
Scheffers ausfiihrlich bewiesene Tatsache, daB jedem Strahlbiischel des Geraden-Feldes
ein Kreisbiischel im zweiten Felde entsprechen muB.

Wir wihlen zu drei beliebigen Geraden des Feldes = die entsprechenden Kreise im
Feld n*; diese besitzen i. a. einen Orthogonalkreis 2. Den Schnittpunkten P,@, X
der Geraden entsprechen dann die beziiglich 4 inversen Schnittpunktepaare P*, Q*, X*
der Kreise. Unter der Voraussetzung, daB die Funktionaldeterminante der Transfor-
mationsgleichungen in P und @ nicht verschwindet, ist das Biischel der Fortschrei-
tungsrichtungen P bzw. @ projektiv dem entsprechenden Biischel in P* bzw. @*; mit
anderen Worten, das Strahlbiischel P bzw. Q und das Kreisbiischel P* bzw. Q*
sind projektiv aufeinander bezogen. Ist diese Projektivitdt festgelegt — etwa durch
Annahme eines vierten Punktes Y allgemeiner Lage und seines zu A inversen ent-
sprechenden Paares Y* — so ist die Verwandtschaft zwischen den beiden Feldern
vollkommen bestimmt und wir haben bloB ihre Eigenschaften zu untersuchen. Zu
diesem Zwecke bedienen wir uns einer raumlichen Deutung, wobei wir je nach der Art
von h drei Fille zu unterscheiden haben.

a) h ist ein Kreis. Wir legen durch den Kreis eine Kugel und projizieren das
2. Feld stereographisch auf dieselbe, etwa aus dem ,,Nordpol“ 4. Die Orthogonalkreise
von h werden dabei zu Kugelkreisen, deren Ebenen durch den Pol B der Feldebene
beziiglich der Kugel gehen. Die Projektivitdt der Biischel P und P* iibertrigt sich
weiterauf das Biischel P° auf der Kugel, und wenn wir die Kugelpunkte nun auch noch
aus B auf die Feldebene projizieren, auf das so erhaltene Strahlbiischel P’. Zwischen
s und 7’ herrscht demnach eine Kollineation, bestimmt durch die Zuordnung der
Vierecke PQXY und P'Q'X'Y’, zwischen &' und n* jedoch eine Darboux-Ver-
wandtschaft. Unsere konstruierte Verwandtschaft & — n* setzt sich daher aus einer
Kollineation und einer darauffolgenden speziellen Darbouxschen Transformation zu-
sammen; sie ist somit algebraisch, einzweideutig und fiihrt tatsachlich Gerade in
Kreise {iber.

b) & ist eine Gerade. Wenden wir auf das 2. Feld eine Inversion a*<«-»a'' an,

deren Zentrum nicht auf 5 liegt, so erhalten wir die Verhaltnisse von a). z — z* besteht
daher aus einer Aufeinanderfolge von Kollineation, Darboux-Transformation und In-
; version.
! c) h ist ein Punkt (Nullkreis). Der Vorgang unter a ist bloB insofern abzudndern,
als die Kugel nicht durch 4, sondern konzentrisch zu & gelegt wird. B wird dann der
,,Stidpol* und zwischen #’ und =* besteht eine Inversion. #— z* als Produkt von
Kollineation und Inversion ist sonach eine Mébiussche Kreisverwandtschaft;
diese ist eineindeutig.

§ 4. Die nichteuklidische Darboux-Transformation.

Die letzte Definition in § 2 legt eine Erweiterung nahe, indem man ndmlich fiir g*
die Kreise einer Cayley-Kleinschen Metrik iiber einem MafBkreis a, heranzieht:

Definition I11. Einer Geraden g des 1. Feldes entspricht im 2. Feld ein den Maf3-
kreis a, doppelt berithrender Kegelschnitt (nichteuklidischer Kreis) g*, der den Haupt-
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kreis b, in zwei Punkten rechtwinklig schneidet und durch die Schnitipunkte von g mit
dem Festlreis ¢ geht. Die Kreise a,, by und c sollen gleichmittig sein (Abb. 3).

Die beste Ubersicht iiber die dadurch erklirte Transformation gibt wieder die raum-
liche Deutung, wie sie Abb. 3 veranschaulicht: Wir nehmen auf der Achse des Fest-
kreises ¢ einen Punkt 4 an und legen durch ¢ eine Drehfldche 2. Grades @ derart,

Abbildung 3.
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daB sie den Kegel [A4a,] lings eines Kreises u 4
beriihrt. Projizieren wir b, aus 4 auf @, so er-
halten wir zwei Parallelkreise ug; die lidngs
derselben umschriebenen Drehkegel haben ihre
Spitzen B auch auf der Achse.

Projizieren wir nun das Feld # aus einem
Zentrum B auf die Fliche @ und von da aus 4
wieder auf die Ebene # als #* zuriick, so ergibt
sich in 7 —» #* eine Punktverwandtschaft,
die die in Definition III ausgedriickte Forde-
rung erfiillt. Entscheiden wir uns von vornher-
ein fiir einen bestimmten der beiden Punkte B,
so verschwindet auch die (zweideutige) Unbe-
stimmtheit des Wortchens ,,ein‘‘ in der 1. Zeile
der Definition und wir setzen daher fest

Definition IV. Nichteuklidische Darboux-

Transformation soll jene zweizweideutige qua-

dratische Punktverwandischaft heifen, welche

zwischen den beiden Feldern herrscht, die man
durch Projektion der Punkte einer Drehfliche

2. Grades aus zwei festen, nicht der Fliche an-

gehirenden Punkten der Achse auf eine Par-

allelkreisebene erhdlt.

Schalten wir zwischen die Projektionen aus 4
und B noch die (stereographische) Projektion
aus einem Achsenendpunkt ein, so stellt sich
unsere Verwandtschaft als Produkt aus einer
verallgemeinerten Darbouxtransformation mit
der Umkehrung einer solchen dar.

Die Umkehrung #* » & ist — im Gegensatz
zu den Verhiltnissen in § 1 und 2 — zur ur-

spriinglichen Transformation gleichartig. Einer Geraden A* des zweiten Feldes ent-
spricht im ersten ein Kegelschnitt &, der als nichteuklidischer Kreis der Cayley-Klein-
schen Metrik iiber einem MaBkreis a, aufgefaBt werden kann, einen Hauptkreis b, in zwei
Punkten rechtwinklig schneidet und durch die gemeinsamen Punkte von A* und ¢
geht. a, bzw. b, ergeben sich durch Projektion von up bzw. u, aus B (Abb. 3)7).

7) R. Sturm, a.a. O., S. 261—265; a,, a, sind die Grenzkurven, b,, b, die Doppelkurven in
je einem der Felder. Projektion einer Flache 2. Grades aus zwei Zentren auf eine Ebene wendet
z. B. W. Schmid, Quadratische Transformationen und Kegelschnitt-Dreiecksnetze, Cas.
Math. Fys. 66 (1937) auf die Geraden-Netze von H. Graf und R. Sauer an und erhilt damit
gewisse Dreiecksnetze aus Kegelschnitten, die einen festen (MaB-) Kegelschnitt doppelt beriihren.
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Einem nichteuklidischen Kreis £ der Metrik iiber @, im 1. Feld entspricht im allge-
meinen ein Paar von nichteuklidischen Kreisen £* der Metrik iiber a, im 2. Feld; denn
der Projektionskegel 2. Grades [B k] beriihrt @ in zwei Punkten, so daB sein Schnitt
mit @ in zwei Kegelschnitte zerfillt. Entsprechendes gilt fiir die Umkehrung der
Transformation, so daB man in diesem Sinne von einer Kreisverwandtschaft
sprechen kann. Sie kann auch als winkeltreu bezeichnet werden, denn die Erzeu-
genden von @ werden bei den Projektionen zu Tangenten der betreffenden MaBkreise
und jeder Winkel des 1. Feldes, gemessen mittels a,, bleibt der MaBzahl nach unver-
dndert, wenn man seinen entsprechenden Winkel im 2. Feld mit Hilfe von a, miBt.
Diese Verwandtschaft kann demnach dazu dienen, ein ebenes elliptisches Modell der
hyperbolischen Geometrie herzustellen und umgekehrt.

Die Transformationsgleichungen lauten in Polarkordinaten r, ¢:
(4) r2r¥2 L A2 L 2 Brr* - Cr*¥2=0, p=9¢*.
Mit Verwendung der Diskriminante D = B2 — AC ®) ergeben sich die Radien der
MaB- und Hauptkreise und des Festkreises aus

D D CD
2 2 2
17— 4 az——C: bl—ng’

2=—A—2B—-C.

__AD

“ =BT

b3
(5)

§ 5. Spiegelung am Drehparaboloid.

Zunichst einige grundsitzliche Erlduterungen zur Spiegelung an einer Fliche @
(Abb. 4):

Unter den von einem Objektpunkt P ausgehenden Lichtstrahlen kann es einen oder
mehrere geben, der an @ so reflektiert wird, daB er das Auge 4 des Betrachters trifft
und einen aus der Richtung des ,,Spiegelpunk-
tes (,,Reflexes”) P, kommenden Bildeindruck
hervorruft. Dessen RiB P, auf einer Bild- und
Zeichenebene & soll das ,,Spiegelbild*“ P* von P
genannt werden.

Die Reflexion in P, findet bekanntlich so statt,
daB die Flachennormale n den Winkel zwischen dem
einfallenden ,,Spiegelstrahl“ PP, und dem aus
tretenden Sehstrahl P, 4 hilftet. Die Gesamtheit
aller Spiegelstrahlen, die durch Reflexion des Seh-
strahlbiindels 4 an @ erzeugt wird, bildet eine
zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, die ,,Spie- -
gelstrahlkongruenz®. — Zieht man auch die £ n
mehrmalige Spiegelung an @ in Betracht, so hat Abbildung 4.

8) D=0 kennzeichnet jene Verwandtschaften, die durch Projektion einer singuldren Dreh-
fliche 2. Grades (die immer als Drehzylinder angenommen werden kann) aus zwei Achsen-
punkten entstehen.

28*
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man zwischen primadren, sekundiren, tertidren, ... Spiegelbildern, Spiegelstrahl—
kongruenzen usw. zu unterscheiden "

Wir betrachten nun den einfachsten Fall einer Spiegelung an einer krummen Fliche:
Der Spiegel @ sei ein Drehparab oloid, das Auge A der Fernpunkt der Achse.
Auf Grund der Fokaleigenschaften der Parabel ist dann die primire Spiegelstrahl-
kongruenz das Biindel mit dem Brennpunkt B als Scheitel, die sekundire wieder-
um das Parallelenbiindel 4.

AN

Abbildung 5,

r

j* Um also die beiden priméren Spiegelbilder P* eines Punktes P zu konstruieren, hat
man den durch P gehenden Brennstrahl s =[BP] mit & zu schneiden und die so er-
haltenen Spiegelpunkte F, aus 4 auf eine noch wahlbare Bildebene & zu projizieren
(Abb. 5); es liegt nahe, w normal zur Drehachse anzunehmen. Fiihren wir noch den
ZentralriB P°=/[s x] ein, so liegt im wesentlichen eine Projektion der Flachenpunkte
P, aus zwei Zentren 4 und B vor: da die ebenen Schnitte von @ aus 4 als Kreise

9) Eine systematische Untersuchung der Spiegelung an krummen Flichen fiihrt H. Hor-

ninger in seiner Arbeit, Zur geometrischen Theorie der Spiegelung an krummen Oberflachen,
S.-B. Wiener Akad. Wiss. 145 (1936) durch.
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erscheinen, hingen P° und P* durch eine (euklidische) Darbouxsche Verwandt-
schaft zusammen. Dieselbe ist eine spezielle, wenn der Schnittkreis von 7 und L
mit dem UmriB fir B zusammenfallen: x ist dann die Leitebene des Paraboloids.

Man bestitigt die in Abb. 1b festgehaltene zeichnerische Ausfithrung der Ver-
wandtschaft von Darboux nun auch mittels einfacher Eigenschaften der Parabel:
Der Pol S des Brennstrahls s liegt auf der Leitlinie und auf dem normalen Brenn-
strahl; fiir die Gegenpunkte 1 des Brennpunkts beziiglich der Beriihrenden in P, gilt
S1=_8B.

Satz 1. Man erhilt das primdre Spiegelbild eines Gegenstandes fur ein spiegelndes
Drehparaboloid bei achsenparalleler Sehrichtung, indem man ihm aus dem Brennpunlkt
auf die Leitebene projiziert und dann auf diesen Zentralrip jene spezielle Darbouxsche
Verwandtschaft anwendet, deren Hauptkreis der nullteilige Schniltkreis der Leitebene
und des Paraboloids ist. '

Der parabolische Spiegel verwandelt also die ,,gewdhnliche” Perspektive in die
,,stereosphiarische 1) oder ,,stereographische’, eine jener sogenannten patholo-
gischen Perspektiven), die in der Absicht ersonnen wurden, den gewdhnlichen
ZentralriB durch Erfiillung gewisser anschaulicher Forderungen in dsthetischer Hin-
sicht zu ,,verbessern®. So befriedigt die stereographische Perspektive die Forderung
der Schnittwinkeltreue (der scheinbare Winkel, unter dem einander zwei Linien
des Raumes fiir den Betrachter schneiden, soll auch im Bild erhalten bleiben), sowie
der kreistreuen Kugelabbildung (der UmriB jeder Kugel soll im Bild ein Kreis
sein). Gerade werden allerdings im allgemeinen zu Kreisen verzerrt. Ob dieses Er-
scheinungsbild nun natiirlicher wirkt, mag man nach einem Blick in oder auf einen
Parabolspiegel (aus hinreichender Entfernung) selbst beurteilen.

Nehmen wir in Satz 1 als gespiegelten Gegenstand das Feld einer Parallelkreis-
ebene an, so hingt dieses mit dem Zentralri auf die Leitebene ahnlich zusammen
und es gilt im Hinblick auf § 2:

Satz 2. Das Spiegelbild eines ebenen Feldes beziglich eines Drehparaboloids mat
hierzu senkrechter Achse hingt bei achsenparalleler Sehrichtung mit dem Feld durch
eine verallgemeinerte Darbouxsche Verwandischaft zusammen.

Das spiegelnde Drehparaboloid vermittelt also (fiir begrenzte Teile der Ebene) direkt
den in § 1 erwihnten Zusammenhang zwischen den beiden ebenen Modellen der ellip-
tischen Geometrie 12). Wiirde man irgendeine Konstruktion im Cayley-Kleinschen
Modell etwa auf einer durchsichtigen Platte zeichnen und diese dann tiber die Hohlung
eines parabolischen Spiegels halten, so sihe man in diesem die Konstruktion in Poin-
caréscher Ausfithrung (vgl. iibrigens auch § 7b und c).

In Abb. 5 wurde auch der Strahlengang eingetragen, der auf das sekundére Spiegel-
bild von P fithrt: Zunichst parallel zur Achse, dann Reflexion zum Brennpunkt B
und neuerliche Reflexion parallel zur Achse. Die beiden Spiegelstellen gehen, ebenso
wie die beiden priméren Reflexe F,, durch Projektion aus B ineinander iiber; ihre

10) E. Keller, Kurvierte Perspektiven, S.-B. Wiener Akad. Wiss. 135 (1926).

1) U. Graf, Pathologische Perspektiven, Jber. dtsch. Math.-Ver. 50 (1940).

12) Dies bemerkt schon T. Ota-Takasu, A New Interpretation of the Wellstein Represen-
tation and it‘'s Applications, Téhoku math. J. 17 (1920), S. 252 und On the True Aspect of
Euclidean Geometry, ebenda 26 (1926), S. 188.
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Grundrisse P’ und P** liegen daher ebenso wie jene von P, invers beziiglich des
Hauptkreises, daher antiinvers beziiglich seines reellen Vertreters a” (§ 1). Es gilt daher

Satz 3. Das sekunddre Spiegelbild eines Gegenstandes fir ein spiegelndes Dreh-
paraboloid bei achsenparalleler Sehrichtung geht aus dem Grundrify durch die Anti-
inversion beziiglich eines Kreises hervor, dessen Halbmesser gleich dem Parameter ist.
Die beiden primiren Spiegelbilder liegen antiinvers beziglich desselben Kreises.

Zum SchluB von § 1 wurde bereits darauf hingewiesen, daB sich auch die Inversion
und Antiinversion als Grenzfall einer Darbouxschen Verwandtschaft auffassen 1aBt.

In Abb. 5 wurden die beiden priméren und das sekundire Spiegelbild eines Wiirfels
dargestellt. Zur Verdeutlichung der Zuordnung wurde die Ober- bzw. Unterseite des
Wiirfels mit einem Linien- bzw. Punktraster versehen; erster gibt gleichzeitig eine
gute Vorstellung von der Bildverzerrung. — Bei umgekehrter Blickrichtung, wenn
also der Spiegel dem Beschauer die konvexe Seite zuwendet, kann ein Raumpunkt
praktisch nur ein primires und kein sekundires Spiegelbild liefern; rein geometrisch
bleiben die Verhéltnisse jedoch ungeéndert.

Wie ich an anderer Stelle gezeigt habe, tritt eine allgemeinere Geraden-Kreis-Trans-
formation nach § 3 bei der Spiegelung am orthogonalen hyperbolischen Para-
boloid fiir achsenparallele Sehrichtung auf 13). Hier haben nidmlich die Ferngeraden
als primire Spiegelbilder die Kreise eines elliptischen Biindels und der Ubergang kann
auf folgende Weise vollzogen werden: Projektion der Fernebene aus dem Brennpunkt
einer Fokalparabel auf seine Polarebene, achsiale Spiegelung, spezielle Darbouxsche
Verwandtschaft.

Beim allgemeinen elliptischen oder hyperbolischen Paraboloid. spiegeln sich die
Ferngeraden als #hnliche und dhnlich gelegene Ellipsen, die eine feste Ellipse nach
Gegenpunkten schneiden. Der Ubergang lautet hier: Zentralprojektion, Darboux-
Transformation, orthogonale Affinitét.

§ 6. Spiegelung am Drehellipsoid.

Wir verallgemeinern die vorstehenden Betrachtungen, indem wir als Spiegel ein
eiformiges Drehellipsoid @ heranziehen und das Auge des Betrachters in den
einen Brennpunkt A, den ,,Augbrennpunkt® verlegen. Das Sehstrahlbiindel 4 geht
dann durch einmalige Spiegelung in das Biindel mit dem anderen Brennpunkt B als
Scheitel iiber, durch zweimalige wieder in das Biindel 4, durch dreimalige neuerlich
in das Biindel B usw.

Bei der Untersuchung der primaren Spiegelung liegt es nahe, als Bildebene die
Aquatorebene anzunehmen. Um die beiden Spiegelbilder P* eines Raumpunktes P
zu ermitteln, haben wir die beiden Schnittpunkte P, des Spiegelstrahles [BP] mit 0]
aus A auf z zu projizieren. Fiihren wir noch den ZentralriB P° aus B auf z ein, so er-
kennen wir, da P° und P* durch eine nichteuklidische Darboux-Transfor-
mation zusammenhingen, die zufolge der symmetrischen Wahl von & mit ihrer Um-
kehrung zusammenfillt (4 = C in Gleichung 4 und 5). Die beiden nullteiligen Maf-

13) Die einschligige Arbeit iiber die interessante Spiegelung am elliptischen und hyperbo-
lischen Paraboloid soll demnéchst in den Mh. Math. Physik erscheinen.
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kreise a; und a, sind zusammengefallen (Halbmesser a; =a,=e¢" i, wenn e die Ex-
zentrizitit von @ bezeichnet). Da einem Kreis der zugehérigen elliptischen Metrik
vermoge der Transformation P°« P* ein Paar von Kreisen derselben MafBbestimmung
entspricht, kann man auch von einer elliptischen Inversion sprechen 4).

Satz 4. Fallt das Auge mit dem einen Brenmpunkt A eines spiegelnden eiformigen
Drehellipsoides zusammen und wird die Aquatorebene als Bildebene beniitzt, so besteht
zwischen dem Spiegelbild eines Gegenstandes und dessen Zentralriff aus dem anderen
Brennpunkt B eine elliptische Inversion.

Um die beiden sekundiren Spiegelbilder P** eines im Innern des Ellipsoides ]
gelegenen Raumpunktes P zu ermitteln, ist dieser zunichst aus 4 auf @ zu proji-
sieren und die so erhaltenen Punkte aus B nochmals auf @, womit man die Reflexe
P, gewinnt; diese sind dann noch
aus A auf eine passende Zeichen-
ebene 7 abzubilden (Abb. 6).

Der Zusammenhang zwischen
dem RiB P’ und den Spiegel-
bildern P** ist besser zu iiber-
sehen, wenn wir eine beliebige
durch P gehende Gerade g ins
Auge fassen. Die von 4 ausgehen-
den, g treffenden Sehstrahlen er-
fiillen eine Ebene ¢ und bilden I
nach einmaliger Reflexion lings l
des Kegelschnittes [¢®] einen l
Drehkegel %) ; dieser schneidet @ P** n=p 0.
noch nach einem weiteren Kegel- I
schnitt in einer Ebene &, ldngs Abbildung 6.
welchem die zweite Spiegelung in
der Richtung auf 4, also wieder in Form eines Drehkegels erfolgt. Dessen Schnitt
mit der Bildebene z ist das sekundire Spiegelbild g**. Da & und ¢, durch die auto-
morphe perspektive harmonische Kollineation 3 mit dem Zentrum B zusammen-
hingen, schneiden sie einander auf der zu B polaren Kollineationsebene fB. Die
Ebenen ¢, gehoren daher dem zu A4 kollinearen Biindel 4.3 = A, an. Wihlen wir
also p als Bildebene, so kann der Ubergang von P’ zu P** durch Projektion der
Flachenpunkte aus 4, und A4 hergestellt werden (Abb. 6): P’ — P** ist eine nicht-
euklidische Darbouxtransformation. Diese Tatsache ist natiirlich von der be-
sonderen Wahl der Bildebene unabhingig.

Auch fiir die hoheren Spiegelbilder lassen sich entsprechende Sitze beweisen. Wir
haben dabei zwischen gerader und ungerader Ordnung zu unterscheiden.

Ordnung 2n: Verwenden wir als Bildebene f- (U B)*~, so kann der Zusammen-
hang zwischen dem RiB P’ (aus 4) und den beiden 2n-dren Spiegelbildern eines Raum-

1) W. Ludwig, Projektive Untersuchungen iiber die Kreisverwandtschaften der nicht-
euklidischen Geometrie (Habschr. Karlsruhe 1904), S. 10ff.

15) Jeder ebene Schnitt von @ wird aus einem Brennpunkt durch einen Drehkegel projiziert.
da der Projektionskegel den isotropen UmriBkegel langs zweier Erzeugenden beriihrt.
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punktes P durch Projektion der Flachenpunkte aus A4-(UAB)" und A hergestellt
werden (U ist die perspektiv-harmonische Kollineation mit dem Zentrum A4 und der
dazu polaren Fixebene «); es handelt sich mithin auch hier um eine nichteuklidische
Darbouxtransformation.

Ordnung 27+ 1: Beniitzen wir als Bildebene «-(2AB)", so hingt der Zentral-
riB P° (aus B) eines Raumpunktes P mit seinen beiden (27 -+ 1)-dren Spiegelbildern
durch eine nichteuklidische Darbouxverwandtschaft zusammen, die durch Projektion
der Flichenpunkte aus B-(AB)" und A erzeugt werden kann.

Satz 5. Fillt das Auge mit dem einen Bremnpunkt eines spiegelnden Drehellipsoides
zusammen und ist die Bildebene senkrecht zur Achse, so besteht zwischen dem Rif3 eines
Gegenstandes aus dem Augbrennpunkt (aus dem anderen Brenmpunkt) und einem.
seiner Spiegelbilderpaare gerader Ordnung (ungerader Ordnung) eine michteuklidische
Darbouxsche Verwandtschaft.

Wie man leicht einsieht, hingen die beiden Spiegelbilder gleicher Ordnung eines
Gegenstandes durch eine ,,elliptische Inversion‘* (s. 0.) zusammen.

Ahnliche geometrische Beziehungen wie fiir das Ellipsoid bestehen auch fiir das
zweischalige Drehhyperboloid.

Als Ubergangsfall wire noch das Drehparaboloid einzuordnen, bei welchem
allerdings die Brennpunkte nicht gleichberechtigt sind. Der Fall des uneigentlichen
Augbrennpunkts wurde bereits in § 5 ausfiihrlich behandelt; jener des eigentlichen
Augbrennpunkts fithrt auf die Umkehrung der euklidischen Verwandtschaft von Dar-
boux (4 =0 in Gleichung 4 und 5).

§ 7. Spiegelung an der Kugel.
a) Allgemeine Lage des Auges.

Bei allgemeiner Lage des Auges A beziiglich der spiegelnden Kugel @ ist die Spiegel-
strahlkongruenz keineswegs einfach. Wir ordnen sie uns nach Drehkegeln, indem wir
die Spiegelstrahlen lings der Parallelkreise mit der Achse 04 zusammenfassen.
H. Horninger %) nennt diese Kreise in allgemeinerem Zusammenhang ,,Kern-
schnitte‘, ihre Ebenen ¢ ,,Kernebenen‘‘ und deren gemeinsame Ferngerade » ,,Kern-
achse. Ist 8 der Pol der Kernebene o, so kann die Spitze S des zugehérigen Spiegel-
strahlkegels als harmonischer Punkt von 4 beziiglich OS erhalten werden (Abb. 7).
Daraus folgt unmittelbar, daB ¢ und S einander projektiv zugeordnet sind
(DV(S804) =2).

Jene beiden Kernebenen ¢, d,, fiir die der Spiegelstrahlkegel zu einem Strahl-
biischel ausartet, die also durch die ihnen vermége o 7 § zugeordneten Punkte D,, D,
gehen, werden ,,Nullkernebenen‘ genannt; sie kénnen als Doppelelemente einer
Projektivitit ermittelt werden?). Die zugehorigen Kernschnitte stellen die Reflexe
der unendlich fernen Kernachse » dar.

16) Uber die Fokalspiegelung an Flichen zweiten Grades, Mh. Math. Physik 45 (1936),
insbes. Abschnitt E.

17) Bezeichnet p den Zentralabstand der UmriBebene z und » den Kugelradius, so ergibt sich
fiir den Zentralabstand der Nullkernebenen der leicht zu konstruierende Ausdruck

dyo=p/4 1 (p/4)? +1%2.




Darbouxsche Verwandtschaft und Spiegelung an Flichen 2. Grades 429

Die (vier) Spiegelbilder eines allgemeinen Raumpunktes lassen sich nicht elementar
konstruieren. Wir wenden uns deshalb dem Spiegelbild einer Geraden g zu. Um die
auf den Kernschnitt in ¢ fallenden Reflexe von ¢ zu finden, haben wir aus den Er-
zeugenden des zugeordneten Spiegelstrahlkegels jene beiden herauszugreifen, die g
treffen; zu diesem Zwecke verbinden wir seine Spitze S mit g und bringen die so er-
haltene Ebene & mit ¢ zum Schnitt: Die sich dadurch ergebende Gerade e schneidet
die Kugel in den gesuchten Reflexen. — Lassen wir nun ¢ das Parallelenbiischel »
der Kernebenen durchlaufen, so dreht sich &
projektiv dazu um g und e beschreibt im all-
gemeinen ein hyperbolisches Parabo-
loid ¥. Dieses durchdringt @ ldngs des
Reflexes von ¢, der mithin im allgemeinen
eine Kurve 4. Ordnung I. Art ist¢). Das
Spiegelbild selbst ist dann eine ebene ellip-
tische Quartik.

- Von den moglichen Sonderfillen soll uns
der folgende beschiftigen:

Fiar Geraden in einer Nullkernebene zer-
fallt der Reflex in den Kernschnitt und
einen weiteren Kreis16).

Liegt g etwa in §; (Abb. 7), so entspricht
in der Projektivitit g ()3 u (o) die gemein-
same Ebene [gu]= 6, sich selbst, und das
Erzeugnis ¥ der Ebenenbiischel zerfillt in
6, und eine weitere Ebene ¢, die den ,,nicht-
trivialen* Reflex g, liefert. ¢ verlduft par-
allel zu [O g] und geht durch den der anderen
Nullkernebene §, zugeordneten Punkt D,,
wie man einsieht, wenn man ¢ ins Unend-
liche bzw. nach 4, riicken 140t.

Wihlen wir als Bildebene # die Polarebene

von 4 (UmriBebene), so enthilt ¢ #berdies
den RiB ¢'(0—=). Die Betrachtung von
Abb. 7 lehrt uns dann, daB zwischen dem
RiB und dem nichttrivialen Spiegelbild Abbildung 7.
einer in §; gelegenen Geraden (allgemein:
Figur) eine nichteuklidische Darboux-Verwandtschaft herrscht, die durch
Projektion der Kugelpunkte aus B=D, und A erklirt werden kann. Der Kugel-
umrif [@ x] gibt den MaBkreis a,, den Hauptkreis b, und den Festkreis ¢ ab; a, und b,
sind immer nullteilig falls 4 auBerhalb von @ liegt; die Konstruktion ihrer reellen Ver-
treter wurde in Abb. 7 angedeutet (fiir uneigentliches 4 fallen auch diese Vertreter
mit ¢ zusammen). Als Ersatz fiir b, mag das triviale Spiegelbild von g, der Kreis
u* = [® &,]" genommen werden, der von g* in Gegenpunkten geschnitten wird.

Satz 6. Befindet sich das Auge A in allgemeiner Lage gegeniiber der spiegelnden
Kugel @ und ist die Bildebene s senkrecht zum Durchmesser durch A, so hingen der
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Rif und das Spiegelbild eines in einer Nullkernebene liegenden Gebildes durch eine

nichteuklidische Darbouz-Transformation zusammen.

b) Auge auf der Kugel.

Lassen wir das Auge 4 auf dem Durchmesser nach @ riicken, so entsteht aus &, die Null-
kernebene § von der , Breite* —30°, wihrend 4, zur Beriihrebene o in 4 wird (Abb. 8).

Ermitteln wir wie in a) den nichttrivialen Reflex einer in ¢ liegenden Geraden g, so
geht die ihn tragende Ebene ¢||[0¢] (vgl. Abb. 7) jetzt durch 4 und das Spiegelbild g*
wird eine Gerade. Wie aus Abb. 8 abzulesen
ist, entsteht ¢g* aus dem RiB ¢’ durch die zen-
trische Ahnlichkeit mit dem Faktor 3.

Betrachten wir hingegen eine Gerade A in
der anderen Nullkernebene «, so liegt deren
nichttrivialer Reflex A, in der zu [0 k] paralle-
len Ebene durch den Nullpunkt D von é und
das Spiegelbild wird ein Kreis h*. Wihlen
wir als Bildebene = speziell die Kernebene der
Breite”“ + 30°, dann enthilt die Reflexebene
den NormalriB A* von % und wir erkennen, da3
h* und h* durch eine verallgemeinerte Dar-
bouxsche Verwandtschaft (§2) zusammen-
hingen, die durch Projektion der Kugelpunkte
aus B=D und A gewonnen werden kann. Kon-
struktion und Halbmesser von MaB-, Haupt-
und Festkreis sind aus Abb. 8 ersichtlich. Der
Modul betrigt u= —4, doch &ndert er sich
bei Parallelverschiebung der Bildebene; insbe-
sondere kann man eine spezielle Darbouxsche
Verwandtschaft erhalten (=1, §1), wenn
man # um den Kugeldurchmesser hoher legt
als 4.
‘ "Satz 7. Befindet sich das Auge A auf der
Abbildung 8. spiegelniden Kugel @ und ist die Bildebene senk-

recht zum Durchmesser durch A, so hingen

i Normalrif und Spiegelbild eines in der Berihrebene o von A liegenden Gebildes durch
eine verallgemeinerte Darbouxsche Verwandtschaft zusammen.

Das Spiegelbild einer in der Nullkernebene 0 liegenden Figur ist ihrem Zentralbild
i aus A im Verhilinis 3:1 zentrisch dhnlich.

I c) Auge unendlich fern.

Wir lassen den Augpunkt 4 ins Unendliche riicken und bilden auf die zur Blickrich-
tung normale Durchmesserebene 7 der spiegelnden Kugel @ ab.

Fiir eine in x liegende Gerade g wird die in § 7a erklérte Fliche ¥ ein zu & symme-
} trischer parabolischer Zylinder, der g als Scheitelerzeugende besitzt. Der Re-
flex g,=[@¥] ist demnach eine ebenfalls zur Bildebene symmetrische Quartik durch
4 die absoluten Kreispunkte von 7, so daB als Spiegelbild von g ein doppelt iiberdeckter
Kreis g* auftritt (Abb. 9).
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Wie wir mit Beachtung der Spiegelbilder des Fernpunktes von g erkennen, schneidet
g, die in den Nullkernebenen 4, , gelegenen Parallelkreise (,,Breite™ 4 45% nach Gegen-
punkten und wir sehen in Abb. 9 die Definition II (§ 2) einer verallgemeinerten

Darbouxschen Verwandtschaft mit dem Modul ,u:—% verwirklicht. Damit
fanden wir den bemerkenswerten
Satz 8. Die Spiegelbilder der Geraden
einer Ebene m beziiglich einer Kugel, die ihre
Mitte in 7 hat, sind bei zu m senkrechter

Blickrichtung Kreise eines elliptischen
Biindels.

AII

Abbildung 9. Abbildung 10.

Das Feld = hingt mit seinem Spiegelbild durch eine verallgemeinerte Darbouxsche

Verwandtschaft mit dem Modul ,uz—% zusammen.

Wie man durch Vergleich mit § 5 (insbesondere Satz 2) feststellt, kann die Kugel @
— soweit es sich bloB um die Spiegelung des Feldes z handelt und wenn gebietsmaBige
Beschriankungen auBer Acht gelassen werden — durch ein spiegelndes Drehparaboloid
@ ersetzt werden, das den in z liegenden GroBkreis mit ihr gemeinsam hat und eine
Nullkernebene als Scheitelebene besitzt (Abb. 9)18).

18) Es gibt natiirlich unendlich viele spiegelnde Drehflachen, die dieselbe radiale Verwandt-
schaft P-» P* vermitteln. Ihre Gleichungen in Zylinderkoordinaten sind in unserem Fall die
Integrale der Differentialgleichung

2 3.272__0.2_. T .
dr +r e p—~ drdz—dz2=0.
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§ 8. Brechung durch Drehfléchen 2. Grades.

Zum SchluB sei noch das Auftreten nichteuklidischer Darbouxtransformationen
vermoge lichtbrechender Flichen 2. Grades erwahnt.

Abb. 10 zeigt als einfaches Beispiel eine von einem halben eiférmigen Dreh-
ellipsoid @ gebildete , Linse”. Die parallel zur Achse einfallenden Sehstrahlen
werden zum Brennpunkt B hin gebrochen, wenn wir voraussetzen, daB die numerische
Exzentrizitit ¢ reziprok der Brechzahl n ist:

sin a 1 1
"=Sinp sinf, ¢

Das Feld der Aquatorebene z hingt in diesem Falle mit seinem Brechungsbild
durch eine nichteuklidische Darboux-Transformation zusammen. MagBkreis a,
und Festkreis ¢ trennen sich, wenn die Linse durch eine Parallelkreisebene begrenzt wird.

Man kann auch den Brennpunkt B die Rolle des Sehzentrums iibernehmen lassen,
wenn man durch kugelférmige Aushohlung des Linsenkérpers um B dafiir sorgt, daB3
die Sehstrahlen ungebrochen austreten kénnen. Man kommt dann wiederum auf eine
nichteuklidische Darbouxtransformation, diesmal mit nullteiligem MaBkreis.

Ahnliche Verhiltnisse kénnen auch mit Hilfe eines zweischaligen Drehhyper-
boloides hergestellt werden.

Auf den Grenzfall einer nichteuklidischen Verwandtschaft von Darboux, bei dem
beide Hauptkreise b,, b, zur Ferngeraden entartet sind (B =0 in Gleichung 4) wird
man bei Betrachtung einer brechenden Kugel gefiihrt; die Projektion der Kugel-
punkte aus zwei inversen Zentren A und B kann niamlich als Brechung gedeutet
werden, wenn man das Verhiltnis aus Mittelpunktsabstand eines Zentrums und Kugel-
halbmesser gleich der Brechzahl annimmt.






