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Geféhrliche Annahmen der Trilateration und bewegliche Fachwerke. IT*)
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Im dreidimensionalen Rawm besteht ein wichtiges Problem der Trilateration in der Ermittlung der Gestalten und der
gegenseitigen Lage eines Tetraeders Py --- Py und eines Oktaeders @, --- Q¢ durch (elektronische ) Messung der 24 Entfer-
nungen PiQ;. Wenn alle 10 Ecken einer Quadrik angehoren, liegt eine gefihrliche Annakme mit im allgemeinen einpara-
metriger infinitesimaler Unsicherheit vor; die Anzahl der Punkte kann sogar unbeschrinkt steigen, wenn nur alle auf
derselben Quadrik liegen. Eine andere und wichtigere gefihrliche Annahkme tritt auf, wenn alle Standpunkte P; (1 =1, ..., m)
eimem Kegelschnitt angehiren, weil dann die Zielpunkte Q; (j = 1, ... , n) beliebig, im Raum verteilt sein konnen; fir
m = 4 ist die Unsicherheit der Trilateration — und die (infinitesimale) Deformabilitit des entsprechenden Stabmodells —
zweiparametrig, fir m > 4 einparametrig. Zwei Beispiele mit einer stetigen Schar von endlich verschiedenen Lésungen
werden diskutiert: Im ersten Fall verteilen sich die Punkte auf zwei orthogonale Geraden, im zweiten auf zwei Fokalkegel-
schnitte.

In 3-space an important problem of trilateration consists in determining the shapes and the relative position of a tetrahedron
Py - P, and an octahedron Q, --- Qq by (electronic) measurement of the 24 distances P;Qy. If all 10 corners are situated
on a quadric, the configuration is critical with one-parametric infinitesimal uncertainty in general; the number of points
may even be higher, if only all of them belong to the same quadric. Another and more important critical situation appears,
if all observation points Py (i = 1, ..., m) belong to a conic, as then the target points Qs (j = 1, ..., n) may be arbitrarily
distributed in space; for m = 4 the uncertainty of trilateration — and the ( infinitesimal) deformability of the corresponding
Jramework model — s two-parametric, for m >> 4 one-parametric. Two examples with a continuous set of finitely different
solutions are discussed: In the first case the points are situated on two orthogonal lines, in the second case they lie on two
focal conics.

Bakuas npotiemMa TpuiaTepamyu B TPEXMEPHOM IPOCTPAHCTBE COCTOUT B OIIpe[ieJIeNU BUI0OB U B3aMMHOTO
pacnoioskenusi Terpasppa Py - P, m oKTasnpa @, - Qg uepes (dIEKTPOHHOE) M3MepeHHme 24 paccrosaHui
PyQ;. Eciu Bce 10 yriioB IpHHAJJEKaT HEKOUl KBaJpuKe, KoHpUrypanusa KPUTHYHA B o6LIeM ciayyae ¢
OJIHOIIADAMETPHYeCKOli MHPUHUTESNMAJILHO! HEHANEKHOCTBIO; YHCJIO TOYEK MOKET Jajke HeOorpaHNUEeHHO
BO3pacTarhb, €CJIM TOJAbKO BCe OHM IPUHAJJIEIKAT OJHOI W TOll ke KBajgpuKe. [Ipyroii u Gosee BaKHBII omac-
HBIIl cilyYail HACTYIaeT, ecyln Bee TOUKU P; (i = 1, ..., m) IpUHAIeKAT HEKOMY KOHYCHOMY CEYEHMIO, IIOTOMY
4TO TOTXA TOYKH @ (j = 1,...,7) MOTYT OBITh IPOM3BOJBLHO PACHOJIOKEHEI B MPOCTPAHCTBE; IJIA m = 4
HEHAJSKHOCTh TpUJIaTepalui — ¥ (MHQUHATH3AMAJTbHOE) AeOPMIPOBAHUE COOTBETCTBYIONIEH CTEPIKHEBOIL
MoJe I ABJIAETCA NBYXNADAMETPUYHOI, 1A m > 4 — opgHonapamerpmunoii. OOCy:Kal0Tes ABA HpUMepa
C HEIPEPEIBHBIM MHOKECTBOM Das/IMUHBIX PelleHNii: B EPBOM Cilydyae TOYKH pacipejeeHbl Ha IBYX OPTO-
TOHAJIBHBIX NIPAMBIX, BO BTOPOM — Ha JABYX (OKAIBHBIX KOHYCHBIX CEYEHHSX.

6. Riumliches Trilaterationsproblem

Betrachtet werden wieder — diesmal jedoch im Raum — zwei Punkthaufen, gebildet aus m Standpunkten P;
(¢ =1, ..., m) und n Zielpunkten Q; (j = 1, ... , n). Zu kliren ist zunichst die Frage, fiir welche Anzahlen die gegen-
seitige Lage simtlicher m + n Punkte bei Kenntnis der mn Entfernungen P;Q; — r;; bestimmbar ist. Angenommen
ist dabei wieder, dafl die Distanzen der Standpunkte untereinander und der Zielpunkte untereinander nicht direkt
meBbar sind.

Das verwendete kartesische Koordinatensystem z, , z sei dadurch festgelegt, daBl der Ursprung in P,, die
z-Achse durch P, und die zy-Ebene durch P; angenommen werden. Um die restlichen 3(m -+ n) — 6 Koordinaten
der Stand- und Zielpunkte aus den mn gemessenen Distanzen r; berechnen zu kénnen, muB die Relation

mn = 3(m +n) — 6 oder (m —3)(n —3)=3 . o (6.1)

bestehen. Die einzigen in Betracht zu ziehenden Losungen dieser diophantischen Gleichung, die an die Stelle der
Bedingung (2.1) im ebenen Fall tritt, ergeben sich iiber die Zerlegung des Produkts 3 in die Faktoren 1 und 3 mit
m = 4 und n = 6 oder umgekehrt. Welche der beiden geometrisch gleichwertigen Moglichkeiten in der Vermes-
sungspraxis eher in Betracht kommt, ist wohl hauptsichlich eine Kostenfrage; in Ubereinstimmung mit K. KILrian
und P. METssL [3] sei hier die erste Annahme vorgezogen. MiBt man also von vier Standpunkten P; aus zu sechs Ziel-
punkten @; hin alle 24 Distanzen r;;, so ist daraus die Konfiguration der zehn Punkte im allgemeinen bestimmbar,
wenn auch nicht unbedingt eindeutig. Wird die Anzahl der Punkte vermehrt, so besteht sogar Uberbestimmtheit,
wie auch bei der Annahme m = n = 5. Den dabei anfallenden Ausgleichsproblemen sind die unter Betreuung von
P. MEisstL entstandenen Forschungsberichte von G. BLana [1] und E. Tstmis [4] gewidmet.

Zur Veranschaulichung der Trilaterationsaufgaben kénnten riumliche Stabmodelle dienen, die aus maBstiblich
verkleinerten Stiben P;@); zusammenzusetzen wiren. Technische Schwierigkeiten bereiten dabei nur die Knoten,
die als Kugelgelenke vorzustellen sind ; nach einem Vorschlag von K. KiLrLiax kénnte man vielleicht in die Stab-
enden Nihnadeln einlassen, die dann mit ihren Ohren durch diinne Fiden zu verkniipfen wiren. — Die Zahlen
m = 4 und n = 6, die fiir gewShnlich zu einem starren Modell fithren, hat bereits R. BRICARD [2] genannt.

*) Teil I siehe ZAMM 57, S. 297 —304. 3
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Werden die Koordinaten der Standpunkte 1”f mit ;, y; und z; bezeichnet, jene der Zielpunkte @; mit X;, Y;
und Z, so bilden die 24 Distanzformeln

@ — X2+ (e — Y2+ (e — Zy)* = T3 t=1,..,4;7=1,..,6) (6.2)
den Ausgang fiir eine analytische Behandlung des vorhin formulierten rdumlichen Trilaterationsproblems. Auf
Grund der getroffenen Festsetzungen sind dabei die Werte @, = 9 = 2; = Yy = 2 =23 = 0 von vornherein be-

kannt; die restlichen 24 Koordinaten sind durch Auflésung des Gleichungssystems (6.2) zu ermitteln. Fiir jedes j
liegt das folgende Teilsystem vor:

XY+ =,
(X, —ap? + ¥} + 27 =13,

6.3
(X — ) + (¥ — ) + 2 =, g
(Xy — 2 + (¥ — 9 + (&g — 20 = 13-
Durch Differenzenbildung reduziert es sich auf
X+ Y] + 2 =i,
20, X, — %3 =o0; mit oy= 3 — 13, (6.4)

22, Xy + 2y ¥y — x; —y; =pf; mit B = T%j = "%J"’
22, X, + 24, Y; + 22425 — g ey T oy — 1 — Tije

Hieraus lassen sich X;, ¥; und Z; eliminieren, wodurch man zu sechs Bestimmungsgleichungen 8. Grades fiir 2,
g, Ty, Ya» Ya» 24 gelangt. Leider ist es nicht gelungen, den Grad durch Substitutionen nach dem Vorbild (2.5) entschei-
dend zu senken, so daB der wahre Grad des réumlichen Trilaterationsproblems noch unbekannt ist. Sicher ist vor-
liufig bloB, daB er kleiner ist als 8 - 65 — 62208; in diesem Stadium hiitte sich aber auch beim ebenen Problem
3. Grades in Abschnitt 2 nur die unbefriedigende Schranke 6 - 42 = 96 ergeben.

7. Gefiihrliche Annahmen mit infinitesimaler Unsicherheit im Raum

Ein Zielpunkt @ ist durch seine Entfernungen von drei nicht kollinearen Standpunkten P, P, und P; im allgemeinen
zweideutig bestimmt, da er im Schnitt der drei Distanzkugeln mit den Radien P.Q = r; zu finden ist. Steht noch
ein vierter Standpunkt P, zur Verfiigung, der nicht der Ebene P, P,P, angehort, dann ist @ bei fehlerfreien Messun-
gen eindeutig bestimmt.

Hilt man das Koordinatensystem mit dem Ursprung P,(0, 0, 0) fest und erteilt man den iibrigen Standpunk-
ten Py(x,, 0, 0), Py(s, ys, 0) und Py(@y, Yy, 2,) willkiirliche, aber zuléssige differentielle Verschiebungen (dx,, 0, 0),
(dag, dys, 0) und (dz,, dy,, dz,), o stellt sich nach dem Vorgang in Abschnitt 4 die Frage: Gibt es Zielpunkte
Q(X, Y, Z), die Verschiebungen (dX, dY, dZ) gestatten, welche mit den angenommenen Standpunktverschiebungen
vertriglich sind, d. h. die Entfernungen PQ = r; in erster Ordnung unveréndert lassen (dr; = 0)? Aus den vier
maBgebenden Distanzformeln

(X —a)? + (Y —9)® + (Z —2)2=ri t=1..,4)

mit x1=y1=z1=y2=z2=z3:0 o
folgen die Differentialrelationen
(X — ) (X —day) + (Y — ) (dY — dys) + (Z — 2) (AZ — dz) = 0 (1.2)
mit da, = dy, = dzgy =dy, = dz, = dZy— 08
Ausgefiihrt lauten dieselben
XdX +YdY +ZdZ =0,
2, dX = (zy — X) da,, (1.3)
2, dX + y;dY =(w3-—X)dx3+(y3—Y)dy3,

x, dX +y4dY—|—z4dZ=(x4——X)dx4—I—(y4—— Y) dy, + (24 — Z) dzy -

Als Vertriiglichkeitsbedingung dieser vier linearen Gleichungen fiir die drei Verschiebungskomponenten dX,
dY und dZ ist das Verschwinden der Determinante

X Yl 0
i Ty 2100 (X — @) do, 4 (7.4)
@ Y O (X — wp) dag + (Y — ys) dys

Ty Y % (X — =) doy + (Y —9p) dy, + (Z = 24) dzy

notwendig und hinreichend. Ausgewertet ergibt sich eine quadratische Gleichung in X, Y und Z, also die Gleichung
einer gewissen Quadrik I', an welche die gefihrlichen Zielpunkte @ gebunden sind. Man tiberzeugt sich sofort, dafl
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diese Quadrik auch die vier Standpunkte P; enthélt. Bei Variation der Standpunktverschiebungen erfiillen die
Quadriken I ein fiinfparametriges lineares System, und man kann auf diese Weise simtliche 0o’ Flichen 2. Ordnung
durch P,, P,, P, und P, erhalten, insbesondere auch die singuliren (Kegel) und die zerfallenden (Ebenenpaare).

Mit Riicksicht auf die Tatsache, daB eine Quadrik im allgemeinen durch neun Punkte bereits bestimmt ist,
hat man also das von K. KiLr1aN und P. Mu1ssL [3] gefundene, fiir die Gefahrlichkeit einer Trilaterationsannahme
hinreichende und bei nicht komplanaren Standpunkten ﬁgh{ notwendige Kriterium:

Satz 9. Gehiren die vier Standpunkte und die sechs Zielpunkte einer Quadrik an, dann liegt fir das rdumliche
Trilaterationsproblem eine gefihrliche Annahme mit im allgemeinen infinitesimaler Unsicherheit vor.

DaB die Anzahl der Zielpunkte dabei nicht auf sechs beschriinkt zu bleiben braucht, geht aus dem Beweisgang
unmittelbar hervor. Da auch die Anzahl der Standpunkte beliebig vermehrt werden kann, bedarf hingegen noch
eines Nachweises, der geometrisch oder analytisch nach dem Muster des ebenen Falles in Abschnitt 4 erbracht
werden kann, so daB seine Ausfithrung hier wohl iibergangen werden darf. Man erhélt damit

Satz 10. Gehoren alle m = 4 Standpunkte und alle n = 6 Zielpunkte derselben Quadrik an, dann liegt eine ge-
fihrliche Trilaterationsannakme mit im allgemeinen infinitesimaler Unsicherheit vor.

Mit Bezug auf das zugehorige Stabmodell besteht der entsprechende

Satz 11. Verbindet man m = 4 Punkte einer Quadrik mit n = 6 anderen Punkten derselben Quadrik auf alle
Arten durch mn starre Stibe, so entsteht bei gelenkiger Ausfiihrung der Knoten ein im allgemeinen wackeliges Fachwerk.

Beide Sitze gelten offensichtlich auch fiir m = 5 und » = 5.

8. Komplanare Standpunkte

Die praktisch wichtige Annahme, daB die vier Standpunkte P; in einer Ebene liegen, wird durch z, = 0 gekenn-
zeichnet. Bei Vorgabe der sechs Standpunktverschiebungskomponenten da,, das, dys, d,, dy,, dz, zerfillt die gefihr-
liche Quadrik I" gemdB D = 0 (7.4) in die Standebene Z = 0 und eine weitere gefihrliche Ebene mit der Gleichung

B0 (X — a,) da,
D' =23 Y, (X — @g) dag + (Y — ) dy, =0. (8.1)
xy Yy (X —a,)day + (Y —y,)dy, ‘t Z dz,
Mit Beniitzung der Abkiirzungen (4.7) lautet diese Gleichung ausgefiihrt
AX + BY + ayy,dzZ — C = 0. (8.2)

Durch Abstimmung der Standpunktverschiebungen 148t sich nun erreichen, daB diese Gleichung identisch
verschwindet. Neben dz, = 0 werden dadurch den iibrigen fiinf Komponenten drei lineare homogene Bedingungen
A = B = C = 0 auferlegt. Dies bedeutet, daB etwa die. Komponenten dz, und dy, noch beliebig vorgeschrieben
werden diirfen, durch die sich dann da,, da; und dy, linear-homogen ausdriicken lassen. Wegen des Fortfalls der
Bedingung (8.2) sind unter diesen Umstéinden simtliche Raumpunkte gefihrliche Zielpunkte. Damit hat man den bei
KririaN-MEeissL [3] verzeiehneten

Satz 12. Gehoren die vier Standpunkte einer Ebene an, dann liegt bei n = 6 beliebig im Raum verteilten Zielpunk-
ten stets eine gefihrliche Annahme des Trilaterationsproblems vor.

Die im allgemeinen infinitesimale Unsicherheit ist dabei zweiparametrig, weil dz, und dy, noch gewéhlt werden
durften. Die Flichenelemente, auf denen bei der zugrundegelegten Beweglichkeit (P, fest, P, auf der z-Achse, Py in
der xy-Ebene) die Zielpunkte @, variieren konnen, gehoren wegen der Konstanz der Entfernungen r1; konzentrischen
Kugelschalen um P; an.!)

Offenbar liBt sich der Sachverhalt auf fiinf komplanare Standpunkte ausdehnen; es treten némlich neben
dz; = 0 zwei zusitzliche Verschiebungskomponenten dz; und dy; mit drei weiteren linear-homogenen Bedingungen
hinzu, was noch immer eine einparametrige Unsicherheit bedeutet.

Satz 13. Gehoren insgesamt fiinf Standpunkie einer Ebene an, dann liegt bei n = b beliebig im Raum verteilten
Zielpunkten eine gefihrliche Annahme des Trilaterationsproblems vor.

Nun dréingt sich die Frage auf, ob man noch einen sechsten Standpunkt Pg(xg, yg, 0) in der Standebene an-
nehmen kann, dessen vorliufig noch unbekannte Verschiebung (dg, dye, 0) mit den — durch Py, ..., Py bereits
festgelegten — Verschiebungen (dX, dY, dZ) aller Zielpunkte Q(X, Y, Z) vertréglich ist. Hierzu miiten neben den
Bedingungen 4 = B = ' = 0 von vorhin noch analoge Bedingungen 4’ = B’ = (¢’ =0und 4" = B" =(C" =0
erfiillt sein, wobei etwa A" und A" jene dreizeiligen Determinanten bezeichnen, die sich von 4 (4.7) nur dadurch
unterscheiden, daB in der letzten Zeile der Index 4 durch 5 bzw. 6 ersetzt ist. Damit hat man fiir die neun verfiig-
baren Verschiebungskomponenten da,, ... , dygneun lineare homogene Gleichungen, deren Koeffizientendeterminante
verschwinden muB, um eine nichttriviale Losung zu gewihrleisten. Bei Ordnung dieses Gleichungssystems nach

1) Bei Beschriinkung der Zielpunkte auf eine bestimmte Ebene (8.2) besteht sogar dreiparametrige infinitesimale Unsicherheit,
weil dann auch noch dz, gewihlt werden darf.
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digs copdag dy‘;, ... » dyg hat die betreffende Determinante nach Kiirzung von sechs Spalten durch y; == 0 die Ge-
stalt

XYy — TgYs XYy ¥ 0 O 0 e e L

Ty — XYy LoYs 0 @y 0 0ol .0

Tale — Tels TaYs 0 O my 0 020030
0 0 0 040y 1w 000

A= 0 0 Q= pne g dynig s 100 (8.3)

0 0 090 150 Yo 0. 50z« il

WYy — XYy wyy ¥ 0 O yy, y, O O

TYs —w5Ys XYy O x5 0 yyy; O y; O

T — WYz TYg O 0 x yyg O 0 g

Als Funktion von x5 und y, aufgefaft ist 4 ein quadratisches Polynom, wie man etwa durch Entwicklung der Deter-
minante nach der 6. Zeile unschwer erkennt. Dies bedeutet, daB der zusitzliche Standpunkt Py an den Kegelschnitt
4 = 0 gebunden ist, der naturgeméB auch die Punkte P, ..., P enthilt und durch diese bestimmt ist. Etwas Der-
artiges war von vornherein zu erwarten: Greift man némlich vier nicht komplanare Zielpunkte @,, ... , @, im Raum
heraus und 14t man sie mit den Standpunkten P, ... , P, die Rolle tauschen, dann miissen diese gemal Satz 9 auf
einer Quadrik liegen; da sie aber einer Ebene angehéren, befinden sie sich auf einem Kegelschnitt. Damit hat man
ein Ergebnis von G. Braua [1] (vgl. auch E. Tsimts [4]):

Satz 14. Liegen simitliche m = 6 Standpunkie auf einem Kegelschnitt, dann liegt bei n = 4 beliebig im Raum
verteilten Zielpunkien eine gefihrliche Annahme des Trilaterationsproblems mit im allgemeinen einparametriger in-
finitesimaler Unsicherheit vor.

Alle Betrachtungen iiber komplanare Standpunkte sind fiir die Praxis von Interesse, weil bei Verwendung
von Hochzielen (Raketen oder Satelliten) die Héhenunterschiede der Bodenstationen relativ klein sind, so daB ge-
fahrliche Annahmen durchaus im Bereich der Moglichkeit liegen und schon die annihernd gefihrliche Anordnung
storende Umsténde bei der Auswertung verursacht.

9. Gefihrliche Annahmen mit unbestimmter Losung im Raum

Wie in der Ebene (vgl. Abschnitt 5) gibt es auch im Raum Annahmen héherer Gefihrlichkeit, bedingt durch eine
stetige Lisungsschar. Das entsprechende Stabmodell ist dann nicht bloB wackelig, sondern in endlichem Ausmaf
stetig beweglich. .

Eine solche Situation liegt beispielsweise in dem bisher stillschweigend ausgeschlossenen Fall kollinearer
Standpunkte vor: Gehoren alle m = 4 Standpunkte P; einer Geraden p an, wihrend die n = 6 Zielpunkte @, beliebig
im Raum verteilt sind, dann bleiben bei voneinander unabhéngigen Drehungen der @, um die Achse p mit den festen
P; simtliche Entfernungen P;@; unveréndert (Freiheitsgrad » — 1 der Deformabilitit). — Ahnliche Verhiltnisse
herrschen auch bei kollinearen Zielpunkten.

Noch hohere Beweglichkeit tritt ein, wenn sich alle Standpunkte P; auf einer Geraden p und alle Zielpunkte
@; in einer zu p normalen Ebene 7 befinden. Dreht man alle @; um p, bis sie in eine Ebene durch p zu liegen kom-
men, so erhilt man eine ebene Konfiguration von dem in Satz 4 und 5 gekennzeichneten Typ, der noch eine gegen-
seitige Verschiebung der P; gestattet (Gesamtfreiheitsgrad n). Versammelt man hingegen durch Drehungen um p
die @; auf einer zu p windschiefen Geraden ¢ in 7, dann werden dieP; um ¢ drehbar und die @, auf ¢ verschiebbar
(Gesamtfreiheitsgrad m). Selbst bei festgehaltenen Geraden p und g, iiber deren Abstand noch innerhalb gewisser
Grenzen verfiigt werden kann, verbleibt noch eine zwangliufige Beweglichkeit, weil im NormalriB auf eine zu P
und ¢ parallele Ebene eine Konfiguration vom DixoN-Typ aus Satz 4 und 5 erscheint (Bild 7).

Bild 7

Satz 15. Werden m = 4 Punkte einer Geraden p mit n = 6 Punkten einer dazu normalen Geraden q auf alle
Arten durch mn starre Stibe verbunden, so entsteht bei gelenkiger Ausfiihrung der Knoten ein Stabwerk von hoher Be-
weglichkeit. Es gestattet oo™ Deformationen bei Erhaltung von p, co™ Deformationen bei Erhaltung von q, und oo® bei
Erhaltung der Geradlinigkeit und Orthogonalitit von p und q.

Der Satz gilt auch fiir m = 5 und » = 5.
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Ein anderes hier anzufiihrendes Beispiel geht auf R. Bricarp [2] zuriick; die Stand- und Zielpunkte verteilen
sich dabei auf zwei Fokalkegelschnitte e und f, das sind Kegelschnitte in zueinander normalen Ebenen, wobei
wechselweise die reellen Brennpunkte des einen mit reellen Scheiteln des anderen zusammenfallen. Im Fall einer
Ellipse e und einer Hyperbel f (Bild 8) konnen die nachstehenden Parameterdarstellungen verwendet werden:

rT=acosu, y =bsinu, 2 =0;

X =cchuw, Y =0, Z =bshv mit ¢ =a%—b2. (-1

®teccesnne

7;

Bild 8

Die reellen Punkte des einen Hyperbelastes werden durch reelle Parameterwerte v erfalt, jene des anderen durch
komplexe » mit dem Imaginirteil 7. Fiir die Entfernung r eines Ellipsenpunktes P(z, y, 0) von einem Hyperbel-
punkt Q(X, O, Z) findet man nach kurzer Rechnung die Formel

r =|achv — ¢ cosu . (9.2)
Wihlt man nun zwei neue Halbachsen @’ und b’ sowie eine Differenzenstrecke d, so kann man (innerhalb
gewisser Grenzen) neue Parameterwerte »’ und v’ gemaf

o’ chv' —achv=c cosu” —ccosu=d mit c¢2%2=a2—0? (9.3)

bestimmen. Damit erhiilt man zwei neue Punkte P’ und @’, deren Koordinaten durch die mit Akzenten versehenen
Darstellungen (9.1) erklirt sind. Die entsprechende Formel (9.2) lehrt dann mit »* = P'Q" = r, daB sich bei der
Verlagerung der Punkte P und @ nach P’ und @’ ihre Entfernung nicht dndert. Diese von der Wahl von a’, " und d
abhingige Verlagerung kann offenbar fiir beliebige und beliebig viele Punktepaare P, @ gleichzeitig vorgenommen
werden; ihre Neulagen P’, @’ verteilen sich dann wiederum auf zwei Fokalkegelschnitte ¢’ und f'.

DaB mit diesen sozusagen erratenen oco3 Deformationen des Stabwerks im wesentlichen alle iiberhaupt mdog-
lichen erfaBt werden, wenn man auch noch rein-imaginire Werte von b’ zuliBt (was den Ubergang der Ellipse e in
eine Hyperbel ¢’ und der Hyperbel f in eine Ellipse f* zur Folge hat), bediirfte noch der Klirung, die jedoch an anderer
Stelle erfolgen soll [6], wo dann auch der Grenzfall konfokaler Parabeln zu beriicksichtigen sein wird. BRICARD
selbst findet blofl co? Deformationen, weil er in [2] lediglich die Annahme d = 0 ins Auge faft. Hervorzuheben wire
demgegeniiber hier vielleicht die spezielle Annahme a’ = a, b’ = b mit d &= 0, die auf eine Deformation unter Er-
haltung der beiden Fokalkegelschnitte fiihrt.

Zusammenfassend gilt jedenfalls in vermessungstheoretischer Deutung

Satz 16. Gehiren m = 4, 5, 6 Standpunkte einem Kegelschnitt und n = 6, 5, 4 Zielpunkte dessen Fokalkegel-
schnitt an, dann liegt eine gefihrliche Annahme des raumlichen Trilaterationsproblems mit dreiparametriger Lésungs-
schar vor.

Uber Verallgemeinerungen auf andere Fokalkurvenpaare soll gleichfalls bei kommender Gelegenheit berichtet
werden. Von einer Aufzihlung simtlicher gefihrlichen Annahmen der rdumlichen Trilateration mit stetiger Lo-
sungsschar — wie sie ja fiir die Ebene vorliegt — ist man vorldufig noch weit entfernt. Zu erwihnen wéren hier
etwa noch die sphdrischen Seitenstiicke zu den Sitzen 4 und 8 [5], die sich zu einschligigen Beispielen ausgestalten
lieen.
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