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Zur Reflexion von Rontgenstrahlen an Kristallen.
Von Walter Wunderlich in Kiel.
Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 27. Mai 1943.)

Es wird die bei der Reflexion eines monochromatischen Rontgenstrahlbiindels
an der ebenen Oberfliche eines Einkristalls entstehende Regelfliche untersucht
und ihre wichtigsten ebenen Schnitte, die als Diagrammkurven auftreten
konnen, werden gekennzeichnet. Ferner wird die Auswertung besonderer Dia-
grammkurven besprochen. '

1. Einleitung.

Seemann verdffentlicht in einer 1930 erschienenen Arbeit?)
Réntgendiagramme von Steinsalzkristallen, die so entstehen, daB ein
groBer Kristall mit ebener Oberfliche ¢ aus einem im Abstand % be-
findlichen Punkt O mit monochromatischem Rontgenlicht angestrahlt
wird und die reflektierten Strahlen von einem ebenen Film  aufgefangen
werden. Da es sich um eine Interferenzerscheinung handelt, gelangen
fiir jede Netzebenenstellung des Strukturgitters nur jene Strahlen des
Biindels O zur Wirkung, die unter einem Braggschen Winkel y ein-
. fallen; y ergibt sich aus
n i

cosy = 52 n=123,...), (1)

wobei A die Wellenlinge der Strahlung und d den Abstand benachbarter
Netzebenen bedeutet.

Geometrisch liegt demnach folgender Sachverhalt vor: Von O
strahlt-ein Drehkegel I’ mit dem Offnungswinkel 2 y aus, dessen Achse z
auf der betrachteten Netzebenenstellung senkrecht steht. I" schneidet
die Oberfliche ¢ nach einem Kegelschnitt ¢, und hier wird jeder Mantel-
strahl parallel zu seiner Gegenerzeugenden reflektiert. Die so ent-
stehende Regelfliche @ schneidet den Film 7 nach der der Netzebenen-
stellung zugeordneten Diagrammkurve q.

Aus dem System dieser Diagrammkurven fiir einen Kristall kénnen
dann Riickschliisse auf die vorhandenen Netzebenen und deren Ab-
stéinde gezogen werden. In der genannten Arbeit wird vor allem die zu ¢
parallele Bildebene 7 durch das Biindelzentrum O betrachtet. Seemann
spricht dabei die Diagrammkurven ¢ ohne Beweis, aber unmil-

1) H.Seemann, Ann.d. Phys. 7, 633, 1930."
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verstindlich als Kegelschnitte an, betont jedoch, da3 die Regelfliche @
kein Kegel ist.

Im Jahre 1941 erfolgt eine sachliche Richtigstellung von
Maierl), wobei nachgewiesen wird, daB es sich bei den fraglichen
Diagrammkurven keineswegs um Kegelschnitte, sondern um doppelt-
symmetrische Quartiken (Kurven 4.Ordnung) handelt, fir die der
Name ,,Spiren‘‘ vorgeschlagen wird.

Seemann erklirt in einer Entgegnung 2), diese Tatsache sei ihm
stets bekannt gewesen und verdffentlicht seinerseits eine ausfithrlichere
Darstellung der obwaltenden geometrischen Verhéltnisse3). Er kenn-
zeichnet nunmehr wie Maier jene speziellen Diagrammkurven als
affine Boothsche Lemniskaten, weist dariiber hinaus auch die zu =
parallelen sowie die zu z normalen Schnitte der Regelfliche @ als
Quartiken nach, vermutet aber ,,vorbehaltlich genauerer Untersuchung*,
daB allgemeine Ebenen die Fliche nach Kurven 8., ja 10.Ordnung
schneiden. '

Da dies nicht zutreffen kann und eine richtige Auswertung der
Diagrammkurven im hyperbolischen Fall (s.u.) noch nicht vorliegt,
scheint es mir nach allem angebracht, den geometrischen Sachverhalt
endgiiltig klarzustellen, obwohl es sich um kein grundlegendes Problem,
sondern bloB um eine reizvolle Anwendung der darstellenden Geometrie
der Regelflichen handelt. Die folgende Untersuchung geschieht vor-
wiegend rein geometrisch, wird jedoch zum leichteren Verstdndnis von
analytischen Entwicklungen begleitet.

2. Ordnung und Eigenschaften der Regelfliche ®.

Es liegt also ein Drehkegel I" mit der Spitze O, der Achse z und dem
Offnungswinkel 2 y vor. Ferner ein Kristall mit der ebenen Oberfliche e,
aus der die zu z senkrechten Strukturebenen unter dem Winkel ¢ aus-
streichen (in Fig. 1 durch waagerechte Schraffen angedeutet). Machen
wir O zum Ursprung und 2z zur Achse eines Systems von Zylinder-
koordinaten r, @, 2, so lautet bei vorldufiger Beschrinkung auf positive r
die Gleichung des unteren Kegelmantels

I'...z= —rctgy, (2)
wihrend ¢ angesetzt werden kann mit :
g...2=—rcosqp-tgd—1 (I >0). (3)

) W. Maier, Ann. d. Phys. 40, 85, 1941. — 2) H. Seemann, ebenda 41,
313, 1942. — 3) H. Seemann, ZS. f. Phys. 119, 374, 1942.
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¢ schneidet I lings eines Kegelschnittes ¢, der im folgenden als
,,Orundkurve‘‘ bezeichnet sei, weil von hier die Regelfliche praktisch
f ausgeht. Fiir den GrundriB ¢’ (Normalri8 in Richtung z auf eine Netz-
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{ Fig.1. Die von reflektierten Rontgenstrahlen gebildete Regelfliche & in Grund- und Aufril.

ebene, etwa z = 0) ergibt sich durch Entfernung von z aus (2) und (3)

die Gleichung y - b l

ctgy — tgd cos (p; (4)

O ist bekanntlich ein Brennpunkt von ¢'.
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Eine beliebige Erzeugende e; von I trifft ¢ in einem Punkt C,
von ¢ und wird daselbst an der dort austretenden Netzebene parallel
zur Gegenerzeugenden e, reflektiert1). FaBi man die so gewonnen:e
Erzeugende f; unserer zu untersuchenden Regelfliche @ als Verbindung
von (; mit dem Fernpunkt E, von e, auf, so erkennt man eine ein-
eindeutige — d.h. projektive — Zuordnung zwischen den Punkten C,
von ¢ und den Punkten E, des Fernkreises w von I'; das Erzeugnis
zweier projektiv aufeinander bezogenen Kegelschnitte ist aber eine
rationale Regelfliche 4. Ordnung 2).

Thre analytische Darstellung erhalten wir folgendermaBen: Die
Gleichung der Erzeugenden f, lautet
fio..z2—2 =‘(r~’rl)-ctgy, (5)

wobei die Koordinaten 7y, ¢, 2; von C'; den Gleichungen (2), (3) und damit
auch (4) geniigen. Nun haben wir bloB »; und 2; zu eliminieren und
erhalten '

(6)

Gehen wir schlieBlich mittels 7 cos ¢ = z und 7 sin @ = y zu kartesi-
schen Normalkoordinaten iiber, so ergibt sich nach kurzer Umformung

D...(2 4 y2) (ztgytgd + 2z + 212 '
' = [(22 4 y2) ctgy + z2tgy tg 0]2, (7)

womit die Ordnung der Regelfliche analytisch bestitigt ist.

21
D...retgy —z = '1‘;%53"@'&;5-

Will man @ mit Hilfe von Leitlinien erzeugen, so stehen hierfiir

die Achse z, der Grundkegelschnitt ¢ und der Fernkreis u zur Ver-

fiigung. Zu beachten ist hierbei bloB, daB ¢ und w einander in zwei
uneigentlichen Punkten U;, U, schneiden (beide Kurven liegen ja
auf I'), so daB sich von der zu erwartenden Regelfliche 2-1-2-2
= 8. Ordnung zwei Strahlbiischel U,, U, abspalten, weiters der Kegel I
selbst, so da schlieBlich fiir die Restfliche & die Ordnung 4 verbleibt.

B ist symmetrisch zur Aufriebene y = 0. Die Achse z ist doppelte
Lestgerade der Fliche, da von jedem ihrer Punkte zwei (zu y = 0 sym-
metrische) Erzeugende ausgehen.

1) Man kann sich diese Reflexion anschaulich machen, wenn man sich
vorstellt, daB die Oberfliche ¢ wie eine Treppe mit feinsten waagrechten
spiegelnden Stufen besetzt ist. — 2) E. Miller u. J. Krames, Vorlesungen
iber darstellende Geometrie, Bd.III: Konstruktive Behandlung der Regel-
flichen (Wien 1931), S. 251. : '

»
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In jeder Ebene y durch z liegen zwei Erzeugende fy, fo von @,
hervorgerufen durch die zwei Gegenerzeugenden e, || f; und e || f1
von I'. Drehen wir x um z, so beschreibt der Schnittpunkt D von f;
und f, eine Doppelkurve?) d der Fliche. Diese kann in unserem Falle
nur ein Kegelschnitt sein, wovon man sich auch elementar leicht iiber-
zeugen kann: Die vier Erzeugenden ey, f1, fa, és bilden ein Parallelo-
gramm 00, DC, (Fig. 1); wegen C;D = 00, liegt D sicherlich in der
aus ¢ durch zentrische Verdoppelung von O aus entstehenden Ebene 9 ;
da ¢ aber unabhiingig von u ist, enthilt sie die ganze Kurve d. Fiihrt
man dann die Addition der Vektoren 0C; und C;.D = 0C,im GrundriB |
durch, so ergibt sich als Ort von D’ ein zu ¢’ homothetischer (d. h.
beziiglich des gemeinsamen Mittelpunktes zentrisch &hnlicher) Kegel-
schnitt d’, dessen Hauptscheitel mit den Brennpunkten von ¢’ zusammen-
fallen: in der Tat, zufolge der gemeinsamen axialen Symmetrie homo-
thetischer Kegelschnitte in jeder Richtung gilt auf jedem Strahl durch
0': 0\D' = 0'C,. |

Da die Regelfliche @ eine doppelte Leitgerade und einen Doppel-
kegelschnitt besitzt, ist sie zur V. Art nach Sturm zu rechnen?2).

Dual zur Doppelkurve d besitzt @ auch eine Doppeliorse 4, d. h.
eine doppelt beriihrende abwickelbare Fliche. Sie wird umhiillt von
den Ebenen v, die Paare zu y = 0 symmetrischer Flichenerzeugenden
aufspannen. Da die Ebenen » zur AufriBebene y = 0 normal stehen,
ist 4 ein zu y paralleler Zylinder, und da unter ihnen als Grenzfall die
Fernebene enthalten ist (aufgespannt von den beiden Fernerzeugenden
Uy, Uy, die vom Fernpunkt der z-Achse nach den Punkten U;,U, zielen),
ist dieser Zylinder parabolisch. — Von seinem Vorhandensein kann man
sich wieder elementar iiberzeugen: Sein Normalschnitt mufB ja von den
Aufrissen der Erzeugenden f; (und f,) eingehiillt werden ; nun liuft aber
f, durch (] parallel zu 0" C, und letztere Gerade ist wieder symmetrisch
zu 0" 0 beziiglich z. Die Richtung von f, ist also projektiv zur Reihe
der Punkte (;, das Hiillgebilde von f, ist demnach eine Parabel 4”.
Der zugehorige Zylinder A berithrt die Regelfliche aus Symmetrie-
griinden doppelt, und zwar lings einer rationalen Raumkurve 4. Ord-
nung mit einem Doppelpunkt in S, die, doppelt gezéhlt, den vollstindigen
Schnitt 8. Ordnung von @ und 4 darstellt. Auf Grund besonderer
Lagen von C; ergibt sich, daB 4 die Ebenen ¢ und z = 0 beriihrt,

1) Nicht Torsal- oder Kehlkurve, wie bei H. Seemann, ZS. f. Phys. 119,
374, bes. 382, 1942. — ?) Miiller-Krames, S.258—260.
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ferner die beiden in y = 0 gelegenen UmriBerzeugenden ¢,, ¢, und
schlieBlich die Achse 2 in ihrem Treffpunkt S mit d. Es 148t sich endlich
zeigen, dafl die Hauptebehe von A unter dem Winkel 6 ansteigt, ferner
daB die Fokalachse in der Ebene ¢ liegt und den FuBpunkt des aus O
auf ¢ gefillten Lotes enthilt (Fig. 1).

Um die Gleichung des Doppelzylinders A aufzustellen, ersetzen

wir in (6) r durch z/cos ¢, was bei festem ¢ die Gleichung einer Beriihr-

- ebene»von 4liefert; nach bekannter Regel ist nun nach dem Parameter ®
(oder cos ¢) partiell zu differenzieren und dieser hierauf zu eliminieren.

.Mavn erhilt
4. (xtgd —22+4l(xtgd 241 =0. (8)

Man beachte, dal A4 vom Winkel y unabhiingig ist.

@ ist eine ,,windschiefe Regelfliche, d. h. lings jeder allgemeinen
Erzeugenden wechselt die Tangentialebene von Punkt zu Punkt. Langs
der vorhin erwihnten Erzeugenden ¢, {, jedoch verhilt sich @ insofern
wie ein Kegel, als hier die zugehdrigen Tangentialebenen zusammen-
fallen und der ganzen Liinge nach berithren. Solche Erzeugende heifien
Torsallinien, ihre Beriihrebenen ,,Torsalebenen‘ und die als Kegel-
spitzen geltenden Punkte ,,Kuspidalpunkte‘. Letztere liegen in unserem
’ Falle auf der Achse z und trennen hier jenen Teil der Doppelgeraden,
' lings dessen eine tatsichliche (reelle) Selbstdurchdringung der Fliche
stattﬁndet, von ihrem isolierten (parasitischen) Teil.

~ Unsere Fliche besitzt aber noch zwei weitere Torsalerzeugende,
die allerdings imaginér sind: Es sind die in der Grundebene z = 0
gelegenen Erzeugenden des Kegels I'. Die zugehérigen Torsalebenen
sind die Minimalebenen z + 4y = 0. Dies ist insofern von Bedeutung,
'\ . als der GrundriB} jeder auf @ verlaufenden Kurve an die den UmriB
abgebenden Minimalgeraden & 4- 7y = 0 beriihrend herantritt, mithin

den Ursprung O als Brennpunkil) besitzt (vgl. etwa c').

Es mag noch ausdriicklich erwéhnt werden, daB der Drehkegel I”
fiir die Regelfliche einen Richikegel abgibt, enthilt er ja zu jeder Er-
zeugenden von @ eine parallele. — Die Fliche @ aber als ,Kegel-
konoid* zu bezeichnen, wie Seemann vorschligt, ist nicht angingig,
da der Name Konoid fiir jene Regelflichen vorbehalten ist, deren simt-
liche Erzeugenden zu einer festen Ebene parallel sind.

) Als Bremnpunkie einer beliebigen Kurve bezeichnet man jene Punkte,
in denen sich die zu den Minimalrichtungen z + iy = 0 parallelen Kurven-
tangenten schneiden.
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Was die Einteilung unserer Flichen @ betrifft, so haben wir drei
Fille zu unterscheiden:

y + 0 < 900: Elliptischer Fall. ¢ und ¢ sind Ellipsen. Uy, U,
sind konjugiert komplex, ebenso u; , Us. Der reelle Selbstschnitt lings 2
findet zwischen #; und fy statt. ‘

y + 6 = 900: Parabolischer Fall. ¢und d sind Parabeln. Uy und U,
fallen in einem reellen Punkt zusammen. % und u, vereinigen sich
mit ¢, zu einer reellen Ferngeraden. Der reelle Selbstschnitt lings z
findet unterhalb ¢, statt.

y 4 6 > 900: Hyperbolischer Fall. ¢und d sind Hyperbeln. Uy, U,
sind reell getrennt, ebenso %, , %e. Der reelle Selbstschnitt lings z finde
auBerhalb #; und ¢, statt.

Bemerkenswert ist vielleicht noch der Fall y = 450, auf den de
allgemeine Fall durch affine Dehnung oder Verkiirzung der z-Koor
dinaten stets zuriickgefithrt werden kann. Hier ist namlich f; 1 €
d.h. die Regelfliche @ ist dann die Normalenfliche des Drehkegels
lings eines ebenen Schnittes cl). -

3. Ebene Schnitte der Regelfliche @.

Wie eingangs erklirt, sind die Kurven auf den Seemannsche
Diagrammen die Schnittlinien der den verschiedenen Netzebener
stellungen zugeordneten Regelflichen @ mit der Filmebene. Da wir
als rationale Regelfliche 4.Ordnung erkannt haben, ist auch jeg.
allgemeine ebene Schnitt eine rationale Kurve 4.0rdnung und kar
niemals 8. oder gar 10. Ordnung sein, wie Seemann [a. a. 0.2), S.39
vermutet; analytisch geht das unmittelbar aus Gleichung (7) hervc
wenn man ,%,z als lineare Funktionen eines Parameters ¢ ansetz

Die drei Doppelpunkte, die eine solche Quartik aufweist, rihr
von den Selbstschnitten der Regelfliche her und liegen demnach a
der Doppelgeraden z und dem Doppelkegelschnitt d. — Von d
vier Fernpunkten der Quartik befinden sich zwei auf dem Fernkreis
und zwei auf den Fernerzeugenden u;, %s. Die letzteren sind im Grur
riB allen Schnittlinien gemeinsam und konjugiert komplex, zusamme
fallend oder reell getrennt, je nachdem ob der elliptische, parabolisc
oder hyperbolische Fall vorliegt.

e

1) Vgl. Miiller-Krames, S. 276. — %) H.Seemann, 7ZS. f. Ph
119, 374, 1942.
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a) Achsennormale Schnitte. Die Ebenen z = const liefern zirkulare
Quartiken, d. h. solche, die (einfach) durch die absoluten Kreispunkte .
gehen. Die Tangentialebenen von @ daselbst sind die oben erwiahnten
Minimalebenen z + ¢y = 0; der auBerordentliche Brennpunkt dieser
Quartiken liegt mithin auf der Achse z. — Hervorzuheben ist die Ebene
z = 0, fiir die der Schnitt in das Minimalgeradenpaar durch O und einen
Kegelschnitt k zerfallt. Auf Grund der Streckengleichheit 0C; = C; P,
(Fig. 1) erkennt man, daB %k durch zentrische Verdoppelung aus c’
hervorgeht. Wegen der festen Neigung aller Flichenerzeugenden sind
deren Abschnitte zwischen z = 0 und z = const untereinander gleich
lang und jeder achsennormale Schnitt kann als Konchoide des Kegel-
schnittes ¥ vom Brennpunkt O aus erhalten werden. Diese Kurven
sind aber sicherlich keine Pascal-Schnecken oder Kardioiden 1), da sie
sonst in den absoluten Punkten Spitzen aufweisen miilten, wahrend
ja bei uns alle Singularititen im Endlichen liegen.

~ b) Oberflachenparallele Schnitte. Die Schnitte parallel zur Kristall-
vberfliche ¢ verlaufen auch parallel zur Ebene ¢} der Doppelkurve d
und liefern daher Quartiken mit zwei unendlich fernen Doppelpunkten:
U, Uy (s.0.). Im elliptischen Falle sind diese konjugiert komplex,
so daB wir es mit affinen Fufpunkiskurven (oder Inversen) von Kegel-

' “$Ghmitten zu tun haben. Von besonderem Interesse ist die den Ursprung O

enthaltende Ebene 7, da in erster Linie diese als Filmtriger herangezogen
wurde; sie ist aber auch rein geometrisch ausgezeichnet, da fiir die zu-
chorige Quartik ¢ der Doppelpunkt O in der Mitte liegt (Fig. 1). Die
“Quartik ¢ ist demnach zweifach symmetrisch und eine affine Boothsche
Lemmniskate. Maier?2) und Seemann?) beweisen dies elementar iiber
die Beziehung 0Q; = C,C,, welche g auf einfachste Weise aus dem
Grundkegelschnitt ¢ abzuleiten gestattet : Es sind die durch M gehenden
Sehnen von ¢ von O aus parallel abzutragen. Auch die weiteren Be-
ziehungen zu d und k gehen aus den in Fig.1 vermerkten Strecken-
gleichheiten auf dem Fahrstrahl durch O’ zur Geniige hervor (,,Zissoidale

Erzeugung®).

Setzt man in (6) z = — 7 cos @ - tg 0, so erhilt man als Gleichung

fiir die Quartik
. 21-tgy
foieT = 1—tg2ytg?d-cos?e’

z+rtgd-cos g = 0. 9)

1) H. Seemann, a.a. 0., S.374 und Fig. 10. — 2) W. Maier, Ann. d.
Phys. 40, 85, 1941. — 3) H. Seemann, ZS. f. Phys. 119, 374, 1942.
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Im hyperbolischen Fall sind die Ferndoppelpunkte U,,U, reell
und getrennt. Die Quartik q besteht aus vier hyperbelartigen Asten,
von denen im Réntgendiagramm allerdings nur zwei auftreten. Von den
vier Asymptoten sind je zwei parallel, es geht aber keine durch O, was
schon aus Symmetriegriinden nicht statthaben kann. Wir konnen die
beiden Asymptoten von U,; konstruieren, indem wir daselbst die
Tangentialebenen von @ bestimmen und mit 7 schneiden; eine dieser
Beriihrebenen wird aufgespannt von der Tangente an ¢ und der Er-
zeugenden wu,; erstere ist Asymptote von c, letztere geht durch den
Fernpunkt der z-Achse (s. 0.), so daf die gesuéhte Beriihrebene parallel
zu 2z verlduft: Das Asymptotenpaar der Grundhyperbel ¢ deckt sich im
GrundriB mit einem Asymptotenpaar der Quartik q (das andere ergibt
sich durch Symmetrie). Dieses Zusammenfallen findet in einem anderen
ParallelriB auf 7z natiirlich nicht mehr statt, insbesondere auch nicht
im NormalriB, wie Maier (a.a.O. S.101 und Fig. 11) irrtiimlich an-
nimmt. '

Im parabolischen Fall riicken U; und U, zusammen, die Quartik
weist mithin in ihrem Fernpunkt eine Selbstberiihrung lings der Fern-
geraden auf. Da der Doppelpunkt O wie in allen Fillen fiir ¢ einen
Brennpunkt darstellt, handelt es sich hier um die Kampyla des

Eudoxus1):
i 21.tg )
g =gy (9

q selbst ist eine Affine hiervon.

¢) Schnitte 2. Ordnung. Bemerkenswert sind schlieBlich noch die
Tangentialebenen des parabolischen Zylinders 4, die die Regelfliche ¢*
nach je zwei Erzeugenden und einem Kegelschniit, also einer zerfallenden
Quartik durchsetzen. Wir kennen hiervon bereits die Kegelschnitte ¢
und % (die Doppelkurve d steht auBerhalb der Reihe). Alle diese Kegel-
schnitte haben im GrundriB O’ als gemeinsamen Brennpunkt und
Ahnlichkeitszentrum; die Ahnlichkeit folgt aus dem Vorhandensein
der Fernerzeugenden u,, g, die im GrundriBl das allen Kurven gemein-
same Fernpunktepaar Uj, U; hervorrufen.

Es ist also durchaus nicht ausgeschlossen, auch bei dieser An-
ordnung Kegelschnitte als Diagrammkurven zu erhalten, allerdings
bloB vereinzelt; die Filmebene miiBte den Zylinder A beriihren.

1) H. Wieleitner, Spezielle Ebene Kurven (Samml. Schubert, Bd. 56),
S. 69.
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4. Auswertung der Quartik q. /

Es handelt sich nun um die Aufgabe, bei Kenntnis des Abstandes
h = 1 cos ¢ zwischen Filmebene z und Kristalloberfliche &, aus einer
aufgenommenen Diagrammquartik ¢ den Braggschen Winkel y und
die Streichrichtung 6 der zugehérigen Strukturebenen zu bestimmen.

a) Elliptischer Fall. Die Quartik ¢ ist eine geschlossene, doppelt
symmetrische Kurve. Es liegt daher nahe, die beiden Halbachsen a, b
auszumessen. Auf Grund von (9) gilt

_r® 2htgy

T cosd  cos?d — tg2ysin?d’ (10)
- w\ _ 2h tgy
= r(?) ~ coséd (11)
Durch Entfernung von y ergibt sich fiir cos 6 die kubische Gleichung
4h? ‘ 4 h?
cos36—|—(b—2—1) cosé—ﬁ=0; (12)

y ergibt sich anschlieBend aus (11).

Seemann [a.a.0.1), S.638] gibt die entsprechende kubische
Gleichung fiir tg ¢ an, schlagt aber ein zeichnerisches Losungsverfahren
vor, das folgendermaBen abgeleitet werden kann: Aus Fig.1 folgt
zunichst, daB die Hauptachse der Grundellipse ¢ die Linge @ hat,
wahrend ihre y-parallele Sehne durch .M gleich b ist. Denken wir uns
diese Sehne um die z-Achse in die AufriBebene gedreht, so gelangen
ihre Endpunkte auf die Umrierzeugenden des Drehkegels I" und es
entsteht nach Weglassung aller unnétigen Linien das nachstehende
(um- ¢ gekippte) Schema:

DasVerfahren geht nun so vorsich:
Man zeichnet (in geniigend grofem
MaBstab) zwei Parallelen ¢ und = im
Abstande A und dreht hierauf die
Strecke 4B = b um ihren festge-
haltenen Mittelpunkt M so lange, bis
ihre Projektion 4y By aus dem Punkt O Fig. 2. Zeichnerische Auswertung der
der Mittelsenkrechten die Lingeg hat. =~ Quartik ¢ im elliptischen Fall.
Die gesuchten Winkel y und ¢ sind dann wie ersichtlich unmittelbar
abzulesen.

!) H. Seemann, Ann. d. Phys. 7, 633, 1930.
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Maier (a.a.O. S.97) hilt die Strecke 4,8y = a fest und ver-
andert den Punkt O auf z; seine richtige Lage wird dann mit Hilfe
einer Fehlerkurve bestimmt. — Eine solche Fehlerkurve wird man
zweckmiiBig auch fiir das Seemannsche Verfahren heranziehen; man
kann etwa die Abweichung der Strecke 4y,B, von der geforderten
Lénge @ als Ordinate iiber B, auftragen (mit Beriicksichtigung des
Vorzeichens!) und erhilt so eine Kurve, deren Schnitt mit ¢ den richtigen
Ort von B, liefert. )

b) Parabolischer Fall. Hier ergibt sich aus der gemessenen Halb-
achse b auf Grund von (9') unmittelbar

cosy = sind = gblb (13)

Im iibrigen tritt dieser Sonderfall nicht von selbst auf und wiire auch
gar nicht als solcher zu erkennen.

¢) Hyperbolischer Fall. Da von den vier Asten der Quartik ¢
bei der Aufnahme nur jene beiden auftreten, deren Scheitel auf der
y-Achse liegen, fehlt die Halbachsenlinge a. Seemann [a.a. 0.1),
S. 641] zieht daher noch einen allgemeinen Punkt von ¢ heran, setzt
aber ¢ noch falschlich mit einer Hyperbelgleichung an. Maier 2) benutzt
statt dessen die Asymptoten; abgesehen davon, dall deren Festlegung
durch gefithlsméBiges Anlegen nicht als hinreichend genaues Kon-
struktionsprinzip angesehen werden kann, wird iiberdies ange-
nommen, daB sie sich im NormalriB ' auf & mit den Asypmtoten
der Grundhyperbel ¢ decken, was, wie bereits unter 3 b) erwihnt,
nicht zutrifft.

Um einen allgemeinen Punkt von ¢ zu verwerten, bendtigt man
die Gleichung der Quartik in N ormalkoordinaten. Aus (9) folgt
zunéchst

(@2 4y — 22 tg2ytg2 )2 — 4 12tg2y (a2 + y?) = 0 (14)

und nach Ubergang zu Normalkoordinaten &, 7 in der Filmebene =
vermdge ¥ = £cos 0, y = 17

cos? 0

[£2 (cos2 & — tg2 y sin2d) + 72]2 — (E2cos2d + 72) = 0. (15)

1) H Seemann, Ann. d. Phys. 7, 633, 1930. — %) W.Maier, ebenda 40,
85, 1941.
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Mit man nun die Halbachse b und die Koordinaten &, 7, eines
allgemeinen Punktes von ¢ aus, so erhilt man nach Entfernung von y
vermoge (11) die Bestimmungsgleichung 4. Grades fiir cos2d:

b? b2 9
[53 (472 costd + (1 — 4—h5) cos? 6) + 173] — B*(Egcos®S + 7o) =0. (16)
y ergibt sich dann wieder aus (11). '

Hiermit diirfte die Geometrie der Regelfliche @ und ihrer ebenen
Schnitte hinreichend und endgiiltig geklirt sein.

Was schlieBlich die von Maier beobachtete ,,Knotenbildung*
der Quartiken g betrifft, d. h. die Erscheinung, daB in einem Diagramm
mehrere Kurven durch einen Punkt gehen, so ist dies meines Erachtens
eine rein zufillige Inzidenz, die bei der Vielzahl der auftretenden Dia-
grammkurven nicht sonderlich iiberraschen darf und die gar nicht genau
vorhanden ist, da sie sich theoretisch nicht begriinden laBt.

Kiel, im April 1943.




