Walter Wunderlich, Wien

WINDSCHIEFE GELENKSECHSECKE MIT SCHNEIDENDEN
DIAGONALEN

ZUSAMMENFASSUNG

Ein geschlossenes rdumliches Sechseck, dessen drei Diagonalen einen Punkt
gemeinsam haben, ist im allgemeinen durch die Léangen seiner Seiten und Diago-
nalen der Gestalt nach bestimmt, wenn auch nicht unbedingt eindeutig. Ein ent-
sprechendes Stabmodell wird daher fiir gewohnlich starr sein, selbst wenn die
Knoten gelenkig ausgefiihrt sind. Die Ermittlung der Gestalt 1483t sich nach Ein-
fihrung geeigneter Parameter auf den Schnitt von drei kubischen Zylindern
zuriickfiihren und erweist sich als Problem 25. Grades. Fiir besondere Abmessungen
kann das Stabwerk jedoch beweglich ausfallen, und zwar entweder infinitesimal
(wackelig, beispielsweise bei orthogonalem Diagonalentripel), oder sogar in end-
lichem Ausmaf} stetig, z. B. bei paarweise gleichen Gegenseiten und gleichen
Diagonalen. Bilden die drei Diagonalen in der Ausgangslage Raumdiagonalen
eines Wiirfels, dann kénnen die Kugelgelenke in den Knoten durch Zylindergelenke
ersetzt werden.

1. EINLEITUNG

Sei A,B,A3B,A,B; ein ridumliches Sechseck mit der Léange nach bekannten
Seiten A4;B;,, = a;, B; A;+, = b, und Diagonalen 4; B, =¢, ({ = 1, 2, 3, mit
allfdlliger Reduktion modulo 3). Werden die Seiten und Diagonalen als starre
Stibe ausgebildet und durch sphirische Gelenke in den Knoten verbunden, so
entsteht ein Mechanismus vom Freiheitsgrad 3: Bei den 6 - 3 = 18 Knoten-
koordinaten kann nimlich iiber sechs verfligt werden, indem man etwa A, im
Ursprung, B, auf der x-Achse und 4, in der xy-Ebene eines kartesischen Normal-
koordinatensystems annimmt. Die restlichen 12 Koordinaten unterliegen dann,
den gegebenen Abmessungen entsprechend, bloff 9 Bedingungen, sodaf eine
dreiparametrige Losungsmannigfaltigkeit auftritt.

Verlangt man zusitzlich, daB8 die drei Diagonalen stets einen Punkt O ge-
meinsam haben sollen, so treten drei weitere Bedingungen hinzu — etwa das Ver-
schwinden der drei Tetraederinhalte A;B; Ay, B;,, ausdriickend —, und der
Freiheitsgrad reduziert sich auf null: Ein solches Stabwerk wird im allgemeinen
starr sein. Fir spezielle Abmessungen kann aber der besondere Fall eintreten,
daf3 das Stabwerk ausnahmsweise beweglich ausfillt, und zwar in endlichem Ausmaf}
stetig oder wenigstens infinitesimal (»wackelig«). Der Feststellung deratiger Sonder-
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falle ist die vorliegende Untersuchung hauptsichlich gewidmet; eine vollstindige
Klérung dieser schwierigen Frage konnte allerdings noch nicht erzielt werden.

Die technische Realisierung solcher Mechanismen wéire wegen der Kugel-
oder Kardangelenke in den Knoten sowie der Schliee beim Diagonalenschnitt-
punkt O zweifellos sehr schwierig, doch lassen sich primitive Studienmodelle
aus Plastik-Trinkhalmen leicht improvisieren, indem man diese mittels durch-
gezogener Féaden verkniipft und die drei Diagonalen bei O durch eine lockere
Schleife oder einen Ring verbindet.

Jede Seite eines Sechsecks der geschilderten Art trifft nicht nur die beiden
Nachbarseiten, sondern — bei hinreichender Verlangerung — auch die Gegen-
seite, weil sie mit dieser in einer von zwei Diagonalen aufgespannten Ebene liegt
(Abb. 1). Hieraus folgt, daf3 das Seitentripel a,, a,, a; einem Regulus angehort, und
ebenso das Tripel by, b,, b3 dem erginzenden Regulus. Das Sechseck verlauft
demnach zur Génze auf einer Quadrik.

Abb. 1

Sucht man auf jeder Diagonale zum Schnittpunkt O den beziiglich der Enden
A; und B; harmonischen Punkt C; auf, und wirft man anschliefend die Ebene
C,C,C; durch eine Raumkollineation ins Unendliche, so erhilt man ein transfor-
miertes Sechseck mit parallelen Gegenseiten, dessen Diagonalen einander halbieren.
Es bildet mithin einen geschlossenen, zentrisch-symmetrischen Kantenzug auf einem
Parallelepiped. Wird. dieses schliefilich durch eine Affinitdt in einen Wiirfel ver-
wandelt, so gelangt man zu einer reguldren Normalform, bestehend aus einem
gleichseitigen Sechseck mit lauter rechten Winkeln, welches die Endpunkte von
drei Wiirfeldiagonalen verbindet. An diesem Wiirfel-Prototyp lassen sich simtliche
projektiven Automorphien des urspriinglichen Sechsecks bequem erkennen, also
jene Kollineationen, welche es in sich tiberfiithren. Es sind dies: Eine involutorische
Zentralkollineation 4; «» B; (Zentrum O, Fixebene C, C, C;); drei weitere invo-
lutorische Zentralkollineationen vom Muster A,, B, fest, A, <> A3, B, <> Bj;
drei involutorische Achsenkollineationen von Muster 4, < B, A, < B;, A3 <B,;
und schlieBflich (abgesehen von der Identitdt) zwei Kollineationen der von
A; > Ay, B; - B;,, erzeugten zyklischen Gruppe 3. Ordnung.

Satz 1. Die windschiefen Sechsecke mut schneidenden Diagonalen sind unter-
einander kollinear und gestatten je neun automorphe Kollineationen. Fedes solche
Sechseck gehirt einer Quadrik an.
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2. GRUNDGLEICHUNGEN

Werden die Knoten 4,, A,, A5 durch die von O ausgehenden Ortsvektoren
X,, X,, X; festgelegt, so konnen die Ortsvektoren fiir B 1> By, By durch 'y, = — 1x,,
Y2 = — pX,, Y3 = — vX; angesetzt werden. Vermoge der gegebenen Abmessungen
(vgl. Abb. 1) bestehen dann die Beziehungen

(X + pxy)*> = al, (%, + vx;)2 = a, (X3 + ix,)? = a%;
(Ko + A2 =B (ks o) = B (x, o+ vmy)? — B 2.1
A+D2x2=c2 (1 + p)? x;=¢, (1+»2x2=c

Dies sind neun Gleichungen, aus welchen sich die drei Faktoren 2, p, v und die
sechs Skalarprodukte x; x, ermitteln lassen. Letztere legen fiir 7 = & die Betrige
der Vektoren x; sowie fiir 7 + 2 die Winkel fest, welche sie miteinander ein-
schlieBen. Damit ist die Form des Sechsecks bestimmt, wihrend die Lage im
Raum noch frei bleibt.

Schafft man nach Ausquadrieren der Binome in den ersten sechs Gleichungen
die gemischten Skalarprodukte weg und driickt man die skalaren Quadrate durch
die Formeln der letzten Zeile aus, so erhilt man die nachstehenden Bestimmungs-
gleichungen fir 4, u, »:

At pg el — bt
I+ (1+w? 1—ap °

p; v pa— b 29
THaE  TFw - T el
v A vad—a?
I+ A+ 1=

Durch Ubergang zu den neuen Parametern
w= 1+ 2, 0= w1l + ), w = (1 + ) (2.3)
gelangt man zu den »Grundgleichungenc

[u(l —uw) — (1l — )] (1 —u— ) = a?u(l —v) — b2 (1 — u),
[o(1 —v) — (1l —w)] (1 —o —w)=ap(l —w) —bw(l —v), (2.4
[ (1 — ) — 2 (1 — )] (1 —w—u)=aw(l —u — bu(l —w).

Bei Deutung der Gréflen u, v, w als kartesische Koordinaten in einem Pa-
rameterraum beschreiben die Gleichungen (2.4) drei kubische Zylinder I’ 15 495 T3,
deren Erzeugenden jeweils die Richtung einer Koordinatenachse haben. Jedes Lo~
sungstripel (4, v, w) des Gleichungssystems stellt einen Schnittpunkt P der drei
Zylinder dar. Da die Zylinder im allgemeinen keine gemeinsamen Fernpunkte
besitzen, ist mit 33 = 27 eigentlichen Schnittpunkten zu rechnen ; von diesen
sind aber zwei von vornherein bekannt, nimlich (0, 0, 0) und (I, I, 1) die aller-
dings ohne Interesse sind. Es gilt mithin der die im allgemeinen bestehende Starr-
heit des Stabwerks bestitigende
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Satz 2. Ein windschiefes Sechseck mit schneidenden Diagonalen ist durch die
Ldingen der Seiten und der Diagonalen fiir gewihnlich der Gestalt nach bestimm,
wenn auch nicht unbedingt eindeutig. Im allgemeinen ist die Ermittlung der Form
ein Problem 25. Grades.

Auf weitgehend graphischem Wege konnte man nach geldufigen Regeln der
darstellenden Geometrie die Durchdringungskurve 9. Ordnung zweier der kubi-
schen Zylinder I'; ermitteln und ihren Normalrifl auf die Basisebene des dritten
aufsuchen. Diese Bildkurve von ebenfalls 9. Ordnung ist dann mit der dritten
Basiskubik zu schneiden (Abb. 2a-c). Jedes so gefundene Tripel u, v, w legt dann
geméf (2.3) tiber A, u, v mittelbar die Diagonalenabschnitte OA; und OB, fest,
aus welchen sich mit Beniitzung der Seitenlingen samtliche Teildreiecke 04, B,
des Stabwerks zusammensetzen lassen.! Die abschlieBende Zusammenfiigung der

Abb. 2a

Dreiecke ist elementar zu vollziehen. — Die Zylinderbasen 3. Ordnung (2.4) sind
fiur gewodhnlich vom Geschlecht 1. Zur Konstruktion der ersten etwa setze
man entweder v = tu oder v = ¢ — u; zu gewihltem ¢ ergibt sich dann » durch
Auflosung einer quadratischen Gleichung. Geometrisch bedeutet dies die
Erzeugung der Kubik durch ein Strahlbiischel und ein dazu projektives Kegel-
schnittsbischel.

! Den Abbildungen 2a-c liegt die Annahme ay=b; =35, a=0>b,=3, a3 = by = 4,
¢y =5, ¢; = 10)/3]7 = 6'54654 und c; = 5)/2 = 707107 zu Grunde. Hierzu gehéren fiinf
(reelle und nichttrivale) Lésungen (u,,w), reprasentiert durch die Punkte P,(0.5,0.5, 0,5), P, (0.2,
0.3, 0.4), P, (0.8,0.7, 0.6), P5 (0.098, 0.250, 0.404) und P, (0.902, 0.750, 0.596). Ihnen ent-

sprechen fiinf starre Formen des Stabwerks, von denen, bedingt durch die Annahme, die erste
zentrisch-symmetrisch ist und die iibrigen paarweise spiegelbildlich kongruent sind (vgl. Abschnitt 5)
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3. WACKELIGE STABWERKE

Haben die drei kubischen Zylinder I'; (2.4) zwei eng benachbarte Schnitt-
punkte gemeinsam, so besitzt das zugehorige Sechseck zwei wenig voneinander
verschiedene Formen. Das betreffende Stabmodell gestattet dann auf Grund der
Elastizitit des Materials und des unvermeidlichen Spiels in den Gelenken einen
sprunghaften Ubergang zwischen zwei Positionen.
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Riicken die beiden Loésungen ganz zusammen, dann entsteht ein wackeliges
Stabwerk mit »infinitesimaler« Beweglichkeit, die jedoch am Modell deutlich merkbar
sein wird. Jedem Punkt x des Stabwerks kann dabei ein Geschwindigkeitsvektor
% zugeordnet werden, der unter Verwendung eines geeigneten Lageparameters ¢
durch den tiblichen Grenziibergang beim Zusammenriicken zweier Nachbarlagen
zu erkléren ist. Er stellt ein relatives Maf3 fiir die differentielle Verschiebung dx =
= X - dr des betreffenden Punktes dar. Wesentlich ist natiirlich die Ubereinkunft
iber das feste Beobachtersystem. "

In einem solchen Grenzfall haben die drei Zylinder I'; ein Linienelement (u, v, w;
du : dv : dw) gemeinsam. Mit Beniitzung der Abkiirzungen

¢ —a} =p,, i1 — bl =g (3.1)
nehmen die Zylindergleichungen (2.4) folgende Gestalt an:
(6> — 30 (u + 02— 2) = (p, — g) v — pru+ gy o,
@ =)+ w—2)=(p, —g,)om — p, 0 + g, w, (3.2)
(cFw? — ctu?) (w tu—2)=(ps —q;)wu — pyw + qsu.
Durch Ableitung folgen daraus fiir die Inkremente du, do, dw iiber
2(clu du — v dv) (u + v — 2) + (G u* — 2 v?) (du + dv) =
= (1 — q1) (v du + udv) — p1 du + q, dv etc.
Relationen der Bauart
frdu =g, dv, f, dv =g, dw, f, dw = g3 du (3.3)
mit fl:3cfu2+2cfuv—c§7)2—4cfu—(p1—ql)v—f-pl,
&1 =360 + 20 — 2 y? — 4c;v + (py — q1) u + ¢, etc.
Elimination der Differentiale fiihrt schlieBlich auf eine Wackelbedingung der Gestalt

fifafs = 8182835 (3-4)

neben der natiirlich noch die Grundgleichungen (3.2) zu beachten sind. Mit deren
Hilfe wiren im Prinzip die Parameter 4, v, w fortzuschaffen. Eine geometrische
Kennzeichnung der’ wackeligen Sechsecke mit schneidenden Diagonalen steht
noch aus.

Liegt nun eine einschlégige Annahme vor, so kann man aus (3.3) Verhiltnis-
werte fir du : dv : dw angeben. Uber die Ableitung der Umkehrformeln von (2:3),

némlich
A=ul(l —u), p=o/(1 —v), »=wl(l — u), (3.5)
stchen dann auch entsprechende Verhaltniswerte fiir
di:du:dv=dul(l —u)?: avl(1 — 2)? : dw/(1 — w)? (3.6)

zur Verfligung. Mit Beniitzung der abgeleiteten Ausgangsgleichungen (2.1) lassen
sich schliellich die Knotenverschiebungen dx,, dx,, dx; beziiglich des Diagonalen-
tripels x,, X,, x; ermitteln. Wie dies zweckmiflig geschieht, wird fiir einen Son-
derfall im néchsten Abschnitt niher ausgefiihrt.
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4. SECHSECKE MIT ORTHOGONALEM DIAGONALENTRIPEL

Fir ein Sechseck, dessen Diagonalen einander unter rechten Winkeln treffen,
vereinfachen sich die Ausgangsgleichungen (2.1) wegen X; X, =0 bei 7+ k auf
X; + p? x; = a? usf. Man erkennt zunichst leicht die notwendige (aber nicht
hinreichende) Bedingung

ai + @} + a? = b? + b2 + b2 (4.1)
Es soll nun gezeigt werden, daf3 es sich um ein wackeliges Sechseck handelt.
Zu diesem Zwecke werden vorerst die Ableitungen von (2.1) gebildet. Dies

fiihrt nach dem Muster
X +p X,) (X, + uk, + bx;) =0 (4.2)
mit Beachtung von

Xk, = — Gl + ) = — px(1 + p)
auf sechs Gleichungen der Bauart
X, X +ux X +pux, X, —ux,%, =0 etc (4.4

Zerlegt man nun die Geschwindigkeitsvektoren in Komponenten parallel zu den
Diagonalen, etwa durch den Ansatz

X, =&z +n 2z, + £z, mit Z, = X,/X,2, (4.5)
so ergeben sich aus (4.4) fiir die neun Koeffizienten die sechs linear-homogenen
Gleichungen

i +uln + & —n) =0, N2 + (& + 5y — &) =0;
7]2‘|‘7’(52+7]3—C3):0> s +ll(773+é-2_7]2):05 (4.6)
(s +l<§3+51_51):03 §1+V(C1+§3—53):0-

Jetzt kann noch iiber das feste Bezugssystem verfiigt werden. Sei dessen
Ursprung im (festgehaltenen) Diagonalenschnittpunkt O, moge die x-Achse mit
der Diagonale 4, B, zusammenfallen und die xy-Ebene stets auch die Diagonale

2 B, enthalten. 4, und B, riicken dann bei der Wackelbewegung blof3 auf der

x-Achse weiter, wihrend 4, und B, sich lediglich in der xy-Ebene verschicben.
Mit Riicksicht auf die entsprechenden Voraussetzungen

N =0=_(=0 (4.7

reduziert sich die Anzahl der Unbekannten in (4.6) auf sechs, und die Wackeligkeit
des Stabwerks ist gewihrleistet, wenn die Gleichungen linear abhingig sind.
Dies ist tatsichlich der Fall, denn aus den jeweils in einer Zeile stehenden
Gleichungspaaren folgen die Ansitze
r=eu(l+D=0v(l +2), & =0 (M — 1),
Mm=0A(l+p)=1v(l +u), & =0a(vA—1), (4.8)
Cs=ad(l+ M) =mu(l +4), n3=1@vr— 1),
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die fiir g : 0 : 7 = » : pu : 1 vertriglich sind. Es ist demnach

51:52:53:772:773:53:(1—i—/l),uv:(ly—l)v:(lv—l),u:

A @Ay iy — DA (1 + 9) A (@.9)
Damit sind tber (4.5) die Verschiebungsgeschwindigkeiten %, der Knoten 4, bis
auf einen willkiirlichen Proportionalititsfaktor bestimmt. Fiir die Knoten B;
lassen sich die Geschwindigkeitsvektoren ¥: nach dem Muster ¥, = (— ux,) =
= — (X, — u%X, unschwer hinzufiigen, wobei v aus (4.3) zu entnehmen ist. —
Es gilt also jedenfalls

Satz 3. Ein windschiefes Gelenkseckseck mit rechtwinklig schneidenden Diago-
nalen ist zumindest wackelig.

Unter Umstinden kann sogar stetige Beweglichkeit in endlichem Ausmaf
bestehen, beispielsweise fiir jenes Stabwerk, das aus den drei Diagonalen eines
reguldren Oktaeders und dem sie verbindenden Kantenzug besteht (vgl. Satz 4).

5. STETIG BEWEGLICHE STABWERKE

Haben die drei (eventuell zerfallenden) kubischen Zylinder I'; (2.4) nicht blof3
diskret verteilte Punkte, sondern eine ganze Linie gemeinsam, so existiert eine
stetige einparametrige Schar von Losungstripeln (u, v, w) und das Stabwerk ist
in einem endlichen Bereich zwangliufig beweglich.

Ein solcher Fall liegt beispielsweise vor, wenn die Gegenseiten des Sechsecks
paarweise gleich sind und auch die drei Diagonalen gleiche Liange haben. Unter
diesen Voraussetzungen

a=0b, ¢=c (=123 (5.1)
reduzieren sich die Grundgleichungen (2.4) auf

Au—v)(1 —u—12)?=a(u— o),
@ —w)(l —v—w)?=a(v— w) ' (5.2)
Aw—uw(l —w—u?=a(w—u.

Die drei Zylinder zerfallen mithin in je drei Ebenen — I'y etwa in u = v und
uv — 1 =+ a;/c — und haben die Gerade u — v = w gemeinsam, woraus
tuber (2.3) oder (3.5) 2 = u = » folgt; in der Mittelstellung 2 =y = v = 1 be-
deutet dies Parallelitit der Gegenseiten2.

Fir das Studium der nunmehr erkannten Beweglichkeit des vorliegenden
Stabwerks empfiehlt sich der Ubergang zu Kugelkoordinaten 7, ¢, . Die Gleichheit

% Die zu den iibrigen acht diskret verteilten Schnittpunkten der restlichen Ebenen gehérigen
Formen des Stabwerks arten aus, weil sie auf die gleichzeitig unerfiillbaren Relationen XX, =
= — | x; | - | x| fiir alle { # % fiihren.
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der Diagonalenabschnitte OA4; =r = ¢/(1 + 1) bzw. OB; =r — ¢ erméglich+
den Ansatz

Ay ...x; =rcosypcos g, y, =rcosysing;, 2z =rsiny; (5.3)
B,..% =(r—c)cospcosg;, y,=(r—c)cosysing;, 2z = (r—c)siny.
Die Seitengleichheit A,B, = B;A4, = a, fiihrt dann tber
[r cos ¢, — (r — c) cos @,]* cos? p + [rsing, — (r —c) sin @)% cos?yp +
+ c?sin?yp = a?
auf die Beziehung

o P2 — P : 2 _ Py
sin ———— =5, mit s} T —rcry (5.4)

wobei gemafl (3.1) p, = ¢*> — a. Analoge Ausdriicke bestehen fiir s, und s;.
Aus der Identitat

P2 — P1

P3 — P2 P — @3
3 =0

)

+

folgt weiter mit Beniitzung von (5.4) mittels geldufiger trigonometrischer Formeln
die Relation

2°:2 2 .2 2 22 2 2 2\2 __ 2 2 .2
4(s,sz—|—s253+sssl)—(sl—}-sz+s3 = 457 52 52
oder

P1 D203

4(pyp2 +P2Ps +P301) — (1 + P2+ 03)° = 7(c — 1) cos’y’ (5.5)
Es gilt mithin
; P12 P3
— 2y = m? mit m* = . (5.6
rle—n)cosy = mit = ) — R TR O
Mit Riicksicht auf (5.4) hat man daher
s} = p,/4m? = const. (5.7

Hilt man also ¢, fest — etwa durch die Annahme ¢, = 0 —, dann sind auch ¢,
und @, konstant. Das Stabwerk elaubt demanch eine Bewegung bei festem Zen-
trum O und fester z-Achse, in deren Verlauf die Knoten A; auf ebenen Bahnen
R, wandern.

Diese Bahnkurven k; werden jeweils durch ¢; = const und die Polargleichung
(5.6) beschrieben. Sie sind offensichtlich untereinander kongruent und werden,
wie der Tausch von r und ¢—r lehrt, gleichzeitig auch von den Knoten B; durch-
laufen. Der Ubergang zu kartesischen Koordinaten x = r cos y, 2 = r sin ¢ zeigt,
daB es sich um doppelt-symmetrische algebraische Kurven 6. Ordnung mit der
Gleichung

(x2 + 22) (x% + m?) 2 = 2x* (5.8)
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Abb. 3

handelt. Das Aussehen einer solchen, tiir 0 < 2m < ¢ aus zwei Ovalen bestehenden
Sextik & zeigt Abb. 3. Die ihr angehorenden Punkte 4 (v, ), B (r — ¢, ), C (— 7,
— y)und D (¢ — r, — ) bilden ein Ansiparallelogramm mit den Seiten AB = CD =
=c¢ und 4D = BC =d, wobei d?> =c? — 4m?, wie man leicht nachpriift.
Dies ermoglicht die folgende kinematische Erzeugung: k ist gemeinsame Bahn der
vier Ecken des Antiparallelograms ABCD, wenn dieses so bewegt wird, daf} sein
Seitenschnittpunkt O und die Symmetrale z festbleiben. Oder, mit Hinblick auf
die bekannten Polkurven des Antiparallelogramms: % ist die gemeinsame Bahn der
Brennpunkte einer Ellipse mit den Achsen ¢ und 2m, wenn dieselbe am festen
Linienelement (O, z) entlanggleitet; die Ellipsenevolute (eine affine Astroide) rollt
dabei gleitfrei auf der Elementennormale x ab (Abb. 3). — Wegen der festen Durch-
messerldnge AB = ¢ ist die Kurve % ihre eigene Konchoide; sie konnte mithin
als »Autokonchoide« angesprochen werden.

Die Ergebnisse seien zusammengefafit in

Satz 4. Ein windschiefes Gelenksechseck mit paarweise gleichen Gegenseiten
und schneidenden Diagonalen gleicher Linge ist zwanglaufig beweglich. Es kann
bei festgehaltenem Diagonalenschnittpunkt so wverformt werden, daf3 die sechs
Ecken paarweise. drei ebene, untereinander kongruente Kurven 6. Ordnung durch-
laufen.

In der Mittelstellung (A = u = » = 1) besteht das Stabwerk aus drei Diago-
nalen eines Parallelepipeds und dem sie verbindenden Kantenzug. L#fit man die
bisherige Voraussetzung gleicher Diagonalenlinge fallen, so ist das auch dann
noch in der Mittelstellung zentrisch-symmetrische Stabwerk im allgemeinen
starr. Neben der von einem jetzt beliebigen Parallelepiped abgeleiteten Grundform
kann es noch weitere starre Nebenformen aufweisen, wie das den Abbildungen
2a-c zugrundeliegende Beispiel lehrt. Alle drei zugehorigen kubischen Zylinder
I'; (2.4) sind bei einer solchen Annahme beziiglich des ihnen gemeinsamen Punktes
Py (u = v = w = 1/2) symmetrisch, sodafl ihre iibrigen Schnittpunkte paarweise
spiegelbildlich zu P, angeordnet sind. Das Formbestimmungsproblem reduziert
sich dementsprechend von Grad 25 auf 12. — Nachdem sich mit jedem nach P,
riickenden Schnittpunkt aus Symmetriegriinden noch ein weiterer vereinigt, tritt
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in einem solchen Fall in der Mittelstellung eine héhere Wackeligkeir auf. Die unter
(3.4) angegebene Wackelbedingung lautet hier wegen a; = b;:

(el — e (6 — ) (5 — €)) + 16a; a3 (¢} — ¢)) + 164} af (c] — ) +
+ 1643 a} (¢ — ¢2) = 0. (5.9)

Abschlieend sei noch erwihnt, dafl ein weiteres zwangldufig bewegliches
Stabwerk bei plansymmetrischer Struktur vorliegt, gekennzeichnet durch

a; = by, a, =by, ay =b;, ¢, =cj. (5.10)
Hier zerfallt nur der zweite der kubischen Zylinder (2.4) in drei Ebenen, wihrend
die beiden anderen zur Teilebene v = w spiegelbildlich liegen. Die drei Zylinder
I'; haben mithin eine irreduzible Kurve 3. Ordnung in dieser Ebene gemeinsam,
was die behauptete Beweglichkeit gewihrleistet.

6. WURFELGETRIEBE

Das in Abschnitt 1 als Normalform angefiihrte Stabwerk, bestehend aus drei
Waiirfeldiagonalen und dem sie verbindenden Kantenzug, ist gekennzeichnet durch
@; =b; = a und ¢; = ¢ mit ¢ = 3a%. Dieses »Wiirfelgetriebe« fallt unter Satz 4
und ist also in der geschilderten Weise zwangliufig beweglich; im Ansatz (5.3)
mag dabei ¢, = 0, ¢, = 277/3 und @; = 47/3 genommen werden. Das Getriebe
ist insoferne besonders bemerkenswert, als die Sechseckseiten durch Zylinder-
gelenke verbunden werden kénnen, worauf die Diagonalstiibe entbehrlich werden.

Zum Nachweis errichte man in zwei Nachbarecken, etwa 4, und B,, die
Normalen auf die von dort ausgehenden Seitenpaare. Fiir die betreffenden, zu

(®; + Ax,) X (%, + 2%3) = (X, + A%,) X 1 (X3 — X,) bzw.
(®; + 2A%,) X (X3 + A%,) = (X, + 2%,) X (X3 — X;) mit lr =c — 7 (6.1)
proportionalen Normalenvektoren findet man nach kurzer Rechnung:
a, = (2csiny, 0, (¢ — 3r) cosp) bzw.
b, = (— csin'y, cJ/3siny, 3r — 2¢) cos y). (6.2)
Nun bestitigt man unter Beachtung von (5.6) mit m? = 2¢?/9 leicht die Beziechung
a; b, =0. (6.3)

Die beiden Knotennormalen weisen mithin zum Stab 4, B, und zueinander
unverinderlich senkrechte Lage auf und konnen daher als Achsen von Zylinder-
gelenken dienen. Weil aus Symmetriegriinden Gleiches auch fiir die iibrigen Seiten
gilt, lassen sich samtliche Knoten mit Zylindergelenken ausstatten.

Auf diese Weise ist man zu einer schon von R. BRICARD [2] entdeckten
zwangléufig beweglichen Sechsgelenkkette A,B,A3B;A,B; gelangt, die allgeme-
in dadurch charakterisiert ist, dafl die zu den Knotenebenen normalen Achsen
der Zylindergelenke zwei Dreikante a, a, a; und b, b, b, bilden, wobei die Kanten
des einen senkrecht zu den Seitenflichen des anderen sind. Speziell die Kette
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mit Wiirfelstruktur in der Mittellage ist unlangst von S. KUNZE und H. STACHEL
[4] hinsichtlich ihrer Bewegung genauer studiert worden, wobei die Invarianz
der Diagonalabstande A; B; festgestellt wurde. Die dabei untersuchten Relativ-
bewegungen unterscheiden sich allerdings wesentlich von der in Satz 4 genannten
Deformation, weil andere Bezugsysteme verwendet wurden. Von praktischer
Bedeutung war vor allem eine Bewegung mit festgehaltener Diagonale, da sie die
Grundlage fiir eine von P. SCHATZ in der Schweiz entwickelte Schiittelmaschine
»Turbula« bot [3]; diese Bewegung wurde auch von V. BRAT [1] betrachtet.

Die Vermutung, dafl sich die dargelegten Entwicklungen fiir das Wirfel-
getriebe auf das allgemeinere Getriebe mit Quaderstruktur ausdehnen lassen,
hat sich nicht bestatigt. Das aus drei Diagonalen eines Quaders und dem sie verbin-
denden sechsgliedrigen Kantenzug gebildete Stabwerk féllt zwar unter Satz 4
und ist dementsprechend beweglich. Werden anderseits die Sechseckseiten in
der rechtwinkligen Ausgangslage durch Zylindergelenke verbunden, deren Ach-
sen mit den Knotennormalen zusammenfallen, so ist wohl auch das Bricardsche
Kriterium erfiillt und man hat ebenfalls ein zwangldufiges Getriebe; die beiden
Bewegungen sind jedoch grundverschieden, weil sich bei der zweiten die Diago-
nalabstdnde andern.

Auch fiir andere gleichseitige Sechsecke a; = b; = a mit gleichen Diagonalen
¢; =c¢ — etwa das vom reguldren Oktaeder abgeleitete mit ¢> = 2a? — sind Zylin-
dergelenke nicht statthaft; dies tritt ausschliefilich fiir den obigen Fall ¢? = 3a? zu.
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Walter Wunderlich, Wien

PROSTORNI ZGLOBNI SESTEROKUTI KOJIMA SE DIJAGONALE
SIJEKU

Rasprava se odnosi na prostorne Sesterokute kojima tri dijagonale imaju jednu
zajednicku toc¢ku (sl. 1). Svi takvi $esterokuti medusobno su kolinearni i svaki leZi
na izvjesnoj kvadrici. Oblik takva $esterokuta opdenito je odreden duljinama stra-
nica i dijagonala, premda ne jednozna¢no. Pomocéu prikladnih parametara koji
odreduju djelidne omjere na dijagonalama svodi se problem oblika na presjek triju
kubnih valjaka (sl. 2) i obi¢no je 25. stupanja. Odgovarajué¢i model od $ipaka bit
¢e dakle opcenito krut, ali moZe imati razlitite pozicije. Pri posebnim dimenzijama
moZe Sipkasti sklop ipak biti gibljiv i to ili infinitezimalno, ili ¢ak u kona¢no mjeri
neprekinuto. To se npr. dogada za $esterokute koji imaju u parovima jednake su-
protne stranice i jednake dijagonale; u tom slu¢aju postoji gibanje pri kojem se
svih $est ¢voriSta po dva pomicu po trima ravninskim, medusobno sukladnim kri-
vuljama 6. reda (sl. 3). Napose onaj $ipkasti sklop koji se sastoji od triju prostornih
dijagonala kocke i $estero¢lanog poteza bridova koji ih spajaju moZe se uz uklo-
njene dijagonale snabdjeti valjkastim zglobovima (umjesto sfernih koji se inace
pretpostavljaju); tako se dobiva poseban slucaj Sestero¢lanog lanca $to ga je otkrio
R. Bricard.

Primljeno u II. razredu
6. 10. 1977.
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