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1 Einleitung

Durchliuft ein Punkt A eines bewegten Objekts eine wohldefinierte Bahn, dann wird
der von einer bestimmten Bahnmarke aus gemessene Weg s eine eindeutige Funktion
der von einem bestimmten Augenblick an gezihlten Zeit t sein: s = f(t). Die Menge
der in einem ebenen rechtwinkligen Koordinatensystem eingetragenen Punkte As, t)
erfiillt dann eine gewisse Linie, die als Zeit-Weg-Diagramm vollstandigen Aufschlufy
iiber den Bewegungsablauf gibt. Insbesondere liefert ihr Anstieg iiber v = ds/dt = f(t)
die zur Zeit t vorhandene Momentangeschwindigkeit v. Liegt speziell eine gleichfor-
mige Bewegung s =so + c(t—to) mit der konstanten Geschwindigkeit v = ¢ vor, sO
ist das Schaubild eine Gerade.

Die Verwendung derartiger graphischer Fahrpline ist im Eisenbahnwesen durchaus
gelaufig und dient dort dazu, eine klare Ubersicht iiber den Zugverkehr auf einer be-
stimmten Strecke zu schaffen, die aus der entsprechenden Seite des Kursbuches nicht
unmittelbar zu gewinnen ist.

In dhnlicher Weise mag man verfahren, um Bewegungsvorgange geometrisch zu veran-
schaulichen, die sich in einer Ebene abspielen. Durchliuft ein beweglicher Punkt A
in der xy-Ebene m, eine Bahn a, beschreibbar durch das Gleichungspaar X = x(t),
y = y(t), so trage man in seinem jeweiligen Standort A(x,y) senkrecht zu mo die
Zeit t — oder besser die dazu proportionale Strecke z = ct — auf (Abb. 1).

Die Menge der so erhaltenen Punkte A(x,y, z) erfiillt dann eine raumliche Diagramm-
kurve @ mit der Parameterdarstellung x = x(t), y=y({t), z=ct. Diese ,,Schicksals-
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Abb. 1

linie“ a gibt vollstindigen Aufschlufl iiber die Ortsverinderung des beweglichen Punk-
tes A, also iiber sein ,,Schicksal®. Ihr Grundri® a' deckt sich mit der Bahn a, und ihr
/™ Anstieg tga= Z/A/X®2 +y* = c/v an irgendeiner Stelle ist umgekehrt proportional
zur momentanen Bahngeschwindigkeit v.

Ist die Bewegung insbesondere gleichformig (v = const.), so tritt als Schicksalslinie
des Punktes eine Kurve konstanter Steigung auf, also eine Boschungslinie. Erfolgt die
Bewegung iiberdies geradlinig, dann ist die Schicksalslinie eine Gerade (um so flacher,
je grofer die Geschwindigkeit ist).

Die zeichnerische Auswertung solcher ,,dreidimensionalen Fahrpliane* erfordert den
Einsatz von Verfahren der Darstellenden Geometrie, der sich damit ein anregendes Be-
tatigungsfeld eroffnet. Dies soll an einigen typischen Beispielen dargelegt werden, fur
deren gelegentlich etwas unseridsen Charakter um freundliche Nachsicht gebeten wird.

2 Minimalabstande

Aufgabe 1 Zwei Schiffe A und B fahren mit konstanten Geschwindigkeiten auf
vorgeschriebenen geradlinigen Kursen. Wann sind sie einander am nichsten und wie
grof ist der Minimalabstand?

». Daf die Meeresflache in dem betrachteten Gebiet als eben angenommen und die Schif-

"' fe durch Punkte idealisiert werden, ist wohl verstdndlich. Die Kurse a und b seien
durch die Positionen A, und By zur Zeit to =0 sowie A; und B; zurZeit t,
(vielleicht 10 min) festgelegt. Hierdurch sind die beiden Schicksalsgeraden a und b
bestimmt, die im allgemeinen windschief sein werden, so daf kein Zusammentreffen
erfolgt (Abb. 2).
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Da zu jeder Zeit die Entfernung AB gleich dem Abstand der zugehorigen Diagramm-
punkte A, B ist, geht es darum, zwischen die Geraden a und b die kiirzeste horizon-
tale Strecke einzuspannen. Zu diesem Zwecke denke man sich das Raumdiagramm
durch Parallelprojektion X - X* in der Richtung von a auf die Grundebene g
abgebildet. Die Gerade a wird dabei in den Punkt as= A, projiziert, die Gerade b
hingegen in eine leicht angebbare Gerade b = By BS . Da bei der vorgenommenen Pro-
jektion waagerechte Strecken unverzerrt bleiben, ist lediglich aus A, das Lot auf b*
zu fillen, dessen FuBpunkt B® dann nach B auf b zuriickgefilhrt werden kann. Die

i Lotstrecke AoB® gibt bereits Betrag und Richtung des gesuchten Minimalabstandes
an, wihrend der gefragte Zeitpunkt mit der Hohe des Punktes B auf der Zeitskala ab-
gelesen oder durch Vergleich der Wegstrecken BoB und BoB; ermittelt werden kann.

Aufgabe 2 Ein Schiff A verfolgt mit konstanter Geschwindigkeit v, einen gera-
| den Kurs a. Welchen Kurs b hateinin B, stationiertes Wachboot B mit der Ge-
: schwindigkeit v, > v; zu nehmen, um das Schiff ohne Umweg zu erreichen?

%

Hier ist die Schicksalsgerade @ durch Ag,a und v, bestimmt, wihrend man von der
Schicksalsgeraden b vorldufig nur weifs, daf sie einem gewissen Drehkegel A mit der
Spitze B, und lotrechter Achse angehoren wird, dessen Steigung durch v, festgelegt
ist. Da @ von b getroffen werden soll, lauft die Aufgabe auf die Ermittlung der Schnitt-
punkte von 2 mit A hinaus. Zur Durchfiihrung wird die Gerade a mit der Kegelspitze
B, durch eine Hilfsebene e verbunden, welche dann aus dem Kegel A die Erzeugende
b herausschneidet. In der zu einem passend gewahlten Zeitpunkt t; (vielleicht 5 min)
gehorigen Schichtenebene verlauft die zur Grundspur e, = AgBo parallele Hauptlinie

¢, von € durch A, sowie der Parallelkreis k, von A mit dem Radius v, t, (Abb. 3).

A:B

Abb. 3

Im Grundrif ist der Ao niher gelegene Schnittpunkt B; von €, und k; zuver-
wenden; durch ihn geht die gesuchte Bahngerade b. Aus der Zeichnung ist nun der

Vorhaltwinkel 8 = % bBoA, sowie der Ort A = B des Zusammentreffens zu ent-
nehmen! . Vergleich der Laufstrecken BoB und BoB; ergibt die Laufzeit t.

Die Voraussetzung v, > vy sichert ein Zusammentreffen. Ist hingegen v, < vy, SO
kann der Fall eintreten, daf die Gerade a am Kegel A vorbeilduft. Dann kann der
Verfolger B das Ziel A nie erreichen, und es stellt sich die

Aufgabe 3 Welchen Kurs mufl das Wachboot B aus Aufgabe 2 im Falle v, < v;
einschlagen, um dem unerreichbaren Schiff A moglichst nahe zu kommen?
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Im Raumdiagramm léuft diese Frage darauf hinaus, zwischen der Schicksalsgeraden a
und dem Drehkegel A die kiirzeste waagrechte Strecke einzuspannen; diese wird
offensichtlich einen Parallelkreis von A rechtwinklig treffen. Hier wird man wie bei
Aufgabe 1 wieder die Parallelprojektion X — X® in der Richtung von a heranziehen.
Das System der Parallelkreise des Kegels bildet sich dabei auf eine Ahnlichkeitsschar
von Kreisen ab, die zwei gemeinsame, von B, ausgehende Tangenten beriihren. Auf
die dem Bildpunkt a® = A, niher gelegene Tangente b® ist daher aus A, das Lot
AoB® zu fillen, das dann den gesuchten Minimalabstand AB der Grofe und Richtung
nach angibt; er fillt in die Fortsetzung des Verfolgerkurses (Abb. 4).

Abb. 4

Weitere Aufgaben dhnlicher Art, zum Teil aus [3] entnommen, findet man in [6].

3 Verfolgungsprobleme

In einem amerikanischen Buch iiber Unterhaltungsmathematik [1] findet sich die nach-
stehende, im ersten Moment unlosbar erscheinende

Aufgabe 4 Ein Fahndungsboot A (Geschwindigkeit v, ) verfolgt ein langsameres
Schmuggelschiff B (Geschwindigkeit v, < v;), dem es noch vor der Ergreifung ge-
lingt, in eine Nebelbank zu entweichen. Wie hat sich der Verfolger zu verhalten, um
den Fliichtigen im Nebel doch noch zu erreichen, wenn angenommen wird, daf} dieser
unmittelbar nach dem Verschwinden einen geradlinigen Kurs neuer, aber unbekannter
Richtung einschlégt?

Die Antwort ist mittels des riumlichen Fahrplandiagramms zu finden. Seien A, und
B, die Positionen im Augenblick des Verschwindens von B (Abb. 5).
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Abb. 5

Die Schicksalsgerade b von B gehort dann einem bekannten Drehkegel A mit der
Spitze By an. Der Verfolger A muf daher trachten, mit seiner Schicksalsgeraden a
moglichst rasch den Kegel A zu erreichen und anschliefend von der betreffenden Po-
sition A, aus eine solche Bahn 1 einzuhalten, daf die entsprechende Schicksalslinie
1 auch auf A bleibt. Als Boschungslinie auf dem Boschungskegel A durchsetzt ]

die Kegelerzeugenden unter einem konstanten Winkel, ist also eine Drehkegelloxo-
drome; sie bildet sich im Grundrif8 auf eine Isogonaltrajektorie des Strahlbiischels Bg
ab, also auf eine logarithmische Spirale 1 [8/11, S. 202ff]. Eine solche Spirale, in Polar-
koordinaten r,¢ dargestellt durch

I = Iy -e9% (mlt Iop — B()Al), (31)

ist durch ihren konstanten Schnittwinkel ¢ mit den Biischelstrahlen gekennzeichnet,
der durch

dr

&g (3.2)

coto =
bestimmt ist. Wie der Vergleich entsprechender Wegelemente ds = v, dt und
dr = v,dt = ds - cos o lehrt, hingt o vermoge

Cos 0 = Vy/Vy (3.3)

nur vom Geschwindigkeitsverhiltnis ab. Damit ist die von A, ausgehende Bahnspi-
rale 1 vollkommen festgelegt.

Ein sehr altes Problem, welches auf Bouguer, vielleicht sogar auf Leonardo da Vinci
zuriickgeht [2/11, S. 241ff], betrifft die

Aufgabe 5 Ein Hund A (Geschwindigkeit v, ) lauft auf ein Fahrzeug B zu, das
mit konstanter Geschwindigkeit v, < v; auf einer geraden Strafie fahrt. Auf was fiir
einer Bahn a bewegt sich der Hund, wenn seine Laufrichtung stets auf den jeweiligen
Standort des Fahrzeugs zielt, und wo erfolgt das Zusammentreffen?

44

MU 4/80




W. Wunderlich, Dreidimensionale graphische Fahrpline

Hierbei wird stillschweigend angenommen, daf sich der Hund seitab von der Strafie
auf ebenem Gelinde befindet. Die infolge der sich stindig andernden Laufrichtung
krumme Verfolgungsbahn ist unter dem Namen ,Hundekurve* bekannt und hat fiir
die Entwicklung zielsuchender Geschosse (Gerduschtorpedos, Flugzeugabwehrraketen
etc.) Bedeutung erlangt.

Wird bei der Anlage des raumlichen Fahrplandiagramms die Zeitkote z =v,;t verwen-
det, so wird als Schicksalslinie 2 des Verfolgers A eine unter 45° ansteigende Bo-
schungslinie auftreten, wihrend jene des bewegten Ziels B eine Gerade b mit dem
steileren Anstieg v, /v, sein wird. Bei Zentralprojektion X - X¢ aus einem Punkt
O€b auf die Grundebene 7, wird die Gerade b auf ihren Spurpunkt b® =B, ab-
@ | gebildet, die zu einem Punkt A€a gehorige Tangente g hingegen auf eine Gerade

: g° durch A° €3¢, die ihren Fluchtpunkt G auf dem Basiskreis f desvon O aus-
gehenden 45°-Boschungskegels A hat (Abb. 6).

@ Der Fluchtkreis f hat seinen Mittelpunkt im Grundrifs O von O und den Radius

I h = 00. Nachdem der Projektionsstrahl OG die Richtung der Tangente g hat und
deren Grundrif§ g voraussetzungsgemif mit dem Peilstrahl AB || AB zusammenfillt,
gilt OG I BoA®. Auf diese Weise wird jedem Punkt A° der Zeichenebene mo eine
durch ihn gehende Gerade g° zugeordnet, die den Endpunkt G des zu Bo A gleich-
sinnig-parallelen Halbmessers OG von f enthilt. Das Problem besteht also darin, aus
dem Vorrat solcher Linienelemente (AS, g°) eine von A, ausgehende Kurve zu bil-
den, was analytisch auf die Losung (Integration) einer gewohnlichen Differentialglei-
chung 1. Ordnung hinauslduft. Die so gewonnene Kurve ist dann der Zentralriff a°¢

der gesuchten Schicksalslinie a.

Unter der Schar der unendlich vielen, im allgemeinen etwas komplizierten Integral-
| kurven des Feldes der Linienelemente (A€, g®) gibt es nun eine sehr einfache, nim-
: lich die Ellipse ¢ mit dem Brennpunkt B, und dem Hauptscheitelkreis f. Daf} sie
die Bedingung OG Il BoA® erfiillt, ist anhand der Nebenfigur in Abb. 6 leicht einzu-
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sehen. Fillt man aus den Brennpunkten By und C der Ellipse e die Lote auf eine
Tangente g°, so liegen deren FuBpunkte F und G bekanntlich auf dem Hauptschei-
telkreis f. Spiegelt man ferner C an g® nach D, so geht die Gerade B,D wegen
der Reflexionseigenschaft der Ellipse durch den Beriihrungspunkt A° von g°. Aus
der zentrischen Ahnlichkeit der Dreiecke COG und CB,D folgt dann die behaup-
tete Beziehung OG Il BoA°.

Die durch B, und f bestimmte Ellipse e wird allerdings wohl nicht der Forderung
geniigen, die Ausgangsposition A, des Verfolgers A zu enthalten, wenn der Mittel-
punkt O auf der Zielbahn b willkiirlich angenommen wurde. Durch geeignete Wahl
von O €b kann dies aber erzwungen werden. Hierzu beachte man, daB sich aus der
bekannten Steigung der Geraden b, nimlich h/OB, = vy /va, fir die numerische Ex-
zentrizitit € = OBo/h der Ellipse der Wert € = v, [v, ergibt, der also zur Verfligung
steht. Aufgrund der Apollonischen Eigenschaft der Ellipse verhalten sich die Abstdnde
ihrer Punkte von einem Brennpunkt und der zugehorigen Leitgeraden wie €: 1. Mit
Beniitzung des bekannten Anfangspunktes Ao 1Bt sich daher zundchst die zum
Brennpunkt B, gehorige Leitgerade 11b im Abstand ByAo/e angeben. Teilt man
anschlieBend die Abstandsstrecke Bol innerlich und juRerlich im Verhiltnis
€:1=v,:v,sohat man die Hauptscheitel der gewiinschten Ellipse e, die den aus-
gezeichneten Zentralri a¢ der Schicksalslinie a darstellt. '

Mit dem iiber dem Ellipsenzentrum O liegenden Punkt O auf b hat man, wie sich
zeigen wird, den Diagrammpunkt des Treffereignisses gefunden.

Unter Heranziehung der geldufigen, auf den Brennpunkt Bo bezogenen Polargleichung

N (3.4)

r= 1l —€ecosg

der Ellipse konnte man auch aus den bekannten Koordinaten rg, o der Ausgangs-
position Ao des Verfolgers (Abb. 6) die benotigte Konstante
p =r19(l —€ecosgy) mit € = V2 /vy (3.5

berechnen. Damit sind dann diezu ¢; = 0 und ¢, = 180° gehorigen Scheiteldi-
stanzen r; = p/(1—€) und 1, = p/(1 + €) bestimmt, was tiber die Hauptachsenlinge
r, +r, =2v; T die Laufzeitformel

P ro(Vy — V2 COS @)
T = = 3.6
{1—-¢Mm vi—-v3 (3:6)
liefert. Die Treffpunktsentfernung betrdgt mithin

B,O = v, T = ep/(1—¢€). (3.7

Nachdem nunmehr in dem quadratischen Kegel T' mit der bekannten Spitze O € b
und der Basisellipse e =3¢ eine Tragerflache fir die gesuchte Verfolger-Schicksals-
linie a zur Verfiigung steht, ist noch diese selbst als unter 45° ansteigende und vom
Basispunkt Ao, Ee ausgehende Boschungslinie auf ' anzulegen. Grundsitzlich ver-

46

MU 4/80




W. Wunderlich, Dreidimensionale graphische Fahrpline

langt das wieder die Losung einer gewdhnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung.
Bedingt durch den besonderen Umstand, daf8 der Tragerkegel I' = Oe den Tangenten-
richtkegel A = Of lings zweier Erzeugenden beriihrt, 14t sich das Integrationsproblem
elementar bewiltigen. Es existieren dann nimlich stetige Gruppen von A ffinitdten,
welche T" und A in sich iiberfithren, so da® sich die Boschungslinie a als Bahnkurve
einer solchen Gruppe gewinnen laft.

Im kartesischen Koordinatensystem (O; X, y, z), dessen x-Achse die Richtung der
Bahn b hat, werden die Kegel I" und A beschrieben durch

yv2 = NMz2 —27?) mit A =1—-¢ bzw. L. (3.8)
‘ Nach Ubergang zu den an die Beriihrungserzeugenden y =x * z =0 besser ange-
paBten affinen Koordinaten

X=x+z, Y=y, Z=12—-X (3.9)
lauten die Kegelgleichungen

Y? = AXZ mit A\ = 1—¢€ bzw. 1. (3.10)
Eine einparametrige Gruppe von Affinititen, welche das Achsenkreuz (O; X, Y, Z)
festlassen, kann angesetzt werden mit

X =" 'Xo, Y = u‘Yo, Z = u’Y‘Zo. (311)

Mit verinderlichem Parameter u stellt (3.11) auch schon die Bahnkurve dar, die ein
Punkt (Xo, Yo,Zo) unter der Einwirkung der Affinitdtsgruppe durchlduft. Die Kegel
(3.10) bleiben invariant, wenn die konstanten Exponenten «,y der Relation

aty =2 (3.12)
(. geniigen. Die Bahn des Punktes A, wird dann auf dem Kegel I' verlaufen. Damit
1 ihre durch die Ableitungen

X =au !X, =aXu, Y = Yu, Z = yZ/u - (3.13)

bestimmten Tangentenvektoren nach Verlegung in den Ursprung dem Richtkegel A
angehoren, mufl gemif (3.10) XZ = Y? gelten, also die Bedingung

oy = 1—¢2 (3.14)
erfiillt sein. Mit Riicksicht auf (3.12) hat man daher
=1l%¢ v=1%e. (3.15)

Wie eine genauere Inspektion der Ausgangssituation lehrt, sind im vorliegenden Fall
die unteren Vorzeichen zu nehmen. Mit Beniitzung der Umkehrformeln von (3.9)
gelangt man so zur nachstehenden Parameterdarstellung der Schicksalslinie a:
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1 _
X = E [(xo + Zo)ul 4+ iXp~ ZO)UHE],

y = You, (3.16)

1+€]

1 —_
z = 5 [(xo +zo)u! 7€ — (X0 — Zo)u

mit € =v,/v; und
Xo = To COS Yo —v, T, Yo = Tosilyo, Zo = =¥y T, (3.17)

wobei die Laufzeit T gemiaf (3.6) zu berechnen ist. Der Parameter u variiert im In-
tervall 1 2 u 2 0, wobei u=1 zur Ausgangsposition und Uy = 0 zum Treffer-
eignis gehort. Dieses wird im Diagramm durch die Kegelspitze 0(0, 0, 0) reprasentiert;
damit ist eine frithere Behauptung bestétigt. — Als Bahnkurve einer Affinitatsgruppe
gehort die Schicksalslinie a zu den sogenannten ,,W-Kurven™ nach S. Lie und

F. Klein.

Die ersten beiden Gleichungen (3.16) beschreiben die gesuchte Hundekurve a. Sie
miindet im Treffpunkt O beriihrend in die Zielbahngerade b ein. Ob sie sich iiber O
hinaus analytisch fortsetzen lafit, hangt vom Geschwindigkeitsverhiltnis € abund

ist nur moglich, wenn die Potenz u€ fiir u < O sinnvoll ist. Dies ist blof fur ratio-
nale Werte von e der Fall, und dann ist die Kurve a sogar algebraisch. Fir die der
Abb. 6 zugrundeliegende Annahme € = 1/2 beispielsweise ist die Hundekurve von

3. Ordnung; es handelt sich um die bekannte Tschirnhaus-Kubik [2/1, S. 90ff]. —
Variation von 1, bei festem o @ndert T, X0, Yo, Zo und damit auch x und y
proportional. Hieraus folgt, daf8 alle zum selben Geschwindigkeitsverhéltnis e gehori-
gen Hundekurven untereinander d@hnlich sind.

Aus bestimmten Griinden hat sich die Kriegsmarine fiir verallgemeinerte Verfolgungs-
kurven interessiert, bei welchen die Laufrichtung des Torpedos A von der Peilrich-
tung AB um einen konstanten _Schielwinkel“ o abweicht; die klassischen Hunde-
kurven ordnen sich offenbar mit o = 0 ein. Unter Voraussetzung eines gleichformig
und geradlinig wandernden Ziels B 1aft sich auch dieses allgemeinere Problem mit
der hier auseinandergesetzten Methode behandeln [7]. Die Verfolger-Schicksalslinie

3 erweist sich wieder als Boschungslinie auf einem quadratischen Kegel I', der vom
Tangentenrichtkegel A lings zweier Erzeugenden berithrt wird, die einander allerdings
nicht mehr gegeniiberliegen. Die Kurve a kann ebenfalls als Bahnkurve einer einpara-
metrigen Affinitétsgruppe gewonnen werden, ist also auch eine W-Kurve. Das Zusam-
mentreffen des Verfolgers A mit dem Ziel B in O erfolgt jedoch nicht mehr tan-
gentiell.

4 Laufzeitminima

Aufgabe 6 Ein Pionier A soll einen mit konstanter Geschwindigkeit ¢ zwischen
geradlinig parallelen Ufern flieRenden Strom in einem Kahn iiberqueren, der blof} eine
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bestimmte Geschwindigkeit v < c¢ erreicht. Wie hat er den Kahn zu steuern, a) um
o die Uberquerung in kiirzester Zeit zu bewiltigen; b) um moglichst wenig abgetrieben

‘ zu werden; c) um den der Ablegestelle Ao genau gegeniiberliegenden Punkt Bo
schnellstens zu erreichen, wenn er nach dem Anlegen mit derselben Geschwindigkeit

v am anderen Ufer entlanggehen kann?

Zur Behandlung der Aufgabe sei angenommen, dafl die Stromungsgeschwindigkeit ¢
iiber die gesamte Flufbreite d gleichmafig verteilt ist. Bei ruhendem Wasser (¢ = 0)
wiirden die moglichen Schicksalsgeraden a der Kahnfahrt auf einem von der Ablege-
stelle A, ausstrahlenden Drehkegel Ao mit lotrechter Achse liegen. Unter dem Ein-
fluR der Stromung wird dieser Kegel jedoch in einem schiefen Kreiskegel A verzerrt,
‘ dessen Mittellinie unter 45° ansteigt, wenn ¢ als Mafstabskonstante auf der Zeit-

achse verwendet wird; der in der Hohe z = ct befindliche Parallelkreis k von A hat
den Radius vt. Dieser Kegel A schneidet die langs des Gegenufers g errichtete Ver-
tikalebene y nach einer Hyperbel g, die ihren Mittelpunkt in B, hat, und deren
Asymptoten die Richtungen der zu 7y parallelen Erzeugenden von A aufweisen
(Abb. 7).

. “ d=05km; c=5km/h,v=4km/h
2 a) 4= 7,5min; I;:76,9min
b) t,=125min; T,=18,1 min

T & i
! b, c) t,=84min; Ty=151 min

T
75mil': -

Abb. 7

Der tiefste Punkt A; des oberen Hyperbelastes, das ist der leicht zu findende Be-
rilhrungspunkt des die Ebene 7y berithrenden Parallelkreises von A, gibt bereits die
Antwort auf die Frage a); die Steuerrichtung ist verstindlicherweise normal zum Ufer.
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— Die der geringsten Abtrift entsprechende Schicksalslinie 3, ist Umrifierzeugende
fiir den Kegelgrundri8; der zugehorige Hyperbelpunkt A, besitzt eine lotrechte Tan-
gente. Die entsprechende Steuerlage, angezeigt durch die a, treffenden Parallelkreis-
radien, ist normal zur Bahn a,. — Der zur Frage c) gehorige Hyperbelpunkt A, st
jener, in welchem die Tangente b; die der Laufgeschwindigkeit v entsprechende
Steigung —c/v aufweist.

Abb. 7 zeigt das Fahrplandiagramm in Grund- und Aufrif fiir alle drei Teilfragen. Die
den vermerkten Angabedaten entsprechenden Zeiten t; fir die Uberfuhr sowie die
Gesamtzeiten T; sind auf der angelegten Zeitskala abzulesen, die Abtriften

si = BoAj (i=1, 2, 3) konnen mittels des auf der Strombreite ersichtlichen Langen-
maBstabes beurteilt werden. Im Grundriff wurden iiberdies die Bootslagen und -stel-
lungen von Minute zu Minute eingetragen.

Aufgabe 7 Ein am Strandin Ao postierter Aufseher bemerkt einen im Wasser an
der Stelle B, in Not befindlichen Badegast. Auf welchem Weg kann er am raschesten
zu Hilfe kommen, wenn seine Geschwindigkeit zu Lande den Betrag Vi und im Was-
ser den Betrag v, hat, und die Uferlinie gerade verlduft?

Dafl der Retter sowohl im (als eben und hindernisfrei angenommen) Gelande als auch
im Wasser nach Moglichkeit gerade Wege einschlagen wird, versteht sich von selbst;

die Frage ist also blo, an welcher Stelle P des Ufers g der Wechsel vom Laufen zum
Schwimmen erfolgen soll. Seine Schicksalslinie wird aus zwei Strecken AoP und PB,
mit bekannten Steigungen c/vy bzw. c/v, bestehen. Die erste Teilstrecke gehort dem
oberen Teil eines Drehkegels A; mit der Spitze Ao an, die zweite dem unteren Teil
eines Drehkegels A, , dessen Spitze B, sich in noch unbekannter Hohe Z =cT iiber
B, befindet. Diese Kegel schneiden aus der lings g errichteten Vertikalebene y zwei

Hyperbeliste g, bzw. g, aus (Abb. 8).
] *

5min
]

v = 2m/s =¢
v=1m/s

x, = 216,3m
t, = 11,0s

Abb. 8
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Sollten dieselben einander iiberlappen, so konnte durch Verringerung der Hohe Z die
Zeit T vermindert werden. Die Grenze dieser Mafinahme, die eine Verschiebung von
g, bewirkt, ist offenbar erreicht, wenn zwischen g; und g, Beriihrung herrscht.
Im Gegensatz zu den vorhergehenden Aufgaben ist die vorliegende nicht mit Lineal
und Zirkel zu 16sen, weil sie auf eine Gleichung 4. Grades fiihrt.

Die gemeinsame Tangente h im Beriihrungspunkt P der Hyperbeln g; und g, ver-
liuft in der Vertikalebene y sowie in den zu P gehorigen Tangentialebenen 7, und
T, der Kegel A; und A,.Sucht man nun von den Ebenen 7, und 7,, welche die
Kegel lings der Erzeugenden AP bzw. B,P = BB beriihren, die Grundspuren
AoH L AoP und BoH L. BB, auf, so miissen dieselben einander im Spurpunkt H
von h auf g treffen (Abb. 8). Die konstruktive Losung der Aufgabe verlangt dem-
nach, zwei rechtwinklige Dreiecke HAoP und HBoP mit gemeinsamer Hypotenuse
HP auf g zu ermitteln, die folgende Bedingungen erfiillen: die Verlangerung der
Kathete BoP muf durch B, gehen, und die Langen der Katheten AP und B,P
sollen sich wie v, : v, verhalten. Ein solches Dreieckspaar ist nach wenigen Versuchen
gefunden, und der Punkt P bezeichnet dann die Uferstelle, an welcher der Ubertritt
ins Wasser zu erfolgen hat.

Bedeuten « und @ die Winkel, um welche die Laufstrecke AoP bzw. die Schwimm-
strecke PB, von der Ufernormale abweichen, so liest man aus den rechtwinkligen
Dreiecken HAoP und HB,P die Relation

sina:sinf = vy 1V, (4.1)

ab. Dieses grundlegende, von der Lage der Punkte A, und B, unabhingige Bre-
chungsgesetz wiirde den Ansatz fiir eine iterative numerische Losung der Aufgabe bie-
ten.

5 Optische Aufgaben

Ein Lichtstrahl kann im Sinne der Korpuskulartheorie als Bahn eines Teilchens auf-
gefaBit werden, das gemift dem Fermatschen Prinzip seinen Weg in minimaler Lauf-
zeit bewiltigt; die Geschwindigkeit v = c/n ist dabei an jeder Stelle umgekehrt pro-
portional zur (6rtlichen) Brechzahl n des durchlaufenen Mediums und hat im Va-
kuum (n=1) den Betrag ¢ =300 000 km/s. Hieraus folgt zunéchst einmal die Ge-
radlinigkeit der Lichtstrahlen im homogenen Medium (n = const.).

Grenzen hingegen zwei (homogene) Medien langs einer Trennflache aneinander, dann
erfihrt ein Lichtstrahl beim Ubertritt eine als Brechung bezeichnete Richtungsinde-
rung. Ist die Trennfliche y eben, so liegen in jeder zu vy normalen Ebene m, die
Verhiltnisse von Aufgabe 7 vor. Die dort aus der Forderung minimaler Laufzeit abge-
leitete Relation (4.1) ist nichts anderes als das Brechungsgesetz von Snellius, welches
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besagt, daf} die von der Flichennormale aus gemessenen Einfalls- und Austrittswinkel
a, 8 der Bedingung

sina:sinf = Ny 10y (5.1)
geniigen. Im Falle einer Reflexion ist wegen = —a bloff n, =-n, zu nehmen.

Beschrinkt man sich auf optische Vorginge in einer Ebene o — was haufig geschieht,
z.B. bei Linsensystemen mit gemeinsamer Rotationsachse, wo der Strahlengang in
einer Achsenebene entscheidend ist —, so konnen raumliche Fahrplandiagramme gute
Dienste leisten. Dies hat A. Reuschel in einer kurzen Note [5] angedeutet. Unter Ver-
wendung der Lichtgeschwindigkeit ¢ im Vakuum als Proportionalititsfaktor bedeu-
tet die Hohenkote z = ct die sogenannte ,,optische Lange™.

Aufgabe 8 Welche Eigenschaften hat das Raumdiagramm der von einer punktformi-
gen Lichtquelle A, ausgehenden Lichtstrahlen in einer Ebene, wenn sie an der Grenz-
linie g zweier homogenen Medien gebrochen werden?

Ist n, die Brechzahl des die Lichtquelle A, umgebenden Mediums, dann bilden die
Schicksalsgeraden a aller gleichzeitig von A, ausgehenden Korpuskel die Erzeugen-
den der oberen Hilfte eines Drehkegels A; mit der Spitze A, und zur waagerecht
gedachten Grundebene m, normaler, also lotrechter Achse (,,Boschungskegel*); die
Steigung betrigt c/v; =n,.Sei P der Punkt, in welchem ein Lichtstrahl a die Grenz-
linie g trifft, und b seine Fortsetzung nach erfolgter Brechung (deren Gesetz noch
zu kliren ist). Nach dem Fermatschen Prinzip soll die Laufzeit zwischen A, und ir-
gendeinem Punkt B € b minimal sein. Hilt man B fest, so liegt nur insoferne eine
Verallgemeinerung der Aufgabe 7 vor, als jetzt die Grenzlinie g nicht gerade zu sein
braucht; die Uberlegungen sind jedoch ganz analog. Die Schicksalsstrecke PB des
Wegabschnitts PB wird der unteren Hélfte eines zweiten Boschungskegels A, ange-
héren, dessen Steigung durch die Brechzahl n, des zweiten Mediums gegeben ist, des-
sen Spitze B sich aber in noch unbekannter Hohe iiber B befindet. Errichfet man
nun iiber g den Vertikalzylinder T, so schneiden ihn die Kegel A; und A, nach
zwei Raumkurven g, und g,, die an die Stelle der beiden Hyperbeln von Aufgabe 7
treten. Sollten einander die Kurven g; und g, iiberlappen, dann liefe sich durch
Verringerung der Hohe BB die Gesamtlaufzeit herabsetzen, und das Minimum wird
wieder erreicht, wenn g; und g, einander in einem Punkt P berithren. Aus dem
Umstand, daB die gemeinsame Tangente h an der Berithrungsstelle P der Tangential-
ebene v von I' sowie jenen beiden Tangentialebenen 7, und 7, angehort, welche
A, lings @ bzw. A, lings b beriihren, 148t sich in gleicher Weise wie in Abb. 8
wieder die Giiltigkeit des Snelliusschen Brechungsgesetzes (4.1) oder (5.1) folgern.

Bringt man nun in P einen zu A, kongruenten Boschungskegel 6, an, dann wird
er A, lings der Erzeugenden b beriihren (Abb. 9). Wird dieser Kegel 6, mit seiner
Spitze P entlang der Kurve g; verschoben, so erzeugt er eine Hiillfliche O, die er
lings der Erzeugenden b berihrt, denn die zur Bahntangente h von P parallelen
Fortschreitrichtungen aller Punkte von b verlaufen tangentiell zu &,. Hieraus ist zu
erkennen, daB die Fliche © eine die Diagrammgeraden b enthaltende Regelfliche
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Abb. 9

ist; sie ist iiberdies abwickelbar, weil sie lings jeder Erzeugenden b von ein und der-
selben Tangentialebene 7, beriihrt wird. Es handelt sich mithin um eine Bdschungs-
torse mit der Steigung n,*. — Die Antwort auf die in Aufgabe 8 gestellte Frage lautet
demnach: Die zu den von einem Zentrum A, ausgehenden Lichtstrahlen a gehorigen
Diagrammgeraden a bilden einen Boschungskegel A, mit der Steigung n,, die den
an einer Grenzlinie g gebrochenen Lichtstrahlen b entsprechenden Diagrammgera-
den b eine Boschungstorse © mit der Steigung n, durch die Schnittkurve g; von
A, mit dem Vertikalzylinder T" iiber der Basis g.

Die Erzeugenden b bilden die Fallinien auf der Boschungstorse ©, d.h. die Linien
stirksten Gefilles® . Die Horizontalschnitte z = const, also die Schichtenlinien p
von O, treffen simtliche Erzeugenden b unter rechtem Winkel. Ihre Grundrisse p
durchsetzen das System der gebrochenen Lichtstrahlen b orthogonal und konnten
wegen z = ct als ,Isochronen® t = const angesprochen werden; sie stellen daher
bei wellentheoretischer Auffassung die Wellenfronten der Lichtausbreitung im zwei-
ten Medium dar*.

Die obigen, von einem Lichtstrahlbiischel ausgehenden Betrachtungen konnten auf

ein beliebiges Strahlensystem erweitert werden, das als Normalenschar einer gegebenen
Wellenfront p, im ersten Medium anzunehmen wire. Statt des Drehkegels A; miifite
lediglich die durch p, legbare Boschungstorse mit der Steigung n, verwendet wer-
den. Unter fortgesetzter Wiederholung kann so der Strahlengang durch ein aus beliebig
vielen brechenden oder spiegelnden Elementen bestehendes optisches System im Raum-
diagramm verfolgt werden.

Aufgabe 9 Esist das Profil eines rotationssymmetrischen Linsenkorpers zu ermitteln,
der die von einem Achsenpunkt A, ausgehenden Lichtstrahlen a) wieder in einem
Achsenpunkt B, sammelt;b) parallel zur Achse ablenkt.

Es geniigt, die Verhiltnisse in einer Achsenebene 7o zu betrachten, die wieder waag-
recht gedacht wird. Die den von A, ausgehenden Lichtstrahlen a entsprechenden

Diagrammgeraden a bilden die obere Hilfte eines Drehkegels A; mit der Spitze Ao
und der Steigung n, ;ist das A, umgebende Medium etwa Luft, so kann n; =1 ge-
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nommen werden (genauer 1,0003). Sollen die gebrochenen Lichtstrahlen b ebenfalls
ein Biischel bilden, dann ist die von den zugehorigen Diagrammgeraden b gebildete
Boschungsfliche A, im Fall a) ein Drehkegel mit der Spitze B, iiber B,,im Fall b)
eine Ebene, weil die alle b orthogonal durchsetzenden Wellenfronten q kreisformig
bzw. gerade sind; die Steigung n, hat bei Glas einen Wert um 1,5. Das gesuchte Lin-
senprofil g ergibt sich nun einfach als Grundrif} der Schnittkurve g von A; und A,.

Im Fall a) ist g als Durchdringungskurve zweier Drehkegel eine Raumkurve 4. Ord-
nung, die nach passend gewihlter Hohe Z von B, iiber B; mittels geldufiger Ver-
fahren der darstellenden Geometrie punkt- und tangentenweise leicht zu konstruieren
ist [8/1, S. 168]. So mag man etwa Hilfsebenen e durch die Verbindungsgerade AoB;
der Kegelspitzen legen. Eine solche Ebene, festgelegt durch ihre parallelen Schichten-
linien e, in mo (durch Ag)und &, in m; (durch B, ), schneidet die beiden Kegel
nach Erzeugenden 3 und b, deren gemeinsame Punkte P der Raumkurve g ange-
héren (Abb. 10).

Abb. 10

Die zugehorige Tangente h ist als Schnittgerade der Tangentialebenen 7, und 7,
hinzuzufiigen, die A, lings a bzw. A, lings b beriihren. Die den Basiskreis qo
von A, beriihrende Grenzlage von e, liefert den letzten brauchbaren Profilpunkt
P, ; hier konnte die asphirische Linse auf der Riickseite durch eine Kugelfliche um

B, abgeschlossen werden. — Nach einer anderen Methode mag man Schichtenebenen
7 | mo heranziehen, die die Kegel nach Parallelkreisen p und q schneiden; deren ge-
meinsame Punkte P sind wieder Punkte von g. Bezeichnen r; und r, die Radien
der Schichtenkreise p bzw. g, dann gilt fiir die Hohenkote z von m die Beziehung
z=r1,n; = Z — 1,n,. Hieraus folgt fiir alle Punkte P des Linsenprofils g, daf ihre
Abstinde r; und r, von den ,Brennpunkten‘ A, bzw. B, der Relation

n,r; +n,r, = Z = const : (5.2)
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geniigen. Die durch eine solche lineare Gleichung in ,,bipolaren Koordinaten ry,1,
gekennzeichneten Kurven 4. Ordnung sind als Cartesische Ovale bekannt [2/1,

S. 174ff]; auszunehmen sind lediglich die Annahmen Z = 0 oder n;n, =0 (Kreise)
sowie n; +1n, =0 (Hyperbeln bzw. Ellipsen).

Im Falle der Aufgabe 9b) ist der Drehkegel A; mit einer Ebene A, zu schneiden, die
unter der Voraussetzung n, > n; steiler als A, verlauft und daher eine Hyperbel g
liefert. Das gesuchte Linsenprofil g ist mithin ebenfalls eine Hyperbel (Abb. 11). \

7

Abb. 11

Werden Profilpunkte P € g wieder mit Hilfe von Schichtenebenen w ll mo konstruiert,
so findet man zwischen der Hohenkote z und dem Radius 1r; = AoP desaus A; aus-
geschnittenen Parallelkreises p bzw. dem Abstand r, = qoP von der Grundspur qo
der Ebene A, die Abhingigkeit z =1;n; =1I210;. Die daraus folgende Relation

I :I, = Ny .1y (53)

kennzeichnet nach Apollonius neuerlich das Profil g als Hyperbel mit dem Brenn-
punkt A,, der zugehorigen Leitlinie qo und der numerischen Exzentrizitat
e=n,/n; >1 [8/,S.83]. Da} die asphirische Linse riickseitig durch eine achsen-
normale Ebene abzuschliefen ist, versteht sich von selbst.

Aufgabe 10 Es ist das Profil der sogenannten Schmidtschen Korrektionsplatte zu
ermitteln, die dazu dient, ein Lichtbiindel A, nach Reflexion an einem sphirischen
Hohlspiegel durch eine plankonkave Linse in ein Parallelenbiindel zu verwandeln.

Ein Parabolspiegel wiirde alle vom Brennpunkt Ao ausgehenden Lichtstrahlen exakt
achsenparallel zuriickwerfen. Wird jedoch die Meridianparabel durch ihren Scheitel-
kriimmungskreis ersetzt, so muf die durch den entsprechenden sphirischen Spiegel
hervorgerufene Konvergenz der reflektierten Lichtstrahlen mittels einer Zerstreuungs-
linse korrigiert werden. In einer Achsenebene o liegt also ein spiegelnder Kreis g,
vor, dessen Radius OA; durch die Lichtquelle A, halbiert wird. Im zugehorigen
Raumdiagramm ist mithin der von A, ausstrahlende Boschungskegel A, (Steigung
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n; = 1) mit dem iiber g, errichteten Drehzylinder I' zu schneiden, was eine Raum-
kurve 4. Ordnung g, liefert (Abb. 12).

Abb. 12

AnschlieBend ist durch g; die von A, verschiedene Boschungstorse © derselben
Steigung zu legen; sie ist Einhiillende der in den Punkten P, €g, angebrachten Bo-
schungskegel &,, deren Basiskreise ko, durch A, gehen. Die Basiskurve p, von ©
ist daher die Einhiillende der auf g, zentrierten Kreise ko, wobei der jeweilige Be-
rihrungspunkt P, das Spiegelbild von A, beziiglich der Kreistangente h; in P,

ist® .

Die so festgelegte, das System der an g, reflektierten Strahlen reprasentierende Torse
@ ist jetzt nur noch mit der das Parallelenbiischel im Glas darstellenden Ebene A, zu
schneiden, die mit der Steigung n, = 1,5 an passender Stelle anzunehmen ist. Der
Grundrif der Schnittkurve g, gibt dann das gesuchte Profil g, der Korrektionslinse
an. Man konstruiert zunichst einzelne Punkte P, von g,, indem man Torsenerzeu-
gende PoP; mit A, schneidet (Abb. 12). Die zugehorige Profiltangente h, =P,H,
ergibt sich als Grundrif® der Schnittgerade von A, mit jener Tangentialebene, die ©
lings PoP; berihrt. — Auf analytischem Weg laft sich zeigen, dafs das Profil g, eine
algebraische Kurve 10. Ordnung ist.

Es ist nicht zu bestreiten, da das auseinandergesetzte konstruktive Verfahren den
hohen Genauigkeitsanspriichen der Optik nicht geniigen kann, doch liefert es rasch und
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bequem eine gute Ubersicht, die unbrauchbare Konzepte sofort zu verwerfen gestattet.
Uberdies haben die praktischen Erfahrungen von A. Reuschel bei den Optischen Werken

C. Reichert in Wien gezeigt, daB die unerldfliche Durchrechnung des Strahlenganges
durch ein optisches System besonders klar und zweckmifig verlduft, wenn sie von den
geometrischen Vorstellungen eines Raumdiagramms geleitet wird.
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Anmerkungen

1 Im Ausnahmefall lotrechter Stellung der Ebene e, die bei iibereinstimmenden Bahngeraden
a =b auftritt (vgl. Aufgabe 4), wird man diese Ebene umklappen oder, wenn man mit der
kotierten Projektion auskommen will, durch a und b zwei verschiedene Hilfsebenen legen;
deren Schnittgerade geht dann durch den gesuchten Diagrammpunkt ‘A =B des Treffereignisses

) (A; in Abb. 5).

i 2 Die einschligigen Uberlegungen bei A. Reuschel [S] sind nicht schliissig, weil die gemeinsame

Steigung n, alle: Erzeugenden b noch nicht die Abwickelbarkeit der Regelfliche ® bedingt.

3 Man kénnte zeigen, daf die Erzeugenden b der Bdschungstorse © im allgemeinen die Tan-

’ genten einer gewissen Raumkurve konstanter Steigung nj sind, doch ist dies fiir das Folgende

unerheblich. '

4 Eine dem Wellencharakter des Lichtes angepafite Herleitung der Boschungstorsen im Raumdia-
gramm vermittelt die Zyklographie [4, § 47]. Hierbei reprisentieren die oben eingefiihrten
Boschungskegel 6, die Huygensschen Elementarwellen.

5 Die Basiskurve po liBt sich kinematisch als Bahn des Punktes P erzeugen, wenn dieser beim
Rollen des zu g; beziiglich h spiegelbildlichen Kreises auf g; mitgenommen wird [4, S. 271];
diese Radlinie 4. Ordnung ist als ,,Pascalschnecke* bekannt [2/I, S. 147].
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