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W. WUNDERLICH

Zur projektiven Invarianz von Wackelstrukturen

Die Tatsache, dap die infinitesimale Beweglichkeit von Ausnahmestabwerken oder -polyedern gegeniiber projektiven Trams-
formationen invariant ist, wird auf einem natirlichen Weg bewiesen, der geeignete Geschwindigkeitsdiagramme beniitzt.
Geschwindigkeitstransformationen, die mit der auf eine Wackelstrulktur ausgeibten Affinitit oder Kollineation vertrdglich
sind, werden explizit angegeben.

The fact that the infinitesimal deformability of exceptional bar linkages or polyhedra is invariant under projective trans-
formations is proved in a natural way by means of adequate velocity diagrams. Velocity transformations which are compatible
with the affinity or homography applied to a shaky structure are presented in explicit form.

ToT PaKT, 4To GECKOHEYHO Majioe Ae{opMUPOBaHME O0COOBIX CTEP;KHEBBIX KOHCTPYKIMII Ml MHOTOTDaHHH-
KOB MHBAPHMAHTHO OTHOCHTEIHHO IIPOEKTUBHEIX NPE00PA30BAHUIL, OKA3HIBAETCS €CTECTBEHHBIM IYTEM C
HCIOIb30BAHNEM TOAXOMAMMX AuarpamMMm cropocreii. IIpeoGpasoBaHus CKOPOCTeil, KOTOPble COBMECTIMEL
¢ apPUHHBIM MPeodpa3oBaHKeM N KOJUIMHealnell IaTKo KOHCTPYKIUM, JAI0TCA B ABHOM BHUJIe.

1. Wackelige Stabwerke

Ein riumliches Stabwerk, bestehend aus n Stiben, die in insgesamt m Knoten gelenkig verbunden sind, besitzt hin-
sichtlich einer Deformation im allgemeinen den Frevheitsgrad

fs=3m—n—6. (1.1)

Man kann némlich iiber sechs Knotenkoordinaten geeignet verfiigen, indem man etwa einen Knoten in den Ur-
sprung, einen zweiten auf die z;-Achse und einen dritten in die x,2,-Ebene verlegt; den restlichen 3m — 6 Koordi-
naten sind dann durch die Stablingen » Bedingungen auferlegt. Fiir f, < 0, also n = 3m — 6, wird das Stabwerk
fiir gewohnlich starr sein. — Fiir ein ebenes Stabwerk betrigt auf Grund analoger Uberlegungen der Deformations-
Freiheitsgrad

fo=2m —n—3. : (1.2)

Die Auflosung der n (quadratischen) Gleichungen fiir die 3m — 6 < »n bzw. 2m — 3 < n unbekannten Kno-
tenkoordinaten wird, sofern sie keinen Widerspruch enthalten, im allgemeinen mehrere Losungen liefern. Dies
bedeutet dann, daB das Stabwerk verschiedene Formen annehmen kann. Weichen zwei derselben nicht allzu stark
voneinander ab, so ist bei elastischem Material:ein Kippen zwischen den beiden Positionen zu erzwingen [11, 12, 19,
21]. Man denke etwa an ein sehr flaches Tetraeder (m = 4, n = 6; f; = 0), das zwei beziiglich der festgehaltenen
Basis spiegelbildliche Formen annehmen kann. :

Riicken die erwihnten Positionen zusammen, so liegt ein wackeliges Stabwerk mit ,,infinitesimaler* Deformabi-
litdt vor, die praktisch durchaus merkbar ist. Als Beispiel mag das zu einer ebenen Struktur ausgeartete Tetraeder
dienen: Werden drei Knoten fixiert, dann wird der vierte noch ein Spiel normal zur festen Dreiecksebene gestatten.
Derartige Wackelstrukturen, die aus statischen Riicksichten grundsitzlich zu vermeiden sind, haben wiederholt das
Interesse der Konstrukteure und Mathematiker erregt [2, 7, 8, 9, 11, 12, 19, 20, 22]. Thre Bedeutung fiir Frage-
stellungen des Vermessungswesens, sogenannte ,.gefdhrliche Anordnungen® betreffend, wurde unlingst hervor-
gehoben [15].

Eine ausgezeichnete Rolle kommt dem seltenen Fall zu, daB das genannte Gleichungssystem eine stetige Schar
von Lisungen besitzt: Das Stabwerk gestattet dann eine stetige Deformation und ist deshalb fiir die Getriebelehre
von Wichtigkeit. Hier wiren zu nennen die beriihmten Gelenkoktaeder von R. BRicArD [3, 4, 11], das Isogramm
von G. T. BENNETT [1, 4, 12] und andere geschlossene Gelenkketten [4, 5, 10, 13, 14, 18], ferner das zum Trilatera-
tionsproblem bei komplanaren Standpunkten gehorige Stabwerk [16, 17].

Die Wackeligkeit einer Struktur ist immer durch spezielle Abmessungen bedingt und daher ihrem Wesen nach
im Grunde eine metrische Angelegenheit. Umso erstaunlicher ist daher die Tatsache, daB sie eine projektive Eigen-
schaft darstellt, d. h. daB eine Wackelstruktur bei beliebiger affiner oder sogar kollinearer Transformation wieder
in eine Wackelstruktur iibergeht. Zur Erlduterung sei das folgende klassische Beispiel angefiihrt: Ein durch seine
drei Hauptdiagonalen erginztes ebenes Gelenksechseck ist im allgemeinen starr (m = 6, n = 9; f, = 0); liegen die
sechs Knoten jedoch auf einem Kegelschnitt (der auch in ein Geradenpaar zerfallen darf), dann ist es zumindest
wackelig [9, 15/I], unter Umsténden sogar stetig beweglich [13]. Diese Kennzeichnung wird offenbar durch eine
Affinitét oder Kollineation (Parallel- bzw. Zentralprojektion) nicht zerstort.

Nach dem Gesagten wird auch eine stetig bewegliche Struktur vermoge projektiver Transformationen zu
wenigstens wackeligen Strukturen fithren. Die Erhaltung der endlichen Deformabilitédt darf allerdings nicht erwartet
werden, obwohl es auch dafiir Beispiele gibt. So wurde gezeigt [16, 17]: Werden beliebig viele Punkte eines Kegel-
schnitts mit beliebig vielen beliebig im Raum verteilten Punkten durch Stébe gelenkig verbunden, so entsteht immer
ein stetig bewegliches Stabwerk. Betrachtet man hingegen etwa jene ebenen Neun- oder Zwolfstabgetriebe, deren
Bauart als Parallelprojektion eines dreiseitigen Prismas bzw. eines Wiirfels erklidrbar ist [10], so bleibt deren end-

liche Beweglichkeit zwar bei Ausiibung einer Affinitit erhalten, nicht mehr jedoch bei Anwendung einer Kollinea-
tion.
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Die projektive Invarianz der Wackeligkeit einer Struktur wurde erstmals von H. LieBMANN [8] erkannt. Sein
Beweis stiitzt sich allerdings auf die einschrénkende Voraussetzung, da8 das Stabwerk wenigstens ein unverénder-
liches Dreieck enthélt (8. 215). In der vorliegenden Arbeit wird nun ein relativ durchsichtiger Beweis vorgefiihrt,
der keine Einschrinkung benétigt. Er beruht auf der Verwendung von Geschwindigkeitsdiagrammen, die die
(infinitesimale) Wackelbewegung auch quantitativ kennzeichnen und der Denkweise des Technikers entgegen-
kommen diirften.

2. Hodographen

Die Lage eines Stabwerkknotens X wird durch seine (inhomogenen) kartesischen Koordinaten %y, %y, X3 beschrieben,
die zu einer Spaltenmatrix 2 zusammengefaBt werden. Die Linge s eines Stabes X Y ist dann bestimmt durch

3
8= '21 @ —y)P=@®—y"®—y)), (2.1)
e
wobei der Zeiger 1T' die Transposition der Spaltenmatrix zur Zeilenmatrix bedeutet.
Bei Verlagerung der Knoten sind deren Koordinaten als Funktionen eines Zeitparameters ¢ anzusehen. Der

momentane Geschwindigkeitsvektor ist durch die Ableitung & = da/d: gegeben, die einen Punkt X festlegt. Die

Gesamtheit der Punkte X, 7, ... bildet ein Geschwindiglkeitsdiagramm, kurz ,,Hodograph* genannt. Soll die Knoten-
distanz s = XY (in erster Ordnung) unveréindert bleiben, so gilt wegen & = 0 zufolge (2.1): -

(@ 9T @—g) =0. (2.2)

Dies bedeutet, dafl die Strecke X Y des Hodographen zum Stab X Y orthogonal verliuft. Anders ausgedriickt (Bild 1):
Fiir die Enden eines Stabes miissen die Geschwindigkeitskomponenten in Stabrichtung iibereinstimmen.

Bei starrer Verlagerung des ganzen Stabwerks (also ohne Deformation) erfolgt dieselbe nach dem
Fundamentalsatz der rdumlichen Kinematik in jedem Augenblick wie bei einer Schraubung. Da sich eine solche
Momentanschraubung aus einer Momentandrehung um eine Achse und einer Momentanschiebung in Achsenrich-
tung zusammensetzt, so hat man in einem solchen Fall einen ebenen Hodographen in einer zur Momentanachse nor-
malen Ebene; seine Gestalt ist dhnlich zum Normalrif des Stabwerks in Achsenrichtung. Existiert nun ein von dieser

Ausartung verschiedener Hodograph, der die Orthogonalitédtsbedingung Xy | XY fiir samtliche Stdbe erfiillt, dann
ist dies ein Kennzeichen fiir (zumindest) Wackeligkest. Hinreichend ist also bereits das Vorhandensein eines nicht
ebenen Hodographen, doch ist dies keineswegs unbedingt notwendig (vgl. [22]). Speziell bei ebenen Stabwerken ist
fiir die Wackeligkeit entscheidend, daf der (naturgeméf ebenfalls ebene) Hodograph nicht zum Stabwerk &hnlich
ist (Bild 2).

Bild 1 Bild 2

Zu bemerken wire, dafl der Hodograph eines wackeligen (oder beweglichen) Stabwerks durchaus nicht ein-
deutig bestimmt ist, weil ja der Wackelbewegung noch eine beliebige Momentanschraubung iiberlagert werden
kann. Man diirfte beispielsweise fiir einen Knoten X die Geschwindigkeit @ beliebig vorschreiben, und fiir zwei
Nachbarknoten Y, Z noch die der Orthogonalititsbedingung geniigenden Geschwindigkeiten g und # (in Bild 2
etwa @, d, é).

Offensichtlich stellt der Hodograph eines wackeligen Stabwerks wieder ein solches dar; die beiden Figuren
vertauschen blof die Rollen, wobei die Orthogonalititsbedingung gewahrt bleibt (vgl. Bild 2).

3. Affine Invarianz

Ubt man auf ein wackeliges Stabwerk eine Affinitit aus, so bedeutet es keine Einschréinkung, den Koordinaten- -
ursprung O als fest anzunehmen; eine allfillige Verlagerung desselben kénnte ja durch eine Translation kompen-
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siert werden. Die affine Transformation X — X’ wird dann im rdaumlichen Fall beschrieben durch

3
= Yogmn (=123, : (3.1)

k=1
odet mit Hilfe der (3,3)-Matrix 4 = (a;) durch
X —=Ar : . (3.2)

Hierbei sei zwecks Vermeidung von Ausartungen det A - 0 vorausgesetzt, ferner noch A”A = AE, um die trivialen
Ahnlichkeitstransformationen auszuschalten. ; ;
Es 148t sich nun leicht eine entsprechende affine Transformation X — X' des Hodographen angeben, also

&' = Bx , : (3.3)
welche die Orthogonalititsbedingung (2.2) bewahrt. Es ist ndmlich
@ —y)' @ —y)=@®—y"A"B@e—y =0, (3.4)

wenn man B so wihlt, da8 die Produktmatrix A”B zur Einheitsmatrix E oder dazu proportional wird. Dies verlangt
lediglich
B=A")1=A4"1)" mit 1#0, (3.5)

und die Inverse A~ existiert wegen der Voraussetzung det A # 0. Man konnte fiir B einfach die Matrix der alge-
braischen Komplemente b, der a;; nehmen. Damit ist die affine Invarianz der Wackeligkeit nachgewiesen, die sich
auch unschwer synthetisch einsehen lieBe, indem man die Figuren der Fernelemente von Stabwerk und Hodograph
betrachtet. :

Im Falle eines ebenen Stabwerks ist bloB x; = &, = 0 zu setzen. Dies lauft darauf hinaus, die Spaltenmatrizen
auf zwei Elemente zu verkiirzen und mit (2,2)-Matrizen A und B zu operieren.

Zur Tllustration sei das in Bild 2 wiedergegebene Gelenksechseck mit den Knoten 4(2,0), B(1,2), C(—1,2), D(-2,0),
E(—1, —1) und F(1, —1) herangezogen. Dieselben liegen aus Symmetriegriinden auf einer Ellipse, das Stabwerk ist also wackelig

(vgl. Abschn. 1). Gewiihlt wurden die (der Orthogonalitéitsbedingung geniigenden) Wackelgeschwindigkeitsvektoren a(0, 1), d, —1)
und é(1/3, —2/3); die iibrigen ergeben sich in bekannter Weise mit Hilfe der rechtwinklig verschwenkten Geschwindigkeitsvektoren

oder durch Erginzung des Hodographen; dieser hat die Ecken A(0, 1), B(—26/21, 8/21), C(—26/21, —8/21), D(0, —1), £(1/3, —2/3),
F(1/3, 2/3) und weist die gleiche Bauart wie das Stabwerk auf. Durch Ausiibung der Affinitit

= 20r 450, i s : .

ergibt sich das in Bild 8 (verkleinert) dargestellte Sechseck mit den Knoten A’(4, 0), B'(4, 6), c’(0, 6), D'(—4,0), E'(—3, —3),
F’(1, —3) und dem zugehdorigen, mittels 3

&, = 3%, , Fif e b
TR il

gewonnenen Hodographen: 4°(0, 2), B'(—26/7, 2), C'(—26/7, 10/21), I’ (0, —2), E'(1, —5/3), ¥'(L1).

Xz

Bild 3

4. Kollineare Invarianz

Der Nachweis fiir die kollineare Invarianz der Wackeligkeit eines Stabwerks ist weitaus schwieriger. Zunichst
empfiehlt es sich, von den inhomogenen zu homogenen kartesischen Koordinaten iiberzugehen. Ein eigentlicher
Raumpunkt X wird jetzt durch die Verhiltnisse von vier Zahlen x,: 2, 2,2, mit z, 7 0 festgelegt; seine gewohn-
lichen (inhomogenen) Koordinaten haben die Werte »,/x,, xy/%y, 23/%). Ist 2y = 0, so hat man den Fernpunkt mit
dem Richtungsvektor (x, x,, x;).
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Eine Kollineation X — X' wird nun beschrieben durch die lineare Transformation
3
x; — Z Qi g (7/ = 0, 1, 2, 3) > (41)
k=0

wobei zwecks Vermeidung von Ausartungen det (az) = A = 0 vorauszusetzen ist. Der Versuch, eine entsprechende
Kollineation X — X’ des Hodographen zu finden, welche die Orthogonalititsrelation XY | XY, also

3
X (@oys — Yoi) (ol — Yoti) =0 (4.2)

1=1

erhilt, schligt fehl. Es gelingt jedoch, eine von X abhiingige Transformation X — X’ anzugeben, welche das Ge-
wiinschte leistet.

7 diesem Zweck betrachte man irgendeinen vom Knoten X (;) ausgehenden Stab, dessen Richtung durch
seinen Fernpunkt U(u;) mit u, = O festgelegt sei. Der entsprechende Stab im kollinearen System enthilt neben
X'(x;) den U zugeordneten ,,Fluchtpunkt“ U’ (u;) mit

3
ui= Y agwy (6=0,1,2,3). (4.3)
£=0
Der die Richtung dieses Stabes anzeigende Fernpunkt V’(v;) kann durch eine geeignete Linearkombination v; =
= Aw; — pu; erfaBt werden, wobei wegen vy = 0 die Relation A:p = ug:@y = X aosux : Zaoj@; 20 beachten ist. Man
hat also fiir 2 > 0:

3 3
v = Ugl; — Tl = LZ agup Mit o= X (aotyy — tojix) ¥ - (4.4)
s j=0

Fiir das Knotenpaar X, X’ beschreibt (4.4) die durch die Kollineation induzierte projektive Beziehung zwischen den
Biindeln entsprechender Stabachsen XU und X'U’ = E e

Denkt man sich im Knoten X alle moglichen Geschwindigkeitsvektoren & angebracht, welche dieselbe Kom-
ponente in Stabrichtung XU besitzen, so liegen ihre Endpunkte in einer ,,Transversalebene* 7y | XU; die zuge-
horigen Hodographenpunkte X gehoren dann einer zu 7y parallelen Ebene 7 an, die durch

3
Y wpky = c- %, mit ¢ = const (4.5)
k=1
dargestellt wird. Dieselbe Ebene 7 ist wegen der Orthogonalititsbedingung auch fiir einen beliebigen anderen Knoten
Y auf XU maBgebend (Bild 4). Man wird verlangen, dafl im Hodographen des kollinearen Stabwerks eine analoge

Trigerebene 7’ fiir die (variabel zu denkenden) Punkte X’, Y’ auftritt, beschrieben durch

3 3
X ogi= X oawmd; =% . (4.6)
b i

Bild 4

Da dieser Sachverhalt fiir simtliche von X ausgehenden Stéibe zutreffen, also fiir beliebige Tripel u, :uy:u; bestehen
soll, fiihrt der Koeffizientenvergleich zwischen (4.5) und (4.6) auf den Ansatz
3 g
Qd:k - .21 Oéik.‘t,’; oder Q’Q'I; — kzl ﬁikxk ) (4:.7)

wobei B das algebraiéche Komplement zu x in der (3,3)-Matrix der oy bezeichnet.
Die Berechnung der Komplemente S ist etwas aufwendig und sei etwa fiir f;; néher ausgefiihrt. Mit Riick-
sicht auf (4.4) ergibt sich

P11 = Xaal¥g3 — Kaggn
3
— %. [(ogtiai — (oiflas) (Toalaj — Aojizs) — (Ayglai — Aoitiag) (Aeallsj — Gojctss)] Ty

=2 [“Oiaoj(azz_a/aa — ggllgg) + Aoi2j(Tgslise — (oallss) + A0isj(Agalas — Toslan)] Zids

’ .
= X aoi: 2 [(agga53 — Oagllss) @oj 1 (Agatiaz — Goalias) A2; + (Goalles — Oggliag) A5) % = @+ (An®o— Aso®1) »
i j
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wobei A, das élgebraische Komplement von a; in der (4,4)-Matrix der a;; bedeutet. Nach diesem Muster gelangt
man schlieBlich zu der umfassenden Darstellung

Bix = @0+ (Aawy — Aioxy) fir ,k=12,3. ‘ (4-8)

Geht man nunmehr mit den gemiB (4.7) bekannten «; in die Formel (4.6) ein, dann findet man mit Beachtung
von (4.5):

3
QIC’C;?(’) = 2 (Xikukﬂﬂé’l = A S 6k1uk¢¢ = A . Zukjck = ACQ’:O S (4:.9)
1 v

Der Wert der dabei auftretenden Determinante 4 = det (x;) berechnet sich iiber

3

3 3
A= kZ i = o X (aorarj — aojaax) (Au@e — Aye) € = %o 20 bjx; ,
=1 0 Ji=

wobei
by = agjdyy X anay — a1l X aopty — aoity X andie = Ayolagjrr — arjag) — Aagix,
zu
A= —Axgxg mit A = det (ax) . (4.10)

f Mit den auf Grund der Verwendung homogener Koordinaten zulissigen Festsetzungen o' = xo und &y = xo
sowie den ebenso erlaubten Normierungen 2, = 1 und &, = 1 erweist sich die in (4.6) eingefithrte Konstante ¢’
zufolge (4.9) durch ¢/ = —Ac bestimmt und daher tatsichlich als fest. Die gesuchte Hodographen-Transformation
X — X' lautet demnach gemaf (4.7):

3 3 :
b= o= X aum  @=1), H= % (s —dom)ts  G=123%8=1. *1]

Diese Formeln stimmen mit den von N. W. Ermmow [6, S. 61] fiir die infinitesimale Verbiegung glatier Flichen
angegebenen iiberein. Der dort zur Herleitung beschrittene Weg ist jedoch nicht ohne weiteres auf Stabwerke iiber-
tragbar, weil er diestarre Verlagerung der Flichenelemente beniitzt, die jeweils als infinitesimale Schraubung auf-
gefaBt werden kann. Wihrend bei der Verbiegung einer Fliche die Winkel zwischen den Linienelementen eines
Punktes invariant bleiben, erfahren die Winkel zwischen den Stdben eines Stabwerkknotens bei infinitesimaler
Deformation im allgemeinen doch Anderungen 1. Ordnung, so daB keine starre Verlagerung der Knotenbiindel
stattfindet. — Umgekehrt 1aBt sich hingegen der Fortbestand der hier hergeleiteten Formeln (4.11) auch bei der
Flichenverbiegung erwarten, wenn man némlich die Fliche mit steigender Genauigkeit durch ein Dreieckspolyeder
approximiert (vgl. Abschnitt 5).

TFiir ebene Stabwerke ist wieder bloB z; = &, = 0 anzunehmen. Man stellt leicht fest, dal die Formeln (4.11)
ihre Bauart bewahren, abgesehen davon, da8 die Indizes nur bis 2 laufen. Man vergleiche hierzu das nachfolgende
Beispiel. Im iibrigen verringert sich der Aufwand des obigen Beweisganges ganz betriichtlich, wenn man ihn von
vornherein auf den ebenen Fall beschriinkt, der:auch den Erklirungsfiguren Bild 1 und 4 zugrundegelegt wurde.

Zur Anwendung der (reduzierten) Formeln sei wieder das (elenksechseck aus Bild 2 herangezogen, dessen Daten in Abschnitt 3
vermerkt und lediglich durch die homogenisierenden Koordinaten z, = 1 bzw. &, = 1 zu ergéinzen sind. Bei Ausiitbung der Kollinea-

tion
g = Dy 8 = O 2 0 -—2
B =i 2 i, (@) =0 2 —1 (4.12)
Ty = — 3, 0 0 -3

gehen die Knoten 4 bis ¥ iiber in: 4/(2:4:0) = 4'(2,0), B/(—2:0:—6) = B'(0, 3), 0'(—2: —4: —6) = C'(2, 3), D'(2: —4:0) =
— D'(—2,0), E'(4: —1:3) = E'(—1/4, 3/4), F'(4:3:3) = I"(3/4, 3/4). Die Hodographen-Transformation (4.11) lautet
SARERE PR g U0
Iy = —6iy, (Ai)=| 0 —6 0]. (4.13)
B = 2y + Ay — Hayd, + Tady) i '
Die Diagrammpunkte X'(&} /&, #5/;) ergeben sich mit: A/(0, 2), B(—26/7, —10/21), C"(—26[7, 62/21), D'(0, —2), E'(—1/2, —5[6),
17(£1/2, 7/6). Stabwerk und Hodograph sind in Bild 5 dargestellt.

j—————
X1/ %

ﬂ" Bild 5
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5. Wackelige Polyeder und Gelenkketten

Mit dem Nachweis der projektiven Invarianz von wackeligen Stabwerken ist auch das gleiche Problem fiir Polyeder
und Gelenkketten erledigt, weil man diese Strukturen durch Stabwerke ersetzen kann.

Gemeint sind dabei vorzugsweise (jedoch nicht ausschlieBlich) geschlossene Polyeder, deren Seitenflichen als
starre Platten ausgebildet sind, die lings der Kanten gelenkig zusammenhéngen. Ein solches Polyeder kann starr
sein, beispielsweise wenn es konvex ist (A. CAvucHY, 1813); nichtkonvexe Polyeder konnen jedoch unter Umsténden
zwischen zwei Nachbarformen kippen [7, 11, 19, 21]. Bei zusammengeriickten Nachbarlagen sind die Polyeder
wackelig, also infinitesimal deformierbar, wie etwa die Wackeloktaeder von W. BLAscHKE [2, 11], die Wackelikosa-
eder von M. GOLDBERG [7] und vom Verfasser [20, 22]. SchlieBlich kann auch ein geschlossenes Polyeder sogar in
endlichem Ausmaf} stetig beweglich sein; dieses bis vor kurzem bei Polyedern ohne Selbstdurchdringungen fiir
unmdoglich gehaltene Phénomen wird durch das aufsehenerregende Achtzehnflach von R. ConNELLY [5] belegt, das
dann von K. SterreN durch ein Vierzehnflach verbessert wurde. :

Handelt es sich von vornherein um Dreteckspolyeder, so konnen dieselben durch Materialisierung der Kanten
auch als Stabwerke ausgebildet werden, welche dann natiirgeméfl das gleiche Verhalten zeigen. Die BRIcARDschen
Gelenkoktaeder [3, 4, 11] konnen iiberhaupt nur unter Weglassung zweier der acht Dreiecksflichen als Karton-
modelle oder aber gleich als Stabmodelle realisiert werden, weil gewisse der Seitenflichen einander durchdringen.
— Treten hingegen unter den Seitenflichen eines Polyeders solche mit mehr als drei Ecken auf, dann wird eine
Ausfiihrung als Stabmodell meist beweglich ausfallen; man denke etwa an den Wiirfel. Uberdacht man jedoch alle
derartigen Seitenflichen durch (geniigend flache) Pyramiden, die mittels zusétzlicher Basisstibe versteift werden,
so gelangt man wieder zu Dreieckspolyedern, auf welche die Ergebnisse iiber Stabwerke anwendbar sind.

Gleiche Aussagen gelten fiir geschlossene, mit Zylindergelenken ausgestattete raumliche Ketten starrer Systeme,
weil jedes Glied durch ein Tetraeder ersetzt werden kann, welches zwei (im allgemeinen windschiefe) Gelenkachsen
zu Gegenkanten hat; im Fall schneidender oder paralleler Gelenkachsen sind leicht angebbare Modifikationen
vorzunehmen. Nichttriviale Beispiele fiir bewegliche Gelenkketten bieten das viergliedrige BENNETTSche Isogramm
[1, 4, 12] und die sechsgliedrige BricarDsche Kette [4, S. 311].

Zusammenfassend gilt mithin: Ubt man auf eine wackelige oder stetig bewegliche Struktur eine beliebige Affiniliit
oder Kollineation aus, so entsteht zumindest eine Wackelstruktur. Die endliche Beweglichkeit wird allerdings fiir
gewohnlich verlorengehen. Jedenfalls kann man aber aus einer bekannten Wackelstruktur durch frei wéhlbare
projektive Transformationen beliebig viele weitere ableiten.
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