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1. Einleitung.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit einer Erweiterung des Begriffes der
Radlinien. Unter dieser Bezeichnung versteht man im allgemeinen jene ebenen
Kurven, die als Punktbahnen beim Rollen eines Kreises auf einem anderen entstehen.
Man unterscheidet dabei die Zykloiden, bei welchen der erzeugende Punkt auf
dem Umfang des Rollkreises. liegt, und die Trochoiden, bei welchen das nicht der
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Fall ist. Im Bedarfsfall wird noch durch die Vorsilben ,,Epi-*“ bzw. ,,Hypo-“ ange-
deutet, ob der bewegliche Kreis auf der Auflen- bzw. Innenseite des Fixkreises abrollt. —
Diese ,,niederen‘‘ Radlinien sind seit langem bekannt, da gie in Geometrie und Me-
chanik bei den verschiedensten Gelegenheiten auftreten. Sie waren Gegenstand
zahlloser, meist kleinerer Untersuchungen, welche eine Fiille schoner Eigenschaften
aufdeckten ; eine befriedigende Monographie existiert aber eigentlich noch immer nicht.*

Unter den besonderen Eigenschaften der niederen Radlinien ist besonders ihre
doppelte Erzeugung hervorzuheben, die schon Euler (1784) gekannt hat: Jede
Radlinie kann auf zweifache Art als Punktbahn einer Kreisrollung entstehen.?

Die Zykloiden nehmen insofern eine besondere Stellung unter den Radlinien
ein, als sie noch eine weitere Erzeugung als Hiillkurve gestatten: Jeder Durch-
messer des Rollkreises hiillt namlich im Verlauf der Bewegung eine Zykloide ein,
und auch diese Erzeugung ist wieder auf doppelte Weise moglich.®

Aus ihrer besonderen Entstehungsweise flielen weitere bemerkenswerte Eigen-
schaften der Zykloiden, die den Trochoiden fehlen. So sind z. B. ihre Evoluten
zur Grundkurve ahnlich, woraus sich natiirlich auch Aussagen iiber die Evolventen
ergeben. Die isoptischen Linien der Zykloiden sind Trochoiden, ebenso die
FuBpunktskurven beziiglich des Mittelpunktes; letztere gehen iibrigens selbst
durch das Zentrum und tragen einen eigenen Namen: Es sind die. Rosenkurven
oder Rhodoneen von Grandi (1713).

Die angekiindigte Erweiterung des Radlinienbegriffes besteht nun darin, daB
nicht bloB zwei, sondern eine endliche Anzahl s von Radern rollen. Es liegt ein erster
Kreis vor, der fest ist und auf dem ein zweiter rollt; auf diesem rollt dann ein dritter,
auf diesem wiederum ein vierter usw. Wesentlich ist, daf alle Geschwindigkeiten
zwar beliebig, aber konstant sein sollen. Ein mit dem letzten — dem sten — Kreis
starr verbundener Punkt beschreibt eine Bahn, die ,,Radlinie st*r Stufe* heiflen
soll. Man gelangt auf diese Weise zu einer groBen, auflerordentlich formenreichen
Familie von Kurven, die durch eine Reihe bemerkenswerter Eigenschaften ausge-
zeichnet sind und auf Grund ihrer mechanischen Erzeugung technisches Interesse
- verdienen. .

An sich ist dieser schon in den Epizykeln des Ptoleméus (2. Jahrh. n. Chr.)
verwirklichte Gedanke gewiBl nicht neu, doch scheint eine systematische Untersuchung
dieser Kurven bisher zu fehlen, da sie nirgends besonders erwihnt, geschweige denn
gewiirdigt werden.* Und doch ist das eingehende Studium der.,hcheren Radlinien‘
lohnend, denn es lassen sich nicht nur die vorhin angefiihrten Satze iiber die gewdhn-
lichen Radlinien (,,2. Stufe*) weitgehend verallgemeinern, sondern erst jetzt Aus-
sagen iiber die allgemeinen FuBpunktskurven der Zykloiden und die isoptischen Linien
beliebiger Zykloidenpaare machen. Ferner 158t sich eine groBe Zahl bekannter Einzel-

1 Zusammenfassende Darstellungen der niederen Radlinien geben G.Loria: Spezielle
algebraische und transzendente Kurven der Ebene, Bd. II. Leipzig. 1902. — H. Wieleitner:
Spezielle Ebene Kurven. Sammlung Schubert 56. Leipzig. 1908. — Ausfiihrliche Literatur-
angaben enthalten die Referate von G. Scheffers: Enz. math. Wiss: III D 4 und E. Wolffing:
Bibl. math. (3) 2 (1901). .

2 S0 entsteht z. B. die bekannte dreispitzige Hypozykloide von Steiner als Punktbahn
nicht nur bei der Rollung eines Kreises vom Radius 1 in einem Kreis vom Radius 3, gondern
auch bei der Rollung eines doppelt so grofen im selben Grundkreis.

8 Die vorhin erwihnte Steinerzykloide entsteht als Durchmesserhiillbahn sowohl bei der
Rollung eines Kreises vom Radius 2 in einem Kreis vom Radius 3, als auch bei der Rollung eines
doppelt so groBen um denselben Grundkreis. '

4 Die vielleicht einigermaBen einschligigen Arbeiten von G. Bellermann, Uber Rouletten,
welche entstehen, wenn eine Zykloide auf einer anderen tollt (Berlin, 1892), und C. Eichler,
Mitt. Hamb. math. Ges. 2 (1890) sind gegeénwirtig nicht greifbar.
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kurven und Kurvengruppen unter die hoheren Radlinien einordnen, womit sie einer’
einheitlichen Behandlung zuginglich gemacht und neue Zusammenhinge aufgedeckt
werden.

Die Moglichkeit, beliebig vorgegebene Linien durch hohere Radlinien mit jeder
gewiinschten Genauigkeit anzunahern, unterstreicht ihre Bedeutung fiir die Technik.

Die vorliegende Arbeit ist den allgemeinen Eigenschaf’oeﬁ der hoheren Radlinien

#

gewidmet. Einzelheiten, Sonderfille und Anwendungen sollen spéteren Mitteilungen -

vorbehalten bleiben.

2. Grundlegendes.

Um einen Punkt 4, der festen Ebene Z, drehe sich eine Ebene X; mit der kon-
stanten Winkelgeschwindigkeit ;. Um einen Punkt 4, von 2, drehe sich eine weitere
Ebene X, mjt der Geschwindigkeit w, usw. bis zur
Ebene X,, die sich mit der Geschwindigkeit w; um g
einen festen Punkt 4,_, von ZX,_, dreht. Die Be-
wegung von X, gegen X, mag in naheliegender Weise
und in Anlehnung an den im Maschinenbau beim sog.
,,Planetengetriebe‘ verwirklichten Sonderfall s = 2 als
,Planetenbewegung str Stufe bezeichnet werden.  “/]
Voraussetzung ist dabei, daB alle Geschwindigkeiten
verschieden sind. P ‘ __A,I

Zur mathematischen Beschreibung der Bewegung Abb. 1.
nehmen wir in X, ein ruhendes Normalkoordinatensystem
#, y mit dem Ursprung in 4, an, entsprechend in der bewegten Ebene 2, ein
mit dieser verbundenes Achsenkreuz £, 5 mit dem Ursprung 4,_, (Abb. 1). Da wir
uns vorlaufig auf reelle Punkte beschrinken, konnen wir jedes Koordinatenpaar zu
einer komplexen Zahl zusammenfassen:

z=x+1iy, (=&+ing (@=—1) (1)

Durch diese MaBnahme wird eine bequeme Darstellung jeder Drehung und damit
jeder Bewegung moglich.

Dreht sich namlich der durch eine komplexe Zahl a gegebene Vektor um den
Winkel &, dann wird seine neue Lage einfach durch o’ =a- ¢i* dargestellt.s

Die Anfangslage der Drehpunkte 4, kann mithin durch die von Null verschiedenen
komplexen Konstanten a;, as...a;5_4 gegeben werden, die den Vektoren Ay A,
A A, ... A,_, A, _, entsprechen. Ist schlieBlich ¢ die Zeit, dann sind w, ¢ die Dreh-
winkel der Vektoren a, und der mit ihnen verbundenen Ebenen Z,, und die Bewegung
von X, wird beschrieben durch die Gleichung

2=a, @t a4 Fag g eiOs—1t | [ et (2)

die die Lage eines beliebigen Punktes { von Z; fiir jeden Augenblick ¢ in dem ruhenden
System X, angibt. Vorausgesetzt ist, dafl die Koordinatensysteme z und { in der
Ausgangsstellung ¢ = 0 zueinander parallel liegen. Unter Einfiihrung des Dreh-
winkels ¢ = w, ¢ und der Ubersetzungen m, = w,/w, haben wir

s—1

z=2C-6% 4+ Da,em?. . 3)

v=1

5 Dies ist eine Folge der Eulerschen Beziehung et® = cos « + 4 sin a. Sind ndmlich 7, ¢ die
Polarkoordinaten des Vektors a, dann ist @ = r (cos ¢ + i sin @) = r ¢t?, und fir den gedrehten
Vektor 7, ¢ + o gilt entsprechend a’ =ref@+® =rei?-ei® =a- ¢i s, _ :
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Auflosung nach ¢ ergibt die Darstellung der umgekehrten (inversen) Bewegung
s—1
f=z-e—iv— Ja,eim'?  (m,=m,—1) (4)

. y=1
die natiirlich auch eine Planetenbewegung, aber mit anderen Geschwindigkeits-
verhiltnissen ist.

3. Erzelugung der Radlinien.

Erteilen wir ¢ einen festen Wert a, + 0, dann stellt (2) eine Bahnkurve unserer
Bewegung dar. Ihre komplexe Gleichung lautet in knapper Form

2 8
2= 2 a, et (5)

v=1
Wir nennen sie eine ,,Radlinie st Stufe und kennzeichnen sie igl Bedarfsfall
naher durch Angabe der Geschwindigkeitsverhaltnisse w;:@s:...: ®s; dieses Ver-
hiltnissystem soll die Sippencharakteristik der Radlinie heillen. Der Kiirze
zuliebe sprechen wir gelegentlich auch schlechtweg von einer ,,Radlinie w,:...: ;.

Konstantenzihlung in (5) unter Beriicksichtigung
von Achsen- und Parameterverschiebungen lehrt,
daB es in der Ebene oo** Radlinien str Stufe gibt,
darunter je co®t1 der gleichen Sippe und hierunter
wiederum je oo —3 gestaltlich verschiedene Formen.

Denken wir uns aufeinanderfolgende Drehpunkte
durch Stibe verbunden — als Materialisation der
Systeme X, —, so erscheint die Radlinienbahn von
A, durch ein bewegliches Gelenkpolygon erzeugt,
dessenn Glieder @, sich mit konstanten Winkelge-
schwindigkeiten w, drehen. Der notwendige Zwang-
Jauf kann durch Zahnréder erzielt werden, wie dies
Abb. 2 fiir eine Planetenbewegung 3. Stufe illustriert.

In der Ebene Z, ist ein festes Zahnrad mit dem Walzkreis ko (4o, 7o) angebracht,
das mit einem Rad k, (4,,7,) der Ebene Z, kimmt; die beiden Radien sind durch
die Forderungen ' .

To: ry = (wz — ;) (bla ro + T2l = lall

bestimmt. Ein mit &, konzentrisches Rad k; (44, 74) ist mit X, fest verbunden und
arbeitet mit einem Zahnrad %k, (4,, r;') zusammen; die iIalbmesser sind durch

ryiry = (03— wg) : (Wa— wy), 11+ 715 =g
festgelegt. Wird nun @, mit der Winkelgeschwindigkeit «; um A, herumgefiihrt,
dann erhalten tatsichlich @, und a; die verlangten Geschwindigkeiten w, und w;.
Auf diese Weise 1aBt sich jede hohere Planetenbewegung erzeugen. Allgemein
gelten dabei fiir die Wailzkreisradien der beiden zusammenarbeitenden, an den Enden
des Gliedes a, drehbar gelagerten und mit den Nachbargliedern starr verbundenen
Réder die Beziehungen '

Ty—1: ’I",,+1 o (w,,+1 —- CO,,) : (O)y —— (0,,_1), o1 - ’7",,+1 s Ea,i (6)
v=1,2...s—1; w=0)

Fiir die technische Verwirklichung einer Planetenbewegung ster Stufe sind mithin
2 (s — 1) Zahnrader erforderlich. Hohlrader (r < 0) lassen sich durch Ein.chaltung
eines Ritzels immer vermeiden. Unter Umsténden ist es zweckmaBig, ein Mittelglied a;
festzuhalten und dafiir das System X, beweglich zu gestalten; X (Werkstis.(;h!) fithrt
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dann gegeniiber X, eine Planetenbewegung k%r Stufe, X, (Werkzeug!) eine solche
8 — kter Stufe aus.

_ Vertauschen .wir zwei oder mehrere Glieder des Gelenkpolygons unter Erhaltung
von Richtung und Drehgeschwindigkeit (Umordnung der Vektorsumme!), so ist das
auf die Bahn des Endpunktes ohne EinfluB, doch éndern sich gemif (6) die Uber-
setzungen und Abmessungen der Zahnrider. Wir erkennen damit:

Satz 1. Jede Radlinie str Stufe kann auf s! ver-
schiedene Arten durch ein zwangliufig bewegliches s-glied-
riges Gelenkpolygon erzeugt werden.

Eine andere Erzeugungsweise einer hoheren Radlinie
mit Hilfe eines Gelenkmechanismus von s* Gliedern
veranschaulicht Abb. 3 fiir den Fall s = 4: Wir gehen wieder
aus von dem Gelenkpolygon 444, ... 4, und lassen das
erste Glied @, auf Null zusammenschrumpfen, hierauf
in dem Restpolygon das Glied a, usw. Die bei den ‘Abb. 3.
Schrumpfungsprozessen von den Gelenken durchlaufenen
Wegstrecken a,, a, usw. werden ebenfalls als Stibe ausgebildet, womit wir zu einem
Getriebe gnelangen, das jeden der s Vektoren @, genau s-mal als Stab enthilt.
Treiben wir schlieBlich die in 4, zusammenstoBenden Glieder @, mit den ent-
sprechenden Winkelgeschwindigkeiten o, an, so beschreibt das Ausgangspolygon
zwangliufig die vorgeschriebene Bewegung und 4, die gewiinschte Radlinie s%r Stufe.
— Dieser Mechanismus stellt eine Verallgemeinerung des von Bellermann® der
Entstehung von niederen Radlinien zugrunde gelegten Gelenkparallelogramms dar.

Durch Vertauschung von Gliedern des Ausgangspolygons gelangen wir zu anderen
Stabanordnungen. :

4. Polbahnen.

Jede ebene Bewegung laBt sich bekanntlich auf das gleitungslose Rollen zweier
bestimmter Kurven, der sog. Polbahnen, zuriickfiihren.

Abb. 4. Abb. 5.

Zur Ermittlung der Polbahnen der Planetenbewegung von X gegen X, bedienen
wir uns wieder der Darstellung (3). Wir fragen nach dem Momentanpol M zur
Zeit ¢, d. h. nach jenem Punkt ¢, der bei der infinitesimalen Bewegung wahrend des
Zeitelementes d¢ in Ruhe bleibt, fiir welchen also die Geschwindigkeit *

. 8—1
g . dz dz

= 08 e — > e imye
2= =Wy s (C e'? + Z ame )

¢ G. Be],lfarmann: Epicykloiden und Hypocykloiden. Dissertation Jena. 1867.
Ingenieur-Archiv I, 4-5. 19
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verschwindet. Ausrechnung von { ergibt sofort den Ort von M in Z,, der bei variablem ¢ ‘
die Gleichung der Gangpolbahn fo darstellt:
s—1
= — 3am einie ' o
v=1 !
Durch Einsetzen in (3) oder entsprechend durch Nullsetzen der Ableitung‘von (4)
erhalten wir den Ort von M in X, also bei veranderlichem ¢ die Rastpolbahn f,

s—1

= — D aym Eme. (8)

Die infinitesimale Bewegung kann als Drehung um M aufgefaBt werden, und im Ver-
lauf der Gesamtbewegung rollt f, auf fo ab.

Beide Polbahnen sind offensichtlich Radlinien s— lter Stufe, deren Sippen-
charakteristik aus den Gleichungen unmittelbar abgelesen werden kann. '

Satz 2. Die Polbahnen einer Planeten-
bewegung ster Stufe mit der Charakteristik
@1 ...: o, sind Radlinien s — 1t Stufe.
Die feststehende Rastpolbahn gehort der
Sippe ®;:...:ws_; an, die auf ihr
abrollende Gangpolbahn der Sippe

Betrachten wir eine bestimmte Rad-
linie ¢ = a, und erinnern wir uns, daf die
Seiten des Gelenkpolygons @, . ..a, be-
liebig vertauscht werden konnen, so er-
kennen wir, daB es im ganzen s ver-
schiedene Bewegungen gibt, die dieselbe
Bahnkurve erzeugen; sie unterscheiden
sich nur durch das Endglied. Entsprechend
gibt es hierzu s verschiedene Polbahn-
paare.

‘Satz 3. Jede Radlinie st* Stufe kann
_ auf s verschiedene Arten durch das Ab-
rollen zweier Radlinien s — lter Stufe erzeugt werden.

Hierin steckt die erwithnte doppelte Erzeugung der gewohnlichen Radlinien (s = 2)
durch Rollung von Kreisen (Radlinien 1. Stufe). — Jede Radlinie 3. Stufe hingegen
entsteht auf dreifache Art beim Abrollen einer Trochoide oder Zykloide auf einer
anderen. ¢

Abb. 6.

Als Beispiel betrachten wir die durch die wohl einfachste Konstantenwahl a; = a, = a3 = 1;
0y wgtwg=1:—1:2 erklirte Radlinie k. Aus ihrer komplexen Gleichung

5 — git 4 it + 211 (9)
flieBt nach Trennung von Real- und Imaginiirteil sofort die reelle Parameterdarstellung
z = 2cost -} cos2t Y= sin 2 1.
]jie. als ,,gerades Dreiblatt* bekannte Kurve ist in Abb. 4 bis 6 in den drei moglichen Ent-
stehungsarten dargestellt. Die Moglichkeiten sind die folgenden:
1:—1:2. Auf der Ellipse 2* = % elt |- % ¢~ it (Hypotrochoide 1 : —1) rollt die zweiblattrige

Rosenkurve (* = ——% e~ it L %6_3“ (Epitrochoide 1:3).
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—1:2:1. Die Polbahnen sind zwei kongruente Steinerzykloiden (Hypozykloiden —1:2)
% — 2g—it_—e2it ynd (¥ = e— 29t — 2 ¢i?, die stets spiegelbildlich zu ihrer Wilz-
tangente liegen, was unmittelbar auf die iibliche Definition des Dreiblattes als
FuBpunktskurve einer Steinerzykloide fithrt (vgl. Abschn. 9).

9.1:—1. Auf einer Pascalschnecke z* = 3¢2it - 2¢it (Epitrochoide 1:2) rollt eine

" Epitrochoide 2:3 ({* = 234t | g21%),

5. Algebraische Radlinien.

Bei der Erzeugung der Radlinien durch Zahnradgetriebe sind alle Geschwindigkeits-
verhiltnisse notwendig rational; die Geschwindigkeiten o, selbst diirfen wir unter
diesen Umstinden als ganze und teilerfremde Zahlen voraussetzen. Der Zeit-

. parameter ¢ kann sodann auf ein Intervall von der Lange 2z beschrankt werden,

denn die Funktion z (f) besitzt diese Periode. Die Radlinien sind in diesem Fall ge-
schlossen und algebraisch.

Zur Feststellung der algebraischen Charaktere einer solchen Radliniensippe fassen
wir den Ubergang (1) von den Koordinaten z, y zur komplexen Grofe z durch Hinzu-
nahme der konjugiert-komplexen GroBe z =z —1y als (lineare) Koordinaten-
transformation z, y — 2, z auf. Diese sog. ,,Minimalkoordinaten‘ haben sich viel-
fach bewihrt, speziell auch in der ebenen Kinematik, finden aber noch immer nicht
die gebiihrende Beachtung.? — Es sei erwihnt, daB wir jetzt auch die komplexen
Punkte der Ebene beherrschen, wenn wir fiir z und z auch nichtkonjugierte Zahlen-
paare zulassen.

Nach Einfiilhrung des algebraischen Parameters u = ¢t (w = 1/u) lautet die nun
durchaus rationale Parameterdarstellung der Radlinie (5) in Minimalkoordinaten

8 8 . F
2= Ya,u%, E= 2 au . (10)
v=1 r=1

Algebraische Radlinien sind mithin rational (vom Geschlecht Null).

Zur Ermittlung der Ordnung N haben wir die Schnittpunkte mit einer allge-
meinen Geraden abzuzihlen. Da letztere durch eine lineare Gleichung in z und 2
dargestellt wird, gelangen wir nach Einsetzung der Ausdriicke (10) zu einer algebraischen
Gleichung in %, deren Grad wegen a, * 0 durch

N = 2 max |w,| (11)
gegeben ist. '

Zur Bestimmung der Klasse M sind die durch einen allgemeinen Punkt (p, p)
der Ebene laufenden Tangenten der Radlinie abzuzahlen. Die Bedingung hierfiir lautet

(p—2):(P—2) = i:%2 oder pi—pz=%% — 2%,
was nach Einfiihrung von (10) auf

8 8 8
S o (payu + payu= ) = 2 2y ay (w0 + @) us ™ - (12)
y=1 ) p=1v=1 .
fithrt. Im allgemeinen stimmt die gesuchte Klasse mit dem Grad dieser Gleichung
liberein: M = 2 max (o), |0, — o). (13)
wﬂit%ﬁ#o

7 Zur Untersuchung der niederen Radlinien wurden Minimalkoordinaten bzw. die komplexe
Zahlenebene herangezogen von F.Morley, Amer. J. Math. 16 (1894) und F. Schilling, Z.
Math. Physik 44 (1899), zum Studium der ebenen Bewegung von R. Mehmke, Z. Math. Physik 35 )
(1890) und in neuerer Zeit von E. Hackmiiller, Z. angew. Math. Mech. 18 (1938), insbesondere
tir die Koppelkurve von A. Haarbleicher, J. éc. pol. IT 31 (1933). .

19*
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Jene Paare Wy @y, deren Summe verschwindet, sind auszuschlieBen, da ihr Beitrag
auf der rechten Seite von (12) wegféllt.
Es kann vorkommen, daB fiir einen bestimmten Parameterwert u, sowohl z als

auch 3 verschwindet, namlich dann, wenn ein Riickkehrpunkt vorliegt. Gl (12)
gestattet dann die Abspaltung des Wurzelfaktors u — u, und die Klasse erniedrigt
sich um 1. .

Satz 4. Eine algebraische Radlinie der Sippe w; : . . . : ©; (0, ganz und ‘teilerfremd®)
hat die Ordnung N = 2 max |, und im allgemeinen die Klasse M = 2 max (|evs|,
|w, — w,)). Bei der Bestimmung der Klasse sind gegengleiche Paare w,, @, auszuschal-
ten, ferner fiir jede auftretende endliche Spitze 1 in Abzug zu bringen.

Zur Klarung der Verhéltnisse im Unendlichen wird man mittels
2 ="172,Z¢ % =2Zy/Z und % = U/t (14)

homogene Koordinaten und Parameter einfithren. Durch Umnumerierung der
Winkelgeschwindigkeiten und allfalligen Vorzeichenwechsel konnen wir erreichen,
daB o, den groBten vorhandenen Betrag hat (zumindest von keinem anderen Betrag
iibertroffen wird) und positiv ist. Dann sind in der aus (10) flieBenden Darstellung
der Radlinie -

i ;
Zo: Dy Ly = g™ g™t 3 Oy Ug™ W= 0w 3 @y Uy ™ P g™ T (15)
r=1 v=1
keine negativen Exponenten vorhanden. Die Ordnung ist N = 2 w;.

Der Schnitt mit der Ferngeraden Z, = 0 verteilt sich auf die beiden Punkte u; = 0
und %, = 0, je w,-fach gezihlt. Die Lage dieser Punkte hangt aber noch vom Wert
der kleinsten Winkelgeschwindigkeit ab, die mit w, bezeichnet sei. Wir haben zwei
Hauptfalle zu unterscheiden, je nachdem ob w; + w, vOn Null verschieden ist oder
nicht. ‘

I. w, + wy # 0. ,Zirkulare Radlinien®. : :

Dem Wert u, = 0 entspricht der Kreispunkt 0:0: 1; die durch die niedrigsten
Potenzen von u; in (15) bestimmte Naherung daselbst lautet

B, Zy: 2y = uhriagumt ™y a,. ' (16)
Wir haben daher nach dem Vorzeichen von w, zu unterteilen:

Ia. w, > 0. Die absoluten Kreispunkte sind w,-fache Punkte der Radlinie; die
Tangenten fallen in den Minimalgeraden z 4 ¢ y = 0 zusammen. — Fiir s = 2 erhalt
man die Epitrochoiden, so daB man allgemein von ,,AuBenradlinien‘‘ sprechen konnte.

Ib. w, < 0. Die absoluten Kreispunkte. sind (w; + w,)-fache Punkte der Rad-
linie mit der Ferngeraden als gemeinsamer Tangente. — Fir s =2 erhalt man die
Hypotrochoiden, so daB man allgemein von , Innenradlinien* sprechen konnte.

II. w; + w, =0. Die Radlinien sind nicht zirkular, sondern gehen wegen (16)
durch die Fernpunkte 0:a,: @, und 0:a,: @y Dieselben fallen zusammen, wenn
die Determinante 4 = @, @; — @3 s verschwindet.

Ila. A4+0. ,Elliptische Radlinien®. Die Fernpunkte sind konjugiert-
komplex und lassen sich durch die lineare Transformation 3 = @, 2 —d, z in die abso-
luten Kreispunkte iiberfithren. Die elliptischen Radlinien sind daher affin zu den
zirkularen. '

IIb.A =0. ,Parabolische Radlinien®. Die Fernpunkte fallen in der Richtung
des Vektors z = a, + @, zusammen. Dieser Punkt ist im allgemeinen eine isolierte
Singularitat mit in der Ferngeraden susammentallenden Tangenten ; in Ausnahmeféllen
kénnen sich aber auch reelle parasitische Kurvenzweige dorthin erstrecken.

8 Enthalten die wy den groften gemeinsamen Teiler ¢, dann ist die Radlinie q-fach iberdeckt.
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Anwendung auf dé,s Beispiel des geraden Dreiblattes (9) kennzeichnet dasselbe als zirkulare
(Innen-) Radlinie 4. Ordnung und 6. Klasse, die die Ferngerade als Doppeltangente besitzt.

Die folgenden, leicht einzusehenden Sitze betreffen Fragen der Symmetrie:

Satz 5. Sind in der komplexen Gleichung (5) einer Radlinie alle a, reell (rein
imaginar), dann ist die Kurve symmetrisch zur reellen (imagindren) Zahlenachse.

Satz 6. Eine Radlinie weist dann und nur dann eine g-zihlige Drehsymmetrie auf,
wenn die teilerfremden w, einer arithmetischen Reihe mit der Differenz g entnommen
sind.

Hieraus geht u. a.’hgrvor, daB alle Trochoiden w, : w, eine |w; — w,|-zéhlige Symme
trie besitzen. :

@

6. Hiillbahnen von Geraden.

» Nadh weitgehender Klarung der bei einer Planetenbewegung entstehenden Punkt-
hahnen wollen wir jetzt die Hiillkurven von mitgenommenen Geraden untersuchen.

Wir denken uns also mit der bewegten Ebene X, eine
Gerade g starr verbunden (Abb. 7). Sie sei in dem der
Ebene aufgeprigten {-System durch éinen Richtungsvektor
A von Einheitsbetrag (4 = ¢!*) und durch den orien-

geziahlt, wenn die im Sinn von 4 gerichtete Gerade im
positiven Sinn um den Nullpunkt 4, _; dreht. Nun wird
g mittels eines reellen Langenparameters A = A dargestellt
durch ¢ = — A7+ A 2. Hinzunahme der konjugierten
Beziehung und Elimination von 2 fiihrt bei Beachtung von

A A =1 auf die Gleichung in Minimalkoordinaten
At—AC+2pi=0. (17)
Die Gleichung im festen z-System entsteht daraus durch Einsetzen von (4):
_ —1 -
Az-e—iv—Az-eiv=—2pi+ Y (Ada,em'?—Aa,e ™). (18)
; =1
Zwecks Ermittlung der Hiillkurve ist (18) nach ¢ zu differenzieren:

s—1"

Az-e—io+ Az 6% =— 3 (Aawm, ™9 + A'a,m,’ e im'?). (19)
v=1 .

Damit haben wir die Gleichung einer Geraden ¢, die g im Beriihrungspunkt mit der
gesuchten Hiillkurve [ schneidet; da ihre Richtung zu g senkrecht ist, ist g die Nor-
male von I. ,

Rechnen wir z aus dem Gleichungspaar (18), (19) aus (Addition!), so erhalten
wir unmittelbar die komplexe Darstellung der Hiillkurve

s—1
zr=—Api- ei"’——;—z (@, m,’”" etm® + A% a, m, e—im/ ?); (20)
r=1 = - *
hierin ist abkiirzend m,”’ = m,” — 1 = m, — 2 gesetzt.

Aus der Bauart der Gleichung ersehen wir, da3 es sich wieder um eine Radlinie
handelt. Sie ist im allgemeinen — d. h. wenn alle Exponenten verschieden sind und
keiner verschwindet — von 2 s — lter Stufe und gehort der Sippe w :...: ws_;:
Wyt (2wy— @) ... (2wg— wy_;) an. Denken wir uns die w, auf einer Zahlen-
geraden markiert, so besteht die Sippencharakteristik der Hiillkurve aus jener der
erzeugenden Planetenbewegung, vermehrt um das Spiegelbild an w,. Wegen o, *+ 0
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haben die groBte und die kleinste Winkelgeschwindigkeit verschiedene Betriige und

die Radlinie ist stets zirkular.

Die anschauliche Ubersicht 148t uns auch gewisse Falle von Stufenreduktionen
erkennen. Ist etwa ein Paar w,, w, von vornherein symmetrisch zu w; dann erzeugt
es bei der Spiegelung kein neues und die Stufe fillt um 2 niedriger aus. Die zuge-
horigen Glieder in der Gl (20) lassen sich zusammenziehen zu

Lm, (@ — 42 %) eim® + L (0, — 423,) éim®. 21)
» .
Da die beiden Klammern bis quf einen Faktor konjugiert sind, konnen sie nur gleich-
zeitig verschwinden; dies ist in der Tat fiir gewisse Richtungen moglich, falls die
Glieder a, und a, gleiche Lange haben: die Stufe sinkt dann neuerlich um 2. — Kommt
schlieBlich etwa die Geschwindigkeit wi = 2 w, vor, so ist der zugehorige §piege1-
punkt die Null; da aber gleichzeitig der Faktor my’ verschwindet, sinkt die Hiall-
kurvenstufe ebenfalls um 2. — Die einzige ungerade Stufenreduktion bringt p =0
mit sich: Fiir Geraden durch 4;_, vermindert sich die Stufe um 1. — Wir fassen zu-
sammen :

Satz 7. Die Hiillbahn einer Geraden, welche einer Planetenbewegung ster Stufe

Wyt .. Wy unterworfen wird, ist im allgemeinen eine zirkulare Radlinie 2 s — 1%r
Stufe wy:...:105: (2@wg—w1)i. . " (2 w, — ws ;). Fir Geraden durch den Dreh-

’ punkt A, _, der bewegten Ebene X, erniedrigt sich die Stufe um 1 (w, entfillt). Ist

eine CGeschwindigkeit wz = 2 ;s vorhanden, dann sinkt die Hiillkurvenstufe um 2,
ebenso fiir jedes Paar w, + @y = 2 w,; in diesem Fall kann fiir Geraden einer bestimm-
ten Richtung eine weitere Reduktion um 9 eintreten, wenn |a,| = |a/.

In Anlehnung an den Fall s =2, p =0, der die Zykloiden liefert (Abschn. 1),
nennen wir nun die als Hiillkurven von Geraden erzeugbaren Radlinien ,,z ykloidale“.
Im Bedarfsfall unterscheiden wir dabei zykloidale Radlinien ,im engeren Sinn“ fiir
p = 0 und solche ,,;im weiteren Sinn® fir p + 0. Letztere sind die Parallelkurven
der ersteren und haben zufolge der nur um gerade Betriige erfolgenden Stufenreduktion
immer eine ungerade Stufe, wahrend zykloidale Radlinien im engeren Sinn immer
von gerader Stufe sind. — Wir werden in den folgenden Abschnitten sehen, daB sich
diese Unterfamilie von den allgemeinen Radlinien durch #hnliche ausgezeichnete
Eigenschaften abhebt wie die Zykloiden von den Trochoiden.

Es erheben sich sogleich zwei wichtige, eng miteinander zusammenhéngende Fragen: .
Woran erkennt man eine zykloidale Radlinie und wie findet man eine Planeten-
bewegung, bei der sie als Hiillbahn entsteht?

Nach dem Gesagten miissen die in der Radliniengleichung auftretenden Winkel-

‘geschwindigkeiten auf der Zahlengeraden eine symmetrische Punktgruppe bilden,

d. h. sie miissen sich in Paare w,, ,” mib gleicher, nichtverséhwindender Summe auf-
teilen lassen; bei ungerader Stufe mufl die iibrigbleibende Geschwindigkeit o, gleich
der halben Summe sein. Wir konnen die komplexe Darstellung also in der Form
“ —1 '
z=nb,eiot + 3 (b gioyt + b/ et®'t) mitw, + w, =2w,+ 0 (22)
v=1 :

voraussetzen und miissen trachten, sie in die Gestalt (20) iiberzufithren. Der Koeffi-
zientenvergleich liefert folgende Bestimmungsgleichungen fiir 4, p und die a,:

Apiz'—bsy Qy o =2bv, Az&ﬂz’:z—zb”,' (23)

Wg

Bei der Auflosung unterscheiden wir am besten zwischen ungerader und gerader Stufe.
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I. b, + 0. (Zykloidale Radlinien im weiteren Sinne)
b

bst . wg ;'iof_.
p=lb8|’ A_' lbal’ aﬂ_zb" a)v’_zb,' Wy 58

(24)

Damit die beiden fiir a, gefundenen Ausdriicke auch iibereinstimmen, miissen die
entsprechenden ,,Vertraglichkeitsbedingungen*

w, b, by = w,' b, b, (25)
erfiillt sein. Die Annahme p = — b bringt nichts Neues.
IL. b, = 0. (Zykloidale Radlinien im engeren Sinne)
by wv’ *
—g = PR, e, 26
p=0 a by . (26)

Die ,,Vertriglichkeitsbedingungen‘‘ bestehen hier darin, daB die firr 4° angegebenen
Ausdriicke gleich ausfallen und Einheitsbetrag haben.

J Mannheimburve

Evolute

/fa.rfpo/éa/ﬁﬂ

Abb. 8.

Bei der Aufteilung der Winkelgeschwindigkeiten auf zu w, symmetrische Paare wy,
w,’ ist noch eine gewisse Willkiir offengelassen, da die Elemente eines Paares vertauscht
werden konnen. Auf die zugehorige Vertriglichkeitsbedingung hat dies keinen Einflul,
da sie lediglich in die konjugierte iibergeht. - Da bei den s— 1 Paaren im ganzen
2¢® derartige Vertauschungen vorgenommen werden konnen, kann die Radlinie
auf ebensoviele verschiedene Arten als Hiillbahn entstehen. Jede Vertauschung
suBert sich in der Darstellung (20) als Platzwechsel entsprechender Glieder in einer
Klammer; die betroffene Bewegungskomponente a, ei™? geht dabei in eine neue
— A2 g, e—t™" 9 iiber.

Im Hinblick auf die Moglichkeiten einer Stufenreduktion ist es klar, daB dieselbe
Radlinie auch noch auf unendlich viele Arten durch Planetenbewegungen hoherer

als ster Stufe erzeugbar ist; naturgemaB gilt aber das Interesse vor allem der Minimal-
stufe. ' ’

Satz 8. Eine Radlinie 2s— lt%r bzw. 2 s — 2%r Stufe ist zykloidal, wenn die
Werte der Winkelgeschwindigkeiten auf der Zahlengeraden durch eine symmetrische -
Punktgruppe dargestellt werden und iiberdies fiir das Gelenkpolygon gewisse Ver-
triglichkeitsbedingungen (25) bzw. (26) erfiillt sind.
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Die Radlinie ist dann auf 2°-1 Arten als Hiillkurve einer Geraden erzeugbar,
die einer Planetenbewegung st* Stufe unterworfen wird. Im zweiten Fall — Rad-
linienstufe gerade — geht die Gerade durch den Drehpunkt der bewegten Ebene,
sonst nicht. .

Als Beispiel betrachten wir die zirkulare Radlinie 4. Stufe der Sippe —1 11:2:4
' z=4e—it+2eit+e2it_e4it, (27)

deren Winkelgeschwindigkeiten die verlangte Symmetrie aufweisen; der Mittelwert ist 3/2.
Um Briiche zu vermeiden, verdoppeln wir alle Geschwindigkeiten, was der Einfithrung des neuen
Parameters 7 = 1/2 gleichkommt. Die Aufspaltung

I

w,=—2 w'/= 8 w= 2, wy =4; (3
b= 4, b'=—1 b=2 by =13 b

fiihrt gemiB (26) zu den Daten
. :0, ai:a2=3,' A::i'l:,

Da die Vertriglichkeitsbedingung erfillt ist, ist die vorgelegte Radlinie tatsachlich zykloidal
und sie entsteht als Hillkurve der 7-Achse bei der Planetenbewegung 3. Stufe —2:2:3

z=3e‘2“:{—3e2“+5-e3“. (28)

3
0

Il
Il

3

Die Bewegung ist gemi Abb. 8 einfach-herzustellen : Der Drehpunkt 4, vollfithrt eine harmonische
Schwingung, wihrend die Ebene Z; mit anderthalbfacher Frequenz gleichférmig um ihn rotiert. —
Der Beriihrungspunkt einer Lage von ¢ mit der Hillkurve ist der FufBpunkt des aus dem
Momentanpol M auf g gefillten Lotes g (vgl. Abschn. 4 und 10). Der Ort der Pole — die Rast-
polbahn f, — wird geméf (8) durch 2* — 5e2%7 + 217 dargestellt und ist eine Ellipse.

Die anderen drei Planetenbewegungen, die die Kurve (27) als Hiillbahn erzeugen, gehen
aus (28) durch die wahlweisen Vertauschungen 3¢ 297— 387 und 3 6297 — 3 ¢%7 hervor.

- Es ist hervorzuheben, dafl — der vorgenommenen Geschwindigkeitsverdopplung entsprechend —

in allen Fillen die umhillte Radlinie doppelt dberdeckt erscheint.

7. Evoluten und Evolventen. BektifikatiOn.

Aus dem Vergleich der Gl. (18) und (19) von g und g erkennen wir, daB auch die
Kurvennormale § einer gewissen Planetenbewegung unterworfen ist. Hieraus folgt,
daB die Evolute der Hiillkurve ! von g so wie diese selbst eine zykloidale Radlinie
ist. DaB dieser Satz allgemeiner auch fir die Evolutoiden von [ gilt, ist unschwer
zu beweisen.®, : '

Wir denken uns die Tangente g um ihren Beriihrungspunkt um den Winkel B
in die Lage g’ gedreht. Setzen wir ¢f = B, so hat ¢’ die Richtung 4 B und in An-
lehnung an (18) eine Gleichung von der Bauart

ABz-e—i9e— A Bz-¢? =C(p),

wobei sich der Wert von. C' durch Einsetzen des Berithrungspunktes z gemal (20)
errechnet. Wir finden so '

L 4

s—1

ABze?r— A BEe‘¢¥—(B +_B)pi+%Z[Za,(Bm,,——Em,"’)eimv'w—
v=1

—Aa, (Bmy,— Bm,/’") e~ im'?]. (29)

Der Aufbau entspricht durchaus jenem der Gl. (18), so daB auch ¢' einer gewissen
Planetenbewegung unterworfen ist. Schnitt von ¢’ mit der durch Ableitung nach ¢
berechneten Evolutoidennormalen ¢’ liefert dann schlieBlich die eingehiillte Evolutoide

9 Zieht man durch die Punkte einer Kurve Strahlen, welche mit den Tangenten einen festen
Winkel 8 einschlieBen, so hiillen diese eine ihrer ,,Evolutoiden® ein, unter denen sich fir g = 7/2
die Evolute befindet.
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8—1
r=— A+ BYpi- et + 3 S am” (m — Brm)eimr —
y=1
— A% a, m, (m,— B2m,’") e~ tm" 7], _ (30)

Dieselbe unterscheidet sich nicht wesentlich von der Grundkurve: Es ist im allge-
meinen eine Radlinie gleicher Stufe und Sippe — als Hiillbahn sicherlich zykloidal —
und fallt fiir 8 = 0 mit ihr zusammen. Lediglich bei der Evolute 1 (B ==n/2, B =1)
verschwindet das bei zykloidalen. Radlinien im weiteren Sinn vorhanden gewesene
erste Glied; die Evolute ist mithin stets eine zykloidale Radlinie im engeren Sinn,
die Evolutoiden hingegen nur bei ebensolchen Grundkurven (p = 0). Dieses Ver-
halten wird ohne weiteres verstindlich, wenn man bedenkt, daBl die zykloidalen
Radlinien im weiteren Sinn Parallelkurven einer zykloidalen Radlinie im engeren

Sinn sind. Die Schar der Parallelkurven von [ stellt die Evolventen von I dar.

Satz 9. Die Evoluten und die Evolutoiden einer zykloidalen
Radlinie im engeren Sinn sind gleichartige Kurven derselben
Sippe. Die Evolventen gind im allgemeinen zykloidale Rad-
linien im weiteren Sinn mit um 1 hoherer Stufe.

Satz 10. Die Evolutoiden einer zykloidalen Radlinie im
weiteren Sinn sind gleichartige Kurven derselben Sippe. Die
Evolute ist eine zykloidale Radlinie im engeren Sinn mit um 1
niedrigerer Stufe. — Die Evolventen sind keine Radlinien.

Die letzte Behauptung stiitzt sich auf die Tatsache; dal
die Evolute (30) wegen B* = — 1 niemals eine zykloidale Rad-
linie im weiteren Sinn sein kann. '

Auf Grund der dargelegten Verhaltnisse ist zu erwarten,
daB sich die Rektifikation der zykloidalen Radlinien elementar durchfiihren laft.
— Wie aus Abb. 9 hervorgeht, ist das Bogendifferential dS proportional dem
Krimmungsradius R und dieser wieder ergibt sich als Abstand zwischen Tangente
g und Evolutennormale g.

Subtraktion der Tangentengleichung (18) von der durch zweimalige Differentiation
daraus hervorgehenden Gleichung von ¢

Abb. 9.

# —1 3
Az-e—i9——A47-e? = varz (A a, etm'? — A4 a, e—im,,"l’) (31)
r=1 )
fithrt dann sofort auf
.,. .——.1 — s
R=p—+ 3 mm/ (da,eim' s —Aaecim') (32)
=1 . .

und Integration von 0 bis ¢ gibt den zugehorigen Bogen

s—1

1 4 —_ % 7 - . ’
S = pp—t 3l @ne—1) £ AT UL @)

Da die beiden Summanden konjugiert-komplex sind, fallt der Bogen reell aus, wie
es sein muB, und 1aBt sich durch die Funktionen sin und cos elementar ausdriicken.

Wir erkennen, daB fiir p + 0 die Bogenlinge mit steigendem g iiber alle Grenzen:
wichst. Das bedeutet in Erganzung zu Satz 10, da die Evolventen der zykloidalen
Radlinien im weiteren Sinn stets transzendente Kurven sein miissen.

Fiir p = 0 ist die Bogenlinge jedoch eine periodische Funktion von g. Deutet
man R und S als Normalkoordinaten, so erhilt man die der Grundkurve zugeordnete
sog. Mannheimsche Kurve. Diese stellt den Ort der Kriimmungsmittelpunkte fiir die
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geradegestreckte Grundkurve dar, wenn man sich deren Linienelemente mit den
Kriimmungsradien starr verbunden denkt.1® Wir gelangen hier — wie aus der komplexen
Darstellung S + ¢ B _ohne weiteres ersichtlich ist — zu einer Radlinie, und zwar
einer elliptischen, da jeder Exponent mit beiden Vorzeichen aufscheint.

Die nach Elimination von ¢ aus (32) und (33) verbleibende Beziehung F' (R, S) = 0
ist die natiirliche Gleichung der Grundkurve im Sinne von Cesaro. Es ist auller-
ordentlich bemerkenswert, daB sie fiir algebraische Radlinien algebraisch ausfallt,
da auch die durch sie dargestellte Mannheimkurve eine algebraische Radlinie ist.

Satz 11. Jede algebraische zykloidale Radlinie im engeren Sinn hat eine algebraische
natiirliche Gleichung. Ihre Mannheimkurve ist eine elliptische’ Radlinie.

Nebenbei bemerkt, ergeben sich auch die in diesen Fragenkreis gehorige ,,Radiale‘*t
und die ,,Arcuiden‘?? als Radlinien.

Die Auflosung der Gleichung R = 0 fiihrt auf die Spitzen der zykloidalen Rad-
linie. Gehen wir in (32) zunéchst wieder von ¢ und den m, auf ¢ und die w, zuriick
und fithren wir dann wie in Abschn. 5 den’ algebraischen Parameter u = e'! ein,
so erhalten wir eine algebraische Gleichung, deren Grad

Q = 2 max |w, — wy (34)
die Anzahl der Spitzen angibt. Gleichzeitig ist dies die Anzahl der Scheitel, die

ja durch die analog gebaute Gleichung R = 0 gekennzeichnet sind und die Stellen
mit stationarem Kriimmungskreis darstellen. Ferner 1aft sich noch zeigen, dafl @
die Anzahl der Stellen ist, in welchen die Hiillbahn der Geraden g von den Bahnkurven
der auf g gelegenen Punkte — die ja dieselbe Hiille haben — beriihrt wird.

Wiahrend die Formel (11) fiir die Ordnung ohne weiteres anwendbar ist und bei
Hiillbahnen auf Grund ihrer Charakteristik den Ausdruck

N' = 2 max (|jw], |2 w; — @,]) = 2 (jws] + max |w,— ) (35)
liefert, muB bei der Bestimmung der Klasse gemaf Satz 4 die Anzahl @ der Spitzen
beriicksichtigt werden. Schneller kommen wir aber direkt zum Ziel, wenn wir fragen,
wie oft die Tangente g, wie sie durch (18) dargestellt wird, durch einen festen
Punkt (z,z) geht. Die aufzulésende Gleichung hat nach Algebraisierung den Grad

M’ = 2 max (jo, o, — ). (36)
Bei allen drei Charakteren ist darauf zu achten, daB sie sich auf die Halfte er-

. méaBigen, falls die Hiillkurve doppelt iiberdeckt wird, was fiir p = 0 eintreten kann.

Dies zeigt auch das der Abb. 8 zugrunde liegende Beispiel. Die bei der Planetenbewegung (28)
als (doppelt iiberdeckte) Hiillbahn entstehende zykloidale Radlinie (27) ist von 8. Ordnung und
5. Klasse. Sie hat 5 Spitzen, die den Nullstellen des aus (32) folgenden Ausdrucks fiir den
Kriimmungshalbmesser

R = — (cos T — 2 cos 57) (37) -

w| o

entsprechen; man findet cos 2 7,,, = % (1 + ‘/ﬂ und cos 73 = 0.

Einmalige Integration (dp = 3 dz) liefert die Bogenlinge

S=~§—(5sint—2sin51:), (38)

10 Fir gewohnlich wird die Mannheimkurve erklirt als Ort der dem Berithrungspunkt zu-
geordneten Kriimmungsmitten, wenn die Grundkurve auf einer Geraden rollt (Wieleitner?).

11 Ort der Endpunkte der durch den Ursprung parallelverschobenen Kriimmungsradien
der Grundkurve. Bis auf eine Drehung durch die Polargleichung (32) dargestellt (Wieleitner, .
§ 30).
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gezihlt von v = 0 aus. Es ist zu beachten, daB beim Ubergang iiber eine Spitze Kriimmungs-
radius und Bogendifferential das Vorzeichen wechseln. Zur Bestimmung des Umfanges L sind
daher die einzelnen Teilbogen zwischen den Spitzen zu berechnen; man findet schlieBlich

L=64)/38 +6)/2— 96 ~ 34035.
Fiir die Fliache ergibt sich auf Grund einer fiir alle Radlinien giiltigen, leicht beweisbaren
Formel F=zn 3w |a,,12=—6n;

das Minuszeichen rithrt vom negativen Umlauf bei wachsendem 7 her. _

Die durch (37)und (38) dargestellte Mannheimkurveist eine elliptische Radliniel : — 1:5:—5
von 10. Ordnur'lg. und 12. Klasse mit 4 Selbstoskulationspunkten auf der S-Achse. Sie ist in
jener Lage gezeichnet, die einer Geradstreckung der Grundkurve vom Selbstberithrungspunkt
(r = 60°) aus entspricht. '

Die Evolute der Grundkurve hat die durch Spezialisierung von (30) ableitbare Gleichung

2= %(20é~“+ 2eit—e2it 4 5etit) (t=27)

und entsteht als Hiilllbahn der &-Achse bei der Bewegung
2= 5e 217 + eZir + ¢- e3ir.

Die Ellipsenbahn des Drehpunktes { = 0 ist die Rastpolbahn der Ausgangsbewegung (28) und
wird von der Evolute an @/2 = 5 Stellen beriihrt. Den 5 Spitzen der Evolute entsprechen die .
Scheitel der Grundkurve und S-parallele Tangenten der Mannheimkurve.

Zum SchluB sei noch erwiahnt, daB die Evoluten der allgemeinen Radlinien keine
Radlinien sind. Die einzige Ausnahme bildet die Ellipse, die eine Radlinie —1:1
ist; ihre Evolute ist affin zur Astroide — 1: 3, kann demnach als elliptische Radlinie
4. Stufe — 1:1:3:— 3 angesehen werden.

8. Isoptische Linien.

Wir betrachten wie in Abschn. 6 wieder die Hiillbahn k einer Geraden g, die einer
Planetenbewegung rtr Stufe w;:...:w, =my:.. .my_4:1 unterworfen wird; neu
sei lediglich, daB der Mittelpunkt 4, der Bewegung nicht im Ursprung des Koordinaten-
systems, sondern im Punkt z = a, liegen moge. Entsprechend (18) wird die allgemeine
Lage von g dann gegeben durch '

_ =1
Azei?—Azeir=—2pi+ Y (Adaseim's —Aa,eimi?),  (39)
pu=0
wobei A=c¢e>* p=p m/ =my—1 my=0,

Neben g fassen wir noch eine zweite Gerade h ins Auge, die einer anderen, génzlich
unabhingigen Planetenbewegung str ‘Stufe mit dem Zentrum b, unterworfen wird
und dabei eine zykloidale Radlinie / umhiillt:

Bze—i9— BZeiv=—2qi+ Y (Bbeim?— Bb, e i"'?) (40)
v=0 .
mit B=c¢b q=q, m =m—1, ny,=0.

Wegen der Gleichheit des Parameters ¢ — der, wie erinnerlich, den Drehwinkel
bedeutet — schlieBen die Geraden g und % wihrend der Bewegung stéandig den festen
Winkel p— & miteinander ein (Abb. 10). Ihr Schnittpunkt P durchléuft mithin
eine Kurve ¢, die als ,,isoptische‘ Linie des Kurvenpaares k, ! zu bezeichnen ist,
da dasselbe aus den Punkten P gewissermaBen unter konstantem Winkel gesehen wird.

12 Die Grundkurve wird geradegestreckt, wobei mit den Punkten die Normalen unter Bei-
behaltung ihrer Richtung mitgenommen werden. Die Hillkurve der neuen Lagen ist eine Arcuide
der Grundkurve (Wieleitner, § 31). :
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Die Gleichung von ¢ ist ohne Weitéres angebbaf, da sich z aus (39) und (40) leicht
ausrechnen 148t Wir finden
2 _ _ = r—1 __ L, B
(42— B?) 2 —_—2i(Ap—Bgeir+ S Aaeimu? —a,e ?) —

u=0

=1 __ _ s

— (B, ef%? —b,eiT) _ (41)
v=0

und erkennen die isoptische Kurve sofort als Radlinie von hochstens 2 (r + s — 1)¥

Stufe. Eine Stufenreduktion tritt natiirlich ein, wenn sich unter den m, und n, gleiche

Werte befinden, also insbesondere fiir Grundkurven gleicher Sippe; ferner auch

fiir zykloidale Radlinien im engeren Sinn (p =

i 7 = ¢ =0) und fir konzentrische Grundkurven
4 (@g = by)- ) '
A ¢ Um die isoptischen Linien einer einzigen
// é ot zykloidalen Radlinie & = ! aufzustellen, konnen
1A wir den Parameterwinkel in (39) um den _ge-
/ /} A % 2 wiinschten Gesichtswinkel 2 o vermehren, wodurch
® S wir auf B = A ¢2¢° und b, = a, e2i™? gefithrt
‘n,_ "\QA’O‘ werden; Einsetzung in (41) liefert dann den ge-
P ZA\% suchten Ort. ZweckmiBiger ist es jedoch, den
\V ! Gesichtswinkel aufzuteilen und @ einmal um ¢ zu
, : 7, 5 :
’ k 7y ” _ vermindern und einmal um ¢ zu vermehren; dem-
5 z entsprechend ist in (41) 4 bzw. B durch Aetic
7 b 7 ’ und @, bzw. b, durch a, et i™° zu ersetzen. Man
Abb. 10. erhalt dann als Ortsgleichung
s—1
3-sin20=—2Apisino-eiv— 3 (a,sinm,’” - eim™? +
v=1
+ A% @, sinm, g - e~ ™" 7). . (42)

Die isoptische Linie gehort somit der Sippe der Grundkurve an.
Stellen wir uns im iibrigen die beiden Geraden g und % in P starr verbunden vor

" und betrachten wir die ,,Reitbewegung’ des Winkels ¢ h auf dem Grundkurven-

paar k, 1 (bzw. der Einzelkurve k = 1), so ist deren Gleichung auch leicht anzugeben:
Da sich die Winkelschenkel mit der Geschwindigkeit 1 um ihren Scheitel P drehen,
wird die Bewegung beschrieben durch

z—-_—%'i“C'eiW’ : . . (43)
wobei die Koordinate z von P gemaf (41) bzw. (42) einzusetzen ist. Ersichtlich handelt

es sich um eine Planetenbewegung, deren Stufe und Sippencharakteristik im all-
gemeinen dieselben sind wie die der isoptischen Linie. — Wir fassen zusammen:

Satz 12. Die isoptischen Kurven eines Paares vollstandig unabhangiger zykloidaler
Radlinien, die als Hiillbahnen von Geraden bei Planetenbewegungen m,: . . .: M, _y: 1
bzw. ny ¢ . ..: m,_,: 1 entstehen, sind im allgemeinen Radlinien 2 (r +- s — 1)ter Stufe
und haben die Sippencharakteristik ~ my 1 (2—my) .. .1 My " (2—my_y):my:
(2 —My)i iy (2—m, ) 2t L Die Bewegung des reitenden Winkels ist eine
Planetenbewegung derselben Stufe und Sippe.

Sind die Grundkurven gleichartig (r =s, m =n), s0 reduziert sich die Stufe
im allgemeinen auf 2 s (in der Charakteristik fallen die n-Glieder fort). — Bei zykloidalen
Grundkurven im engeren Sinn (p = ¢ = 0) und bei konzentrischen (a, = b,) sinkt

18 Den Fall A = + B, d. h. g || b, schlieSen wir selbstverstindlich aus.
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die Stufe der isoptischen Linie im allgemeinen um 1; in der Charakteristik fehlt die 1
bzw. 2 am Ende. »

Als Sonderfall dieses Satzes ergibt sich fir r =s =2, m; =n, =m, p =q¢ =0
und a, = b, = 0 die bekannte Tatsache, daB die isoptischen Linien eines Paares kon-

zentrisch-dhnlicher Zykloiden — insbesondere auch zusammenfallender — konzen-
trische Trochoiden derselben Art sind:
(42 — B?) 3 = (A%a — B2 b) eni® | (b — a) e@—miv, (44)

Der Gesichtswinkel vollfiihrt eine Planetenbewegung 3. Stufe m : (2 —m): 1; gemiB
Satz 2 rollt hierbei eine Ellipse auf einer Trochoide m : (2 — m), die iibrigens zur
isoptischen Linie &hnlich ist.'* — Die allgemeinen isoptischen Linien zweier beliebiger
Zykloiden sind Radlinien 5. Stufe.

Es sei noch bemerkt, daf die ,,orthoptischen‘ Linien — bei welchen der gleitende
Winkel ein rechter ist (B = 4 A ¢) — offensichtlich im allgemeinen keine besondere
Stellung einnehmen.

9. FuBpunktskurven.

“Fallt man auf die Tangenten einer Grundkurve % die Lote aus einem festen Punkt
(dem sog. ,,Pol), so erhalt man eine Fupunktskurve von k. Sie 1a8t sich offenbar
als orthoptische Linie eines Kurvenpaares k, I auffassen, wenn / auf einen Punkt
zusammenschrumpft.

Wir gelangen demgeméi sofort zur Gleichung der FuBlpunktskurve einer zykloidalen
Radlinie (39), wenn wir in (41) alle 6 = 0, ferner B = 4 ¢ und ¢ = 0 setzen:®

—1

f=—Adipev o 3 (4 éme — A2G, e—im9). (45)
v=0

Die durch b, = 0 erfolgte Verlegung des Poles in den Nullpunkt O bedeutet wegen
der Belassung von a, keine Einschrankung. Die Festsetzung m, = 0 beriicksichtigend,
ersehen wir, daB es sich im allgemeinen um eine Radlinie 2 s%** Stufe handelt. Sie
besitzt in O einen mehrfachen Punkt, den durch O gehenden Tangenten von £ ent-
sprechend ; deren Anzahl M’ ist im algebraischen Fall durch (36) festgelegt.

Die allgemeinen FuBpunktskurven der Zykloiden (s =2, p = 0) sind Rad-
linien 3. Stufe. .

In Anlehnung daran, dafl die Mittelpunkts-FuBpunktskurven der Zykloiden

" ,,Rosenkurven‘ heiflen (Abschn. 1), wollen wir allgemein die als FuBpunktskurven

von zykloidalen Radlinien auftretenden besonderen Radlinien ,rosenartige®
nennen. Entsprechend der Grundkurve konnte man auch hier solche ,,im engeren
Sinn‘‘ und ,,im weiteren Sinn‘“ unterscheiden. Diese Unterfamilie von Radlinien
ist durch eine besonders einfache Polargleichung ausgezeichnet, denn der Polar-
winkel ist ¢ = ¢ + &« — /2 und der Radiusvektor r =z-e~ ¥ =z-4iet? also
im wesentlichen ein trigonometrisches Polynom.

Satz 13. Die FuBpunktskurven einer zykloidalen Radlinie, die als Hiillbahn einer

gemeinen ,rosenartige’* Radlinien 2 s%** Stufe w,: (20— w,):...: 02w, die
im Pol einen vielfachen Punkt haben.

Bei zykloidalen Radlinien im engeren Sinn (p = 0) erniedrigt sich die Stufe der
Fullpunktskurven im allgemeinen um 1, ebenso fiir den Mittelpunkt als Pol (2, = 0);
in der Charakteristik fehlt das Glied w, bzw. 2 w;, am Ende.

14 W. Wunderlich: Z. angew. Math. Mech. 17 (1937).
15 Wir schreiben wieder s statt » und » statt w.
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Es erhebt sich nun sogleich wieder die Doppelfrage: Woran erkennt man eine rosen-
artige Radlinie und wie findet man die zugehdrige Grundkurve ?

Was die Winkelgeschwindigkeiten betrifft, so miissen diese auf der Zahlengeraden
nach Hinzunahme des Nullpunktes w, = 0 eine symmetrische Punktgruppe bilden;
die Mitte entspricht dem Wert w,. Wir konnen die Radliniengleichung also wie bei
den Hiillbahnen in der Gestalt (22) voraussetzen, wobei diesmal lediglich der Summen-
zeiger von 0 bis s lauft. Koeffizientenvergleich mit (45) liefert dann folgende Be-
stimmungsgleichungen fiir 4, p und die a,:

Api=—b, a =2b, A*a =—2b/ (46)

Die Auflosung
a, =2b, A*=—b'[b, p=A4ib, (»=0...8—1) (47)
ist natiirlich nur dann brauchbar, wenn alle s Werte fiir A2 gleich ausfallen und
Einheitsbetrag haben; » = 0 kann eigentlich auBler Betracht bleiben, da sich die
betreffende Forderung durch Verinderung von b, erzwingen laft, was auf eine Parallel-

verschiebung hinauslauft.
8—1

Satz 14. Eine Radlinie z = b, ei®t + Y (b, et + b,/ ') mit w, = 0 “ist
v=0
dann und nur dann eine rosenartige mit dem Knoten im Nullpunkt, wenn w, + o, =

=2w, %0, |b| = |b,'| und alle Quotienten b,’ /3,, denselben Wert haben.
s—1

Die Polargleichung 148t sich dann auf die Form r =p + e, sin (m) ¢ +'y,)
bringen. o ‘

Als Beispiel betrachten wir wieder das gerade Dreiblatt (9). Die Winkelgeschwindigkeiten
4+ 1 und 2 bilden nach Hinzunahme der Null eine symmetrische Punktgruppe mit der Mitte 1/2.
Um Briiche zu vermeiden, verdoppeln wir alle Geschwindigkeiten ; schreiben wir

=2+ 1= 1+e~2i1+ezir+e4ir’
dann koénnen wir etwa so aufspalten:.

wo =0, w/=2; o= —2, w, =4; wy=1
by =1, b = 1; b= 1, b =1; by =0

und finden nach (47) als Bestimmungsstiicke der Hillbewegung
ay=0,=2, A= *41, p=0.

Die Grundkurve entsteht mithin als Hiillbahn der -Achse bei der gewohnlichen Planetenbewegung
g=3—1=1+2e2%" [ et

ist also eine Steinerzykloide. Das Dreiblatt ist deren FuBpunktskurve fiir den Pol 2 = —1
(3 = 0), demnach eine rosenartige Radlinie. Ihre Polargleichung kann auf die Form

t=2(cos7 4 cos37)=4cos T cos 27
gebracht werden (vgl. Abb. 4).
10. Konstruktionsvorschriften.

AnschlieBend sollen noch die Konstruktionsvorschriften auseinandergesetzt werden,
die der zeichnerischen Ermittlung von Punkten, Tangenten und Kriimmungs-

kreisen der Radlinien zugrunde liegen.
Die Auffindung von Punkten einer durch ihre komplexe Darstellung

8
2= a6t G
y=1

gegebenen Radlinie wird dem Wesen nach durch die Formel selbst angesagt: Man




Hoéhere Radlinien. 295

drehe die Vektoren a, aus der Anfangslage um die zugehorigen Winkel w, ¢ (mit Be-
riicksichtigung des Vorzeichens!) und setze sie dann, von 4, ausgehend, zu einem
Polygon AyA4, ... A, zusammen; der Endpunkt 4, = P ist ein Kurvenpunkt.

Die Richtung der Tangente wird durch z = dz/d¢ angegeben, die Richtung
der Kurvennormale mithin durch

. ) B

24 =— 2 W, O, €9t (48)

v=1

Wir strecken demzufolge die Glieder des Polygons im Verhéltnis ihrer Geschwindig- .
keiten und setzen sie — am besten von P aus riickwartsschreitend — zu einem neuen
Polygon zusammen, dessen Endpunkt die Normalenrichtung gibt (Abb. 11). Da nur
das Verhiltnis der w, wesentlich ist, haben wir eine gewisse Freiheit in der Wahl des
MaBstabes. ‘ ‘

Die Gleichung der Normalen g im Punkt P (z) lautet — mit 3, /Zb‘y/ 3 als laufenden
Koordinaten —

G—2z+G—2z=0. (49)

" Thre Hiillkurve — die Evolute — wird von ¢ im Krimmungsmittelpunkt @

von P beriihrt und dieser Punkt wird aus ¢ von der durch Ableitung nach ¢ gewonnenen
Geraden ¢ .

G—2Z+ (3—2)%=2%2 . (50)
ausgeschnitten; g verlauft senkrecht zum Vektor
8
i =— Dwra,dt, (51)
v=1

der leicht zu zeichnen ist. Die Lage wollen wir durch den Schnittpunkt G' mit der
durch P gehenden Trigergeraden von z festlegen, deren Gleichung

G—2)Z—(5—2%=0 - (52)
lautet. Addition von (50) und (52) liefert als Koor_dinateivon G '

j=2+ 28 =y HLog (53)

28

Wir haben also bloB den in P angehingten Vektor z zweimal im Verhéltnis der
Langen|Z| : [¢| zu verkiirzen und in dem so gefundenen Punkt G' das Lot zu errichten;
dieses schneidet g in der gesuchten Kriimmungsmitte ¢ (Abb. 11).

Ahnlich 188t sich die Hiillbahn einer Geraden g beherrschen, die einer Planeten-
bewegung unterworfen wird. GemaB (8) ermitteln wir zundchst das Momentan-
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zentrum, indem wir alle Glieder a, des die Bewegung erzeugenden Polygons 4,... 4, _,
mit den zugehorigen Faktoren — m,” = 1 — w,/w,; multiplizieren; der Endpunkt 4, _,
des daraus zusammengesetzten neuen Polygons ist der gesuchte Momentanpol, aus
welchem wir lediglich das Lot ¢ auf g zu fillen brauchen, um den Beriihrungs-
punkt P zu erhalten (Abb. 12).

Bedenken wir, daB ¢ vermoge des 2. Polygons eine gleichartige Bewegung voll-
fiihrt wie g selbst, dann ist es klar, daB wir das Verfahren nur zu wiederholen brauchen,
um im Beriihrungspunkt der von ¢ eingehiillten Evolute die Kriimmungsmitte ¢
fir P zu gewinnen (Abb. 12). :

Wie man sieht, sind die gegebenen Zeichenvorschriften von besonderem Wert,
weil sie die gesamte, so umfassende und weitverzweigte Familie der Radlinien nach
einfachen und einheitlichen Grundsiatzen zu behandeln gestatten.

(Eingegangen am 9. September 1946.)

Printed in Austria.
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