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Ein Trilaterationsproblem

Vortrag, gehalten am 25.9. 980 im Rahmen des XII.Steier-
markiechen Mathematischen Sy mp031ums in S%tift Rein, von

Walter Wunderlich (Wien)

1. Die klassischen Verfehren der Landesvermessung beruhen
bekanntlich vorwiegend auf Winkelmessungen. Wird das Geldnde
mit einem Netz von Dreiecken iibermogen, so ist die Gestalt je-
des einzelnen derselben durch zwei Winkel bestimmt. Zur Fest-
legung des MaBstabs einer solchen "Triangulation" ist grund-
sitzlich bloB die Messung einer einzigen Basissirecke erforder-
lich, was trotzdem friher betrichtlichen Aurfwand bedeutete. Seilt
der Einfilhrung der elektronischen Entfernungsmessung und deren 4
geﬁaltigen Fortschritten ist heute die Liéngennessung sehr be-
guem und genau geworden, sodaf man auf Winkelmessungen Uber-
haupt verzichten kiénnte. Damit ist der Triangulation in der
nPrilateration” eine ernsthafte Xonkurrenz erwachsen. Ausgehend
von einem Basisdreieck ist die Lage jedes weiteren Punktes durch
seine drei Distanzen von den Basispunkten bestimmt; theoretisch
zwar zweideutig, docth ist praktisch eine Verwechslung mit dem |
Spiegelbild beziiglich der Basisebene kaum zu beflirchten. Im Ge-
gensatz zu den transzendenten Winkelfunkiionen der Trigonome-
trie bendtigt die Trilateration offenbar nur die algebraischen
Hilfemittel der analytischen Geometrie.

Von def Annahme ausgehend, daf kein brauchbares Basisdrei-
eck zur Verfiigung steht, hat K.KILLIAN [2] folgendes Problem
aufgeworfen: Man hat eine gewisse Anzehl von "Standpunkien"

Py {x, 114074 Yy 3 = 1,24..,m
unbekannter gegenseitiger Lage, ferner eine gewisse Anzahl von
"Zielpunkten"

QJ(X ,YJ ZJ), J = 1:250eyn
ebenfalls unbekannter (eventuell verdnderlicher) Lage; gemessen
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zufolge der gpeziellen Bauart der Polynome lassen sich zwar

werden nun simtliche Distanzen Pin==rij, jedoch nicht die Ent-
fernungen von Standpunkten oder 7ielpunkten untereinander. Die
erste Frage lautet: Fur welche Anzahlen m und n sind die Mes~-
sungen ausreichend, um die Konfiguration der m+n Punkte bestim-
men zu konnen?

Zur Verfiigung stehen die mn Distanzformeln

2 2 2 2
(1) (xi-Xj) + (yi-Yj) + (zi- Zj) =Ti4e

Zwecks Fixierung des (kartesischen) Koordinatensystems sel der
Ursprung in P1 gewdhlt, die x-Achse durch P2 und die xy-Ebene

durch P3 gelegt. Neben den solcherart festgelegten Koordinaten
X, =¥y = zﬁ =Yy,=2,=55% 0 bleiben also noch 3(m+n) - 6 unbekann-
te Koordinaten zu berechnen. Die Bilanz stimmt, falls

(2) an = 3{m+n) -6 oder (m-3) (n=-2) = 3.

Da fiir die beiden Klammerfaktoren nur dile ganzen Zahlen 1 und 3
in Frage kommen, gilt entweder m= 4, n=6 oder m= 6, n=4. Da-
mit hat men das Ergebnis: Werden von vier unbekannten Stand-
punkten Pi aus simtliche 24 Distanzen zu sechs unbekannten
Zielpunkten Qj gemessen, so 1st die Konfiguration der zehn
Punkte grundsdtzlich bestimmt, wenn auch nicht unbedingt ein-
deutig.

Weitaus schwieriger ist aber die tatsdchliche Ermittlung
der Konfiguration, sofern nicht, wie in der Praxis anzunehmen,
wenigstens grobe Ndiherungswerte der unbekannten Xoordinaten be-
xannt sind. Ansonsten wére aber bei 24 quadratischen Gleichun-
gen (1) zunichst ein Problem vom Grad 224% 17+10° zu erwartens

einige der Gleichungen durch Differenzenbildung auf lineare
reduzieren [5/11], aber auch die so gewonnene Schranke 8.6° =

= 62208 ist sicher noch zu hoch; immerhin dirfte der wahre Grad
dochr in den Tausenderregionen legen. Zunm Vergleich sei an die
Verhiltnisse beim analogen ebenen Problem erinnert, wo die An-

zahlen m=n =73 betragen; trotz der ersten Schranke 29==512 und
jer zweiten Schranke 6-42==96 handelt es sich tatsdchlich bleB
um ein Problem 8.Grades [5/1].
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2. Denkbar wire eine experimentelle Losung sehr beschrink-
ter Genauigkeit, indem man die 24 gemessenen Distanzen rij in
passender Verkleinerung durch Stibe materislisiert, die in
zehn Knoten gelenkig miteinander verbunden werden. Ein solches

+abmodell (dessen Herstellung leichter zu schildern als wirk-
lich ausgzufiihren ist) wird im allgemeinen starr sein, wie schon
R.BRICARD [1] bemerkt hat, der auch die entscheidenden ¥noten-
zahlen m=4, n=6 fand. Jedenfalls ist aber damit zu rechnen,

" daB es.mehrere aus den gleichen Stében zusanmengesetzte NModelle

verschiedener Formen geben kann. Unterscheiden sich zwei solche
Formen nicht allzusehr, dann besteht fiir den Geoddten Verwechs-
lungsgefahr zwischen zwei moglichen Losungen.

Riicken zwei derartige Nachbarpositionen zusammen, SO liegt
ein wackeliges Stabwerk mit infinitesimaler Beweglichkeit vor,
was fir den Geoddten eine gewisse Unsicherheit der Losung be-
deutet. Im ebenen Fall liegt eine solche ngefdhrliche Anord-
nung" vor, wenn die drei Zielpunkte zusammen mit den drei Stand-
punkten einem Kegelschnitt angehSren (3, 5/1); bei ganz speziel-
len Anordnungen ist das Stabwerk sogar in endlichem Ausmal ste~

~tig beweglich [4], und das geoddtische Problem ist unbestimmt.

weil es eine kontinuierliche Schar von Losungen besitzi.

Beim rdumlichen Trilaterationsproblem liegt, wie K.KILLIAN
und P.MEISSL [3] festgestellt haven, eine gefdhrliche Situation
in zwei ganz verschiedenartigen Féllen vor.

Pall I: Die vier Staendpunkte liegen zusammen mit den sechs
Zielpunkten'auf einer Quadrik (die auch ausarten kann). Wie in
[5/11] gezeigt wurde, wird dis Gefdhrlichkeit auch bei Vermeh-
rung der Anzahlen nicht behoben, wenn die zusitzlichen Stand-
und Zielpunkte ebenfalls derselben Quadrik angehdren. H.STACHEL
hat bemerkt, daB die infinitesimalen Verriickungen sé&mtlicher
Punkte normdlzur Oberfléche der Quadrik erfolgen, wenn man deren
Achsen festhéalt. )

Fall II: Die vier Standpunkte liegen in ciner Ebene; die

Zielpunkte konnen dabei beliebig im Raum verteilt sein. Dieser

Fall, der nsherungsweise in der FPraxis hsufig gegebern wire, ist

Hauptgegenstand des Vortrags.




3. Die folgenden Entwicklungen lassen vorerst keum elne
Bezisehung zu dem in Rede stehenden Problem erkennen. wir be-
trachben nimlich einen quadratischen Kegel, dessen Basiskegel-
schnitt k firs erste als Ellipse angenommen sei. Ihre Pareame- .

terdarstellung wird angesetzt mit
(3) x = a-cosu, y = besinu, z =0 (a>b>0).

Fiir die Entfernung T irgendeines Basispunktes P€ k von der an
belichbiger Stelle pefindlichen Kegelspitze Q(X,Y,2) gilt
(4) =2 = (X—x)2 + (Y—y)2 + 2% =

= X2+‘.{2+Z2 + -12-(a2+‘02) -2aXcosu-2bYsinu +%— (az—bz) cos 2u.

Die Verteilung der Erzeugendensirecken PQ auf dem Kegel
wird durch die mit (4) definierte Funktion r =r(u) veschrieben.

" Die 3Bauart der Formel 1&8% nun erkennen, daB es noch unendlich

viele weitere Kegel rit derselben Erzeggendenverteilung givt:
Es sind dies alle jere oo‘I Kegel, fur welche die fiinf Formpara-
meter a, b, X, ¥, 7 den vier Relationen

(5) a2-b2=c?, aX=p, VY=g, x2+Y2+z2+-;-(a2+b2)=R2

mit konstanten Werten ¢, P, Q und R geniigen. Die zugehirigen
Basgisellipsen haben gemeinsame Exzentrizitit ¢, sind also kon-
fokal. Setzt man jhre Halbachsen durch

{5) a = cechv, b =ceshv

an, so liefert die (3) entsprechende Darstellung

(7-) x = c.cOSUCA YV, y=c-éinushv, z =0

mit v =const jeweils eine der konfokalen Bagisellipsen.,

Denkt man sich beliebig viele Erzeugende eines der Kegel
durcn starre, in der Spitze Q gelenkig verbundene Stébe reali-
giert, s© gestattet dieses Stabwerk offenbar eine durch Varia-
tion von ¥V beschriebene Deformation, bel welcher dcr PufSpunkt P
jedes Stabes auf einer der durch (7) mit u = const dargestellten
xonfokalen Hyperbeln wandert. Die damit einhergehende, von u

unabhingige Verlagerung der Kegelspitze Q erfolgt lédngs einer
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bestimmt ist. Es handelt sich im allgemeinen um eine algébrai-
sche, zu den Koordinatenebenen symmetrische Raumkurve 12.0rd-
nung, die im NormalriB auf dic Basisebene als doppelt liverdeck-
te Kurve 4.0rdnung erschelnt. In den Fillen p=0 oder q=0 redu-
ziert sich die Spitzenbahn auf eine ebene Kurve 4.0rénung, so-
fern nicht p=q=0, weil dann Q auf der z-Achse verbleibt —

~ Aihnliche Entwicklungen wéaren noch fiir die Annahme einer Hyper-
bel oder Parabel k durchzufiihren [6,7].

4. Nachdem die Verlagerung der Basispunkte P(z,y,J) gemdB
(7) unabhingig von der Kegelspitze Q(X,Y,Z) erfolgt. kinnte man
iiber einem dem Kegelschnitt k eingeschriebenen Pasisvieleck
P1P2...P beliebig viele Pyramiden mit verschiedenen Spitzen
Q1, Q2,...Qn errlchten, und sie wiirden eine simultane Deforma-~
tion gestatten. Damit ist der Zusammenhang mit dem Trilatera-
tionsproblem hergestellt: Werden von beliebig vielen, einem
Kegelschnitt k angehdrenden Standpunkten P aus simtliche Di-
stanzen zu beliebig vielen und beliebig im Raum verteilten
Zielpunkten Q gemessen, SO liegt ein unbestimmies Auswertungs-
problem mit elner stetigen Schar von unendlich vielen LOsungen
vor. Das zugehorige Stabmodell ist ja nicht blol wackelig , son-
dern sogar in endlichem AusmaB stetig beweglich. Im Zuge der
Deformation verdndert sich die Basisfigur in affiner Weise,
wie aus (7) zu entnehmen ist [6] .

Bei der ursprunvllchen Annghme m=4 steht ein ganzes Bl-
schel von cn Basiskegelschnitten k durch die vier Stendpunkte
zur Verfilgung, sodaB. das Stabmodell fiir nZ 6 sogar eire zwel-
parametrige Beweglichkeit aufweist. Bei m=5 ist der Kegel-
schnitt k eindeutig bestimmt, und erst ab m= 6 kommt die Bedin-
gung der Anordnung der Stanrdpunkte auf einem Kegelschnitt ein-
schriankend zum Tragen; die Beweglichkeit des ¥odells ist damn
nur mehr einparametrig, also zwangldufig.
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