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WACKELIKOSAEDER

1

In einer anregenden Abhandlung [2] hat Jessen die merkwiirdigen, von
ihm entdeckten orthogonalen Ikosaeder beschrieben, das sind Polyeder vom
topologischen Typ des reguldren Ikosaeders, deren 20 dreieckige Seiten-
flachen ldngs aller 30 Kanten rechte Winkel bilden. Ein solches ortho-
gonales Ikosaeder ist natiirlich nicht konvex, sondern weist Hohlkanten

auf, und zwar sechs an der Zahl.
- Die Jessenschen Ikosaeder besitzen einen Mittelpunkt und sind einer
Kugel eingeschrieben. Von einer hochsymmetrischen Sonderform (Fig. 2)
erwahnte kiirzlich Goldberg [1], daB sie wackelig ist, d.h. eine infinitesimale
Deformation gestattet, wenn die Seitenflichen ldngs der Kanten gelenkig
verbunden sind.

In der vorliegenden Mitteilung wird nun gezeigt, daB eine solche
Wackeligkeit nicht nur sdmtlichen orthogonalen Ikosaedern mit Mittelpunkt
zukommt, sondern dariiber hinaus auch allen dazu affinen Formen.

2

Bei der von Jessen verwendeten, aus Fig. 1 ersichtlichen Bezeichnung der
Ikosaederflichen mit geordneten Paaren der Ziffern 1 bis 5 werden zur
Beschriftung ‘benachbarter’ (lings einer Kante zusammenhédngender)
Dreiecke stets durchwegs verschiedene Ziffern beniitzt. So tragen die drei
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Nachbarflichen des Dreiecks ij die Signaturen ki, Im und mk, wobei ijkim
immer eine gerade Permutation von 12345 ist.! Die ij gegeniiberliegende
Seitenflache erhalt auf diese Weise die Kennzahl ji.

Jede Ikosaederkante kann dann durch die beiden Ziffernpaare der von
ihr ausgehenden Seitenflichen gekennzeichnet werden, wobei nach Orien-
tierung der Oberfliche auch noch der Durchlaufsinn der Kante
beriicksichtigt wird : Das erste Ziffernpaar soll jeweils von jenem Dreieck
stammen, dessen Umlaufsinn mit der orientierten Kante vertrdglich ist.
Zur besseren Verstindigung mogen die Ecken des Dreiecks 45 mit 4, B, C
bezeichnet werden, die freien Ecken der Nachbardreiecke mit D, E, F (Fig. 1);
werden schlieBlich noch die Gegenecken mit einem Akzent versehen, so
sind alle 12 Ikosaederecken erfaBt. Gilt der Umlaufsinn ABC in 45 als der
positive, dann erhdlt etwa die orientierte Kante AB das Symbol 45, 12),
BA hingegen (12,45), A' B' wiederum (21, 54), usf.

3

Bei einem orthogonalen Ikosaeder bildet jede Seitenfldche ij mit den
Nachbarflichen ki, Im und mk rechte Winkel; deren Ebenen haben daher
einen uneigentlichen Schnittpunkt in der zur Stellung von ij normalen
Richtung In affiner Verallgemeinerung wird nun bloB verlangt, daB je
drei Flichen ki, Im und mk stets einen Fernpunkt gemeinsam haben sollen,
der jedoch nicht in der zu ij normalen Richtung zu liegen braucht. -

Uberdies wird angenommen, daB je zwei gegeniiberliegende Seitenfléchen
ij und ji in parallelen Ebenen liegen. Ob dies eine einschrankende oder aber
eine notwendige Voraussetzung ist, bleibt offen. Bezeichnet man den
Fernpunkt der zu ij (und ji) normalen Richtung ebenfalls mit ij (= ji), so
hat man in der Fernebene eine Figur aus 10 Punkten, die zu je dreien auf
einer von 10 Geraden angeordnet sind: Die Fernpunkte kl, Im und mk
miissen ja einer Geraden angehdren, die mit klm bezeichnet werden konnte.
Die dadurch gekennzeichnete Struktur der Figur in der Fernebene 1aBt
erkennen, daB es sich um die wohlbekannte Desarguessche Konfiguration &
(105, 10,) handelt, wie sie mit der gleichen Bezifferung beispielsweise auch
als kinematischer Polplan eines fiinfgliedrigen ebenen Zwanglaufgetriebes
auftritt.

4

Die Desarguessche Konfiguration ist aus zwei perspektiven Dreiecken
ableitbar und kann als die Projektion der Ecken und Kanten eines voll-
stindigen raumlichen Fiinfflachs angesehen werden. Dual dazu ist sie auch

! Eine zweite, gleichberechtigte Méglichkeit, welche die Nachbarflichen von ij mit lk, ml und
km bezeichnet, soll hier der Kiirze zuliebe nicht eigens verfolgt werden.
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als das Spurensystem der Seiten und Ebenen eines vollstandigen raumlichen
Fiinfecks deutbar.

Damit eroffnet sich ein Weg zur Konstruktion von Ikosaedern der
gesuchten Art: Nach Annahme eines beliebigen raumlichen Fiinfecks 12345,
von dem lediglich verlangt wird, daB8 keine vier Ecken komplanar sind,
stehen mit dessen Seiten ij die Normalenrichtungen der Ikosaederflichen
ij und ji zur Verfiigung. Beginnt man etwa mit den Ebenen 12, 23, 31 und
45 in den vorgeschriebenen Stellungen, so hat man zunichst des Dreieck
ABC; legt man anschlieBend die Ebenen 51 durch B und 14 durch C, dann
schneiden diese in 23 die Ecke D heraus usf. Ob die Fortsetzung dieses
Prozesses zuletzt wirklich ein geschlossenes Ikosaeder liefert, ist freilich
nicht von vornherein gewif3. :

Dal dies aber tatsachlich zutrifft, erkennt man, wenn man die Ikosaeder-
kante (ij, kl), die ja zu den Fiinfeckseiten ij und kI normal sein muB3, nach dem
Vorgang von Jessen [2] einfach durch

(1) (ij, kl) = ij x Kkl

ansetzt. Die solchermaBen der Richtung und Linge nach bestimmten
Kanten der Ikosaederfliche ij bilden wegen kl+Im +mk =0 stets ein
Dreieck, was die SchlieBung gewdéhrleistet. Dieses Dreieck ist iibrigens
dhnlich zur Normalprojektion des Teildreiecks klm in Richtung ij.

Weiterhin ergibt sich aus der Bemerkung, daB je zwei Gegenkantex
ij x kl und Ik x ji = —ij x kl gleich lang und gegensinnig parallel sind, die
Existenz eines Symmetriezentrums O fir das Ikosaeder. Die genannten
Kanten sind nebenbei parallel zum Gemeinlot der windschiefen Fiin-
feckseiten ij und kl.

5

Als Beispiel sei das aus dem erzeugenden Fiinfeck mit den Ecken1(— 1,1, 1),
2(1,—-1,1), 3(1,1,—1), 4(—1,—1,—1) und 5(0,0,0) anhand des Schemas
aus Fig. 1 mittels der Regel (1) abgeleitete Ikosaeder betrachtet. Man erhalt
zunachst die Kantenvektoren AB=45x12=(2,2, —4), BC =45 x 23 =
(—4,2,2),BD=23 x 51 =(4,2,2) und findet dann durch Mittelbildung
aus AD=AB+ BD = (6,4, — 2) und AD' =53 x 24 = (— 2,4,2) den Radi-
usvektor AO =(2,4,0). Wird das Zentrum O im Koordinatenursprung
angenommen, so sind die ersten vier Ecken durch A( — 2, — 4,0), B(0,— 2,—4),
C(—4,0,—2) und D(4,0,—2) festgelegt; iiber AE =24 x 31=(0,8,0)
und AF =12 x 53 = (2,2, 4) ergeben sich noch E(— 2, 4, 0) und F(0,— 2,4).
Fur die restlichen Ecken A’ bis F’ sind bloB die Vorzeichen der Koordinaten
umzukehren.

Da einander je zwei windschiefe Seiten des erzeugenden Fiinfecks
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rechtwinklig kreuzen, so liegt ein orthogonales Ikosaeder vor. Es ist in Fig. 2
axonometrisch dargestellt. :

6

Um allgemeinere orthogonale Ikosaeder zu gewinnen, hat man die Ecken
des erzeugenden Fiinfecks auf die Ecken und den Hohenschnittpunkt
eines beliebigen orthozentrischen Tetraeders zu verteilen. Wird dieses derart
auf die xy-Ebene gestellt, da die Ecke 1 auf die x-Achse und die Kante 23
parallel zur y-Achse zu liegen kommt, wiahrend die Hohe 45 mit der z-Achse
zusammenfallt, so konnen die Ecken durch 1(p,0,0),2( — g, — r,0),3(—g,s,0),
4(0,0,u) angesetzt werden; fiir die Existenz eines Hohenschnittpunktes
5(0,0,v) sind dann die aus 12 L 34 und 15 | 24 folgenden Bedingungen

() p+qq=rs und pq = uv

notwendig und hinreichend [2].

Eine einfache Losung in natiirlichen Zahlen lautet:p=u=2,g=v=s5=1
und r= 3. Nach dem in Abschnitt 5 verfolgten Schema erhélt man die
Ikosaederecken A(1, — 2,6), B(— 2,1,6), C(2,1,6), D(— 6,1, — 2), E(3,4,—4)
und F(4,—5,0), zu welchen noch die durch Vorzeichenwechsel hervor-
gehenden Gegenecken A’ bis F’ treten. Das so gewonnene, mit keinerlei
unerwiinschten Symmetrien behaftete Ikosaeder ist in Fig. 3 in kotierter
Projektion dargestellt.
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7

Von der in Fig. 2 abgebildeten Sonderform hat Goldberg [1] erkannt, daB3
sei bei gelenkiger Ausfiihrung der Kantenverbindungen wackelig ist. An
entsprechenden Demonstrationsmodellen ist die theoretisch bloB infinitesi-
male Beweglichkeit deutlich zu bemerken.? Bei festgehaltenem Achsenkreuz,
erfahren die sechs Hohlkanten differentielle Verschiebungen gleichen
Betrages in den aus Fig. 2 ersichtlichen Achsenrichtungen.

Werden die bei der Verlagerung zweier Punkte X, Y auftretenden Ge-
schwindigkeitsvektoren mit X = dX/ds und Y = dy/dt bezeichnet, so gilt fiir
die momentane Anderung é ihrer Entfernung e wegen e = (X — Y)? die
Beziehung? :

3) e¢=(X—-Y)(X - Y)

Mit é =0 hat man daher fiir die augenblickliche Abstandsinvarianz der
Punkte die notwendige und hinreichende Bedingung X ¥ L X Y.

Sucht man zu sdmtlichen Ecken X, Y,... eines bewegten starren Polyeders
nach gewdhltem GeschwindigkeitsmaBstab die Punkte X, Y,... auf, so
wird der von diesen gebildete Geschwindigkeitsplan oder Hodograph
eine Figur bilden, die sich in einer zur momentanen Schraubachse normalen
Ebene befindet und zum NormalriB des Polyeders auf diese Ebene dhnlich
ist. Existiert jedoch ein nichtebener Hodograph, der die Bedingungen

? Solche Modelle kénnen wie iiblich aus Karton angefertigt werden. Eine andere, mit geringem
Aufwand herstellbare und den Vorzug der Durchsichtigkeit bietende Ausfithrung besteht aus
Plastik-Trinkhalmen, die mittels durchgezogener Fiden verbunden werden.

> Da MiB verstindnisse nicht zu befiirchten sind, werden die Buchstabensymbole sowohl fiir
die Punkte als auch fiir ihre Ortsvektoren verwendet.
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XV L XY erfiillt, dann bedeutet dies zumindest infinitesimale Wackeligkeit
des Polyeders, falls nicht sogar kontinuierliche Deformabilitat endlichen
AusmaBes besteht, wie etwa bei den berithmten Bricardschen Oktaedern
[3]. Ein derartiger nichttrivialer Hodograph hat fiir das spezielle
Wackelikosaeder in Fig. 2 die Gestalt eines reguldren Oktaeders.

7um Nachweis der Existenz entsprechender Hodographen fiir alle hier
betrachteten, aus beliebigen raumlichen Fiinfecken 12345 abgeleiteten
Ikosaeder mag ebenfalls versucht werden, fir die Kanten AE = (24,31),
BF = (12,34), CD = (14,23) und deren Gegenkanten rein translatorische
Verlagerungen durch den Ansatz ‘

) A=f=—-A'=-FE, B=F=—B=-F, C=b=-C'=-D

als moglich festzustellen. Wegen AB L AB und AB=AF 1L AF milte
AB L ABF = 12 (vgl. Fig. 1) und daher AB| 12 gelten. Zusammen mit
den analogen Bedingungen BC|| 23 und CA | 31ergibt sich so die Ahnlichkeit
der Dreiecke ABC ~ 123. Auf gleiche Weise gelangt man insgesamt zu den
Ahnlichkeitsbeziehungen

(5) ABC ~ 123, DBE'=CBA'~234, ECF' = ACB' ~ 314,
FAD' = BAC' ~ 124.

Aufgrund der notwendig gleichen Ahnlichkeitsfaktoren lassen sich alle
diese Forderungen durch Kongruenzen erfiillen, indem man die Seitenfla-
chen des Tetraeders 1234 passend verschiebt (Fig. 4). Der Hodograph hat
also ebenfalls die Gestalt eines zentrisch-symmetrischen Oktaeders, das
aber im allgemeinen nicht reguldr sein wird. Mit diesem nichtebenen Ge-
schwindigkeitsdiagramm ist offenbar nachgewiesen der

B'=F"
Fig. 4

SATZ. Simtliche aus nichtausgearteten Fiinfecken vermoge der V orschrift
(1) abgeleiteten Ikosaeder sind wackelig.
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Aus Fig. 4 entnimmt man noch fiir die maBBgebenden Geschwindigkeiten
die einfachen Bestimmungsgleichungen

6) 2A4=24+31, 2B=12+34, 2C =14+23.

Die Darstellungen A =14 +1)—12+3) usw. lehren dann, daB die
Geschwindigkeitsvektoren durch jene Strecken reprasentiert werden, welche
die Mittelpunkte gegeniiberliegender Kanten des Tetraeders 1234 verbinden.

Auffillig ist, daB3 der Hodograph gar nicht von der Lage des Punktes 5
abhingt. Dieser beeinflufit blo die Stellung jener Ikosaederflachen, die
von den translatorisch verlagerten Kanten ausgehen. Nach allem ist die
Wackeligkeit der betrachteten Ikosaeder trotz ihres im Grunde metrischen
Charakters eine affine Eigenschaft. Diese Beobachtung ist bei Stabilititspro-

 blemen immer wieder zu machen, sofern es sich nicht sogar um projektive

Eigenschaften handelt, wie etwa bei den Wackeloktaedern Blaschkes [3].

8

Bezeichne Q  jene regulire Quadrik, die durch das Poltetraeder ijkl und den
Mittelpunkt m bestimmt ist. Die von den Fernelementen des vollstindigen
Fiinfecks 12345 gebildete Desarguessche Konfiguration 9 (Abschnitt 3 und 4)
ist beziiglich des Fernkegelschnitts o von Q  autopolar, und zwar ist jeweils
der Punkt ij Pol der Geraden klm. Hierdurch ist o eindeutig bestimmt und
daher allen fiinf Quadriken Q gemeinsam. i

Durch Ausiibung der absoluten Polaritit in der Fernebene gelangt man
daselbst von 2 zu einer zweiten Desarguesschen Konfiguration 2*, deren
Geraden zufolge (1) von den Seitenflichen des Ikosaeders herriihren; sie
ist autopolar beziiglich des zu o absolut polaren Kegelschnitts o*.

Ist die konvexe Hiille des Fiinfecks 12345 ein Tetraeder ijkl, so liegt der
Mittelpunkt m im Inneren desselben und die Quadrik Q_ ist nullteilig, o
mithin ein nullteiliger Kegelschnitt und o* ebenso. In diesem Fall kann o*
durch eine reelle Affinitdt in den absoluten Kugelkreis libergefiihrt werden,
wobei das aus dem Filinfeck abgeleitete Ikosaeder in ein orthogonales tiber-
geht. Wie Jessen gezeigt hat [2], ist ein orthogonales Ikosaeder einer Kugel
eingeschrieben, woraus nun die Existenz eines dem urspriinglichen Ikosaeder
umschriebenen Ellipsoids (mit dem Mittelpunkt O und dem Fernkegelschnitt
o*) folgt.

Gehoren hingegen simtliche Punkte des erzeugenden Fiinfecks dessen
konvexer Hiille an, so kann man diese als Doppelpyramide mit dreieckiger
Basis auffassen. Die fiinf Quadriken Q sind dann Hyperboloide mit gemeinsa-
mem einteiligen Fernkegelschnitt o. Auf dem Weg tibers Komplexe ergibt
sich nun, daB3 das abgeleitete Ikosaeder einem Hyperboloid eingeschrieben
1st.

SATZ 2. Die zwolf Ecken eines aus einem nichtausgearteten Fiinfeck abge-
leiteten Wackelikosaeders liegen auf einer Quadrik. Diese ist ein Ellipsoid
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oder ein Hyperboloid, je nachdem ob der konvexen Hiille des Fiinfecks blol3
vier oder aber alle fiinf Punkte angehoren.

9

Um zu iibersichtlichen Sonderformen von Wackelikosaedern mit dreizahliger
Symmetrieachse zu gelangen, wird man von entsprechenden Finfecken

ausgehen, deren Ecken mit 1(2r,0,0), 2(—r, — r\/§, 0), 3(— r,r\/g, 0),
4(0,0,u) und 5(0,0,v) angesetzt werden mogen. Auf dem in Abschnitt
5 beschrittenen Weg ergeben sich dann—nach Kiirzung durch r—die Iko-
saederecken A(0, 2(v — u), 3r\/§), B(ﬁ (v—u), u—ov, 3r\/§), C (\/3 (u—v),
u—u, 3r\/§), D(— \/§(u +v), u—0v,— rﬁ), E(u\/g,u + 20, — rﬁ) und
F(v\/3,—2u—v,—r/3); fiir die Gegenecken A’ bis F' sind bloB die
Vorzeichen umzukehren.

Unter der Bedingung uv =2r? fillt 5 in den Hohenschnittpunkt des
Tetraeders 1234 und man erhilt ein orthogonales Ikosaeder, speziell
das in Fig. 2 dargestelltefurr:u:v = ﬁ :1:4 (allerdings in anderer Aufstel-
lung). Annahmen mit u= — v liefern nichtorthogonale Wackelikosaeder
mit drei zweizdhligen Symmetrieachsen; sie sind jeweils einem Drehhyper-
boloid eingeschrieben und besitzen 12 Hohlkanten. Fig. 5 zeigt die zu
AR =\/§ : — 2:2 gehorige Form, die durch acht gleichseitige Dreiecks-
flichen ausgezeichnet ist.

s d

Fig. 5
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z

Fig. 6

10

Verlauft im erzeugenden Fiinfeck 12345 eine Seite ij parallel zur gegentiber-
liegenden Ebene klm, so weisen die drei Ikosaederkanten (ij, ki), (ij, Im)
und (ijj, mk) die gleiche Richtung normal zu klm auf, und das Dreieck” ij
schrumpft auf eine Strecke zusammen, ebenso natiirlich auch das Gegen-
dreieck ji. Eine solche Situation kann ein-, zwei- oder dreimal auftreten;
die Anzahl der urspriinglich 20 Seitenflachen sinkt dadurch auf 18, 16 bzw.
14. Fig. 6 zeigt ein derartiges Vierzehnflach, das sich fiir die Annahme
u= — 2v in Abschnitt 9 einstellt.

Mit den verschwundenen Seitenfldchen ist allerdings auch die Wackeligkeit
verlorengegangen. Sei im erzeugenden Fiinfeck etwa 24 135; die Ecken
A, E und D' fallen dann in eine Gerade. Bei translatorischer Verlagerung
der Kante AE gilt daher gemiB Abschnitt 7: A = E = D’ = C'. Dies bedeutet,
daB die fiir den Hodographen bestechenden, Wackeligkeit bedingenden
Ahnlichkeitsrelationen (5) jetzt nicht mehr erfiillbar sind (vgl. Fig. 4). Die
eingetretene Starrheit der reduzierten Polyeder macht jedoch keine Retusche
von Satz 1 notig, da dieser ausdriicklich nur von Ikosaedern spricht. Die
Starrheit des Vierzehnflachs in Fig. 6 ist auch unmittelbar zu erkennen,
weil etwa die im Punkt F zusammentreffenden Kanten feste Winkel miteinan-
der einschlieBen, also ein unveranderliches Dreikant bilden.
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