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REGELFLACHEN FESTEN DRALLS
MIT KONSTANT GEDRALLTEM STRIKTIONSBAND

WALTER WUNDERLICH, Wien

(Eingegangen am 9. Juli 1979)

1. Einleitung. Ein zuerst von G. Sannia [12] entworfenes und spiter von E.
Kruppa [6] in Vektorschreibweise entwickeltes Konzept fiir eine ,,natiirliche Geo-
metrie® der Regelflichen des dreidimensionalen euklidschen Raumes verwendet ein
im Zentralpunkt Z jeder Flichenerzeugenden angebrachtes, orthonormiertes beglei-
tendes Dreibein, bestehend aus dem Erzeugendenvektor ey, der Flichennormale e,
und der Zentraltangente e; = e; X e,. Ist z = z(s) die vektorielle, auf die Bogen-
linge s bezogene Darstellung der von den Zentralpunkten Z erfiillten Striktionslinie
oder Kehlkurve k, dann kann die Regelfliche @ mittels der unabhéngigen Para-
meter s und ¢ beschrieben werden durch

(1.1) x=2z(s) +1.es).

Fiir die Ableitungen der Dreibeinvektoren nach s gelten, entsprechende Differen-
zierbarkeit vorausgesetzt, die grundlegenden Ableitungsgleichungen

(1.2) ¢, = xe,, €)= —xe; + 1e35, €3= —1€;.

Die dabei auftretenden Bewegungsinvarianten x = e’ll und 7 = ere; = —eje,
heiBen die natiirliche Kriimmung bzw. Torsion der Regelfliche ®. Als dritte Inva-
riante wird noch der Striktionswinkel ¢ = <e,z’ herangezogen, den die Erzeugende
mit der Striktionslinie k bildet; er ist definiert durch

(1.3) 7' = e, cosc + e3sinc

und wird fiir gewohnlich auf das Intervall —n/2 < ¢ < 72 beschrénkt.

Durch die ,,natiirlichen Gleichungen® x = (s), 7 = 1(s) und o = a(s) ist die
Fliche & bis auf Bewegungen, also der Gestalt nach vollkommen bestimmt [6]. —
Fiir die von den Tangenten einer Raumkurve k gebildete Torse & gilt ¢ = 0, und die
Ableitungsgleichungen (1.2) sind die wohlbekannten Formeln von F. Frenet, wobei x
die Kriimmung und t die Torsion von k bedeuten.

Die von den Zentraltangenten gebildete Regelfliche ¥ wird als das Striktionsband
von @ bezeichnet, falls nicht alle Zentraltangenten zusammenfallen, wie das fiir die
aufrechten Konoide eintritt. Unter AusschluB dieser Flichen sowie der durch = = 0
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gekennzeichneten konoidalen Flichen iiberhaupt (deren Erzeugenden zu einer festen
Richtebene parallel sind, sodaB ihre Zentraltangenten einen Zylinder erfiillen), haben
& und das durch

(14) y =12(s) + t.ess)

dargestellte Striktionsband ¥ die Kehlkurve k gemeinsam und stehen in austausch-
barer Beziehung,d.h. @ ist das Striktionsband von ¥ [2, 6, 7]. Ist iiberdies o £ 0
(also @ nicht abwickelbar) und ¢ * nf2 (¥ nicht abwickelbar), so beriihren einander
die beiden Flichen lings ihrer gemeinsamen Striktionslinie k. Die bisher nicht beachte-
te Moglichkeit einer Oskulation lings k wurde in [14] untersucht; maBgebend fiir
dieses Phinomen ist die Identitat

(1.5) xcosa + tsing =0.

Eine weitere wichtige Regelflicheninvariante ist schlieBlich der sogenannte Drall,
der ein MaB fiir die Verwindung des Flichenstreifens ldngs einer Erzeugenden dar-
stellt und als Grenzwert des Quotienten aus Abstand und Winkel zweier zusammen-
riickenden Erzeugenden erklrt ist. GemaB [2, 6] haben zusammengehdrige Erzeu-
gende der Flichen & (1.1) und ¥ (1.4) die Drallwerte
(L. 6) sin o cos o

p=—, 4= .

“® T

Bei oskulierenden Flichenpaaren gilt zufolge (1.5) die Beziechung p + ¢ = 0. Wie
in [14] gezeigt wurde, ist die bestehende Moglichkeit einer Hyperoskulation durch
feste Drallwerte p und ¢ = —p charakterisiert. Diese Tatsache legt es nahe, allge-
meiner nach Flichenpaaren @, ¥ mit voneinander unabhéngigen konstanten Drall-
werten p und g zu fragen. Dieses Problem ist Gegenstand der vorliegenden Unter-
suchung, die sich naturgeméf auf die Bedingungen (1.6) mit p = const und g = const
stiitzt. Die Ergebnisse liefern einen vielleicht willkommenen Beitrag zum Fragenkreis
der konstant gedrallten Regelflichen, die im AnschluB an J. Krames [5, 7] vielfach
erdrtert wurden, vor allem von H. Brauner und seienn Schiilern [1].

2. Fliichenpaare mit vorgeschriebenem Richtkegel der Zentraltorse. Von entschei-
dender Bedeutung fiir alle eine windschiefe Regelfliche @ betreffenden metrischen
Fragen ist die ihr (und dem Striktionsband ¥) lings der Kehlkurve k beriihrend an-
geschriebene Zentraltorse I'. Als Einhiillende der Zentralebenenschar ist sie bestimmt
durch

(2.1) (x — () - e(s) = 0.

Wie die Ableitung nach dem Scharparameter s lehrt, hat ihre Erzeugende den
Richtungsvektor

(22) d=e, x €, =1e; + xes.

Dies ist der sogenannte Darbouxsche Drehvektor, mit dessen Hilfe sich die Ab-
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leitungsformeln (1.2) zusammenfassen lassen zu e; = d X ¢; (i=1,2,3). Er hat
den Betrag

(2.3) |d] = [es] = VG + %) = 2,

der als Lancretsche oder ,,ganze* Kriimmung bezeichnet wird [2]. Fiir die Bewegung
des in den Ursprung O verlegten Dreibeins (el, e,, e3), die bei der Wanderung des
Zentralpunkts Z entlang der Kehlkurve k erfolgt, spielt d die Rolle der Momentan-
achse. :

Die genannte Biindelbewegung um O 14Bt sich nach den Elementen der sphiri-
schen Kinematik auffassen als Rollung der von e, und e, aufgespannten Ebene auf
dem von den Momentanachsen d erfiillten Richtkegel der Zentraltorse I'. Dessen
Spurkurve g auf der Einheitskugel um O wird durch den auf Einheitsbetrag normier-
ten Vektor g = dJA beschrieben. Im Sinne der sphirischen Geometrie ist g ,,polar*
zum sphérischen Normalenbild ¢, : e, = ez(s), wihrend das sphirische Erzeugenden-
bild c, : e; = e;(s) sowie das sphérische Zentraltangentenbild c; : e3 = es(s) von @
als sphirische Evolventen von g erscheinen. :

Gibt man also, wie sich dies in [14] bereits bewéhrt hat, das sphirische Zentral-
torsenbild g, bezogen auf seine Bogenldnge u, durch

(2.4) g = g(u) mit gz = g‘z =1
vor, so gelten fiir die Dreibeinvektoren die Darstellungen
(2.5) e, =gcosu—gsinu, e;=¢§ X g, e;=gsinu+ gcosu.

Fiir die Ableitungen nach u hat man:

(2.6) ey = —(g + g)sinu, e, =§xg, e;=(9+§)cosu.

Mit Hilfe der aus den Bedingungen (2.1) folgenden Relationen gg = 0, §§ = 0 und
g§ = —1 iiberzeugt man sich leicht, daB, wie es sein muB, g + § die Richtung
von e, hat. Setzt man dementsprechend

(2'7) g T g. =il

so erkennt man aus

(2.8) ey = —pe, x g=pg x (4 x 9)=pn4,

daB

(2.9) p=1(9.9.9)

die konische Kriimmung der Zentraltorse I bedeutet. Ein Vergleich der Ableitungs-
formeln (1.2) mit (2.6) liefert dann unter Bedachtnahme auf e, = ¢;.s die Bezie-
hungen

(2.10) % = psinu, =pcosu, AS=upu.

Mit Beniitzung der vorgeschriebenen (konstanten) Drallwerte p und g (1.6) ergeben
sich also fiir den Striktionswinkel o die Relationen

(2.11) sino = px = pAsinu, cosc =gt =qicosu, tgo = (pla)tgu .
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Daraus folgen fiir Kriimmung und Torsion die Ausdriicke
(212) % =Asinu, t=2Acosu mit A= 1/\/(p?sin’u + g cos®u).

Nachdem nunmehr die Grundinvarianten x, T und ¢ als Funktionen von u bekannt
sind und der Zusammenhang des Hilfsparameters u mit der Bogenldnge s der Kehl-
kurve durch § = p/A mit p aus (2.9) gegeben ist, ist die gesuchte Regelfliche @ der
Gestalt nach bestimmt. Auf Grund des vorgeschriebenen Richtkegels (2.4) der
Zentraltorse ist sogar die Raumlage bis auf Translationen fixiert. Zur Ermittlung
von @ bendtigt man vor allem den Tangentenvektor der Kehlkurve, der gemiB (1.3)
und (2.5) dargestellt wird durch

(2.13) 2 =gcos(oc —u)+ gsin(oc—u).
Nach Elimination von ¢ mittels (2.11) ergibt sich
(2.14) z=12z5=[(psin®u + qcos’u) g + (p — q)sinucosu.g]is,

und schlieBlich durch Integration unter Beachtung von (2.10) die Striktionslinie k:

(2.15) =z =%J{[(p +4q)—(p—4q)cos2u]g + (p — q)sin2u . g} pdu;

hierbei ist p aus (2.9) zu entnechmen. — Eine Parameterdarstellung der gesuchten
Regelfldche ® nach dem Muster (1.1) lautet dann:

(2.16) x=2z(u)+t.e(u) mit e, =gcosu—gsinu.
Fiir das Striktionsband ¥ ist lediglich e, durch e; = g sin u + ¢ cos u zu ersetzen.

3. Sonderfille. Nimmt der Drallquotient p/q einen der ausgezeichneten Werte 0,
o0, +1 oder —1 an, so stellen sich Verhéltnisse besonderer Art ein.

a) p = 0, g # 0. Die Regelfléiche & ist zufolge (2.11) eine Torse (o = 0) mit einer
Gratlinie k konstanter Torsion t = 1/q, das Striktionsband ¥ deren Binormalen-
fliche. Die Kurve k ist geoddtische Linie der Zentraltorse I' und wird gemiB
(2.15) dargestellt durch

(3.1) 2= q.[u(g cos u — g sin u)cos u du .

b) ¢ = 0, p + 0. Hier ist umgekehrt @ die Binormalenfiiche einer Kurve konstan-
ter Torsion 1 / p, ¥ deren Tangentenfliche.

c) p=gq > 0. ®und ¥ sind zufolge (2.12) Regelflichen konstanter Lancretscher
Kriimmung A = 1/p mit der Kehlkurve k :z = p [ug du. Wegen (2.11) gilt fiir den
Striktionswinkel ¢ = u, sodaB gemiB (2.13) z’ = g. Dies bedeutet, daBl die Erzeu-
gende der Zentraltorse stets mit der Tangente der Striktionslinie k zusammenfillt,
also die Kehlkurve Schmieglinie der Flichen @ und ¥ ist, im Einklang mit dem von
E. Kruppa [6] fiir eine asymptotische Striktionslinie angegebenen Kriterium -
% cos ¢ = 7 sin 6. — Werden bei der Verebnung der Zentraltorse I" die Erzeugenden
der Fliche & mitgenommen, so gehen sie nach einem bekannten Satz von G.
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Darboux [2, 4, 6] in die Strahlen eines Parallelenbiischels iiber. Diese Eigenschaft,
daB die Flachenerzeugenden ldngs der Striktionslinie geodétisch parallel sind, ist
fiir die Striktionslinie kennzeichnend. Werden nun sdmtliche Erzeugenden von @
in der Zentralebene um ihren Zentralpunkt durch denselben Winkel « verdreht, so
bleibt diese Eigenschaft erhalten und es entsteht eine neue Regelfliche @,, die mit
® = @, die Kehlkurve k£ und die Zentraltorse I' gemeinsam hat. Da sich die Flachen-
normale e, nicht gedndert hat, bleibt auch die Lancretsche Kriimmung A (2.3) erhal-
ten. Es dndert sich lediglich der Striktionswinkel ¢ zu ¢ = ¢ + «, und entsprechend
der Verdrehung von e; nach e; = e; cos o — ey sin o die Kriimmung » zu % =
= % cos a + 7 sin a. Im vorliegenden Fall folgt daraus, in Ubereinstimmung mit
einer Bemerkung von J. Kramesin [7, S. 147] und mit einer von H. Sachs [ 10] abgeleite-
ten Formel fiir den Drall von ®,, daBB sdmtliche abgeleiteten Fldche ®, denselben
konstanten Drall p besitzen (unter ihnen eben auch das Striktionsband ¥ = @,,).

d) p= —q < 0. Auch in diesem Fall haben die Regelflichen ¢ und ¥ zufolge
(2.12) konstante Lancretsche Kriimmung A = 1/q. Ferner gilt wegen (2.11) fiir den
Striktionswinkel ¢ = —u, sodaB die Oskulationsbedingung (1.5) erfiillt ist. Wie
in [14] bewiesen wurde, herrscht dann infolge des konstanten Dralls sogar Hyper-
oskulation zwischen den Flichen @ und ¥. — Die Kehlkurve k wird gemiB (2.15)
dargestellt durch

(3.2) =4 fu(g cos 2u — g sin 2u) du .

4. Flichenpaare mit einer Zentraltorse konstanter Boschung. Zur Illustration der
Entwicklungen in Abschnitt 2 soll die Annahme einer Bdschungstorse als Zentral-
torse I' weiter ausgefiihrt werden. Der Richtkegel ist dann ein Drehkegel mit einem
bestimmten Offnungswinkel 2w, wobei 0 < o < n/2 vorausgesetzt werden darf,
um Zylinder und Ebenen ¢ auszuschalten. Das sphédrische Zentraltorsenbild ¢ ist
somit ein Kleinkreis der Einheitskugel, der durch

u U : ;
(4.1) g = (n cos—, n s1n—,m> mit n=sinw, m=cosw
n n

angesetzt werden mag. Die konische Kriimmung der Zentraltorse hat den Wert
1 = mfn = cot w.

Fiir den Tangentenvektor % = (%, Z,, Z3) der Striktionslinie findet man iiber
(2.15) mit Beniitzung der Abkiirzung

(4.2) v=u/n
die Komponenten

(4.3) %= L;—(p + g)cosv +

+ 2 (p = a) [(1 = m)cos (0 + 20) = (1 + ) cos o — 20)],
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2y =_r;_1(p+ q)sinv +
+ 2 (p = ) [(L = m)sin o + 20) = (1 + n)sin o - 20)],

2 2
i3 =ﬂ(p+q)—m—(p—q)cos2u.
2n 2n

Deutet man den Parameter u als Zeit, so stellt (4.3) das Geschwindigkeitsdiagramm
des die Kehlkurve k durchlaufenden Zentralpunktes Z dar. In der von den orthogo-
nalen Vektoren g und § aufgespannten Tangentialebene des Richtdrehkegels wandert
der Endpunkt des Geschwindigkeitsvektors Z geméB (2.14) auf einem Kreis

@)  t=Do+a) - -l D= qsin2.g

mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit 2, wiihrend diese Ebene zufolge (4.1) mit
der Winkelgeschwindigkeit 1 /n um die Kegelachse rotiert. Hieraus ist zu erkennen,
daB die Diagrammkurve eine sphdrische Radlinie ist. Dieselbe verlduft auf der Kugel

+4q
n

(45) 2+ 22 +43 -2

2
o m
23 +-——2pq=0
n

und entsteht beim Rollen eines Drehkegels mit dem Offnungswinkel n — 2w auf
einem Drehkegel mit dem Offnungswinkel 4o.
Durch Integration von (4.3) mit Beachtung von (4.2) gelangt man zur Kehlkurve k:

(4.6) 24 = —W;—n(p + g)sinv +

sl sin (v — 2u):| ;
2n

I__nsin(v+2u)—
1+ 2n 1 -

+%@—®[

mn
Z, = — 7(p+q)cosv—

m 1-—n 14+n
_ 2y — cos (v + 2u) — cos (v — 2u) |,
4(p q)[1+2n ( ) 1—2n ( )]

2 2
Zs:%(p+q)v—?—(p—q)sin2u, wobei u = nv.
n

Hierbei wurde allerdings n # 1/2 vorausgesetzt; die Annahme n = 1/2 verlangt
eine eigene Behandlung und soll hier nicht weiter verfolgt werden. — Im Falle n % 1/2
ist aus der komplexen Zusammenfassung

462




: im 1—n ,, 1+n _,

47) z, + iz, = — —e”|2n(p + q) + (p — i — 72
(4.7) zy + iz, i [(P q) +(p q)(1+2n e )]
abzulesen, daB die Striktionslinie k im allgemeinen auf einer Schraubfliche verlduft,
welche durch die Darstellung (4.6) mit unabhéngigen Parametern u und v beschrie-
ben wird. Dieselbe entsteht etwa durch Verschraubung der Profilkurve v = 0 um die
x3-Achse, also einer Ellipse, welche in der von p und g unabhingigen Ebene
(4.8) m(1 — 4n?) z; + 2n(1 + 2n%) z3 =0
verliuft. Der Schraubparameter hat den Wert ¢ = m*(p + ¢)[2. Bei gleichformigem
Ablauf der Schraubung wandert der die Kehlkurve beschreibende Zentralpunkt
auf der Profilellipse mit konstanter Flachengeschwindigkeit weiter.

Mit Beniitzung des durch (2.5) festgelegten Normalenvektors e, = g xg=

= (m cos v, m sin v, —n), wobei wieder v fiir u[n steht, erhdlt man fiir die Zentral-
ebene (2.1) die Gleichung

(4.9) xlcosv+xzsinv—£1—x3=43'(il(£_—zr%sin2u—%(p+q)u.

Setzt man rechts wieder u = nv, so siecht man, dal3 (im allgemeinen und immer unter
der Voraussetzung n + 1/2) die Schar (4.9) von einer Ebene durchlaufen wird, die
einem ,,fortschreitenden harmonischen Umschwung* unterworfen ist; das ist eine
Bewegung, die sich aus einer gleichformigen Schraubung um die x3-Achse (mit dem
vorhin erwidhnten Schraubparameter c) und einer harmonischen Schwingung lings
dieser Achse (mit der Frequenz 2n) zusammensetzt [13]. Die von der Ebene dabei
umhiillte Zentraltorse T' ist daher nach der von O. Obiirka [8] eingefiihrten Na-
mensgebung eine ,,Vibratortorse®.

Wie in [13] gezeigt wurde, erscheint die Gratlinie einer solchen Vibratortorse im
GrundriB als Parallelkurve einer Epi- oder Hypozykloide und geht bei der Abwicklung
der Torse ebenfalls in eine derartige Kurve iiber. Im vorliegenden Fall ergibt sich,
wie jedoch aus Platzgriinden nicht néher ausgefiihrt werden soll, unter der Voraus-
setzung n # 1/2 als GrundriB eine im Abstand mn(p + q)2 verlaufende Parallel-
kurve einer Zykloide der Familie (1 — 2n) : (1 + 2n) mit dem Scheitelkreisradius
3mn(p — q)[2(1 — 4n®), als Verebnung hingegen stets eine Parastroide, nidmlich
eine im Abstand m(p + q)[2n verlaufende Parallelkurve einer Astroide (vierspitzigen
Hypozykloide) mit dem Scheitelkreisradius m(p — q)[2n. Die Kehlkurve k (4.6)
geht bei der Verebnung der Zentraltorse in eine Ellipse mit den Halbachsen m p/ n
und mg/n iiber, welche die Parastroide in den vier Scheitelpunkten beriihrt.

Die gesuchte Regelfliiche @ konstanten Dralls sowie ihr Striktionsband ¥ kdnnen
schlieBlich auf Grund der Darstellung (2.16) unschwer hingeschrieben werden,
worauf jedoch verzichtet wird. Nach Darboux (s. Abschnitt 3c) gehen die Erzeugen-
den der beiden Flichen bei der Verebnung der Zentraltorse in zueinander ortho-
gonale Parallelenscharen iiber, deren Richtungen durch die Achsen der vorhin ge-
nannten Ellipse angezeigt werden.
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Von Interesse sind noch die in Abschnitt 3 angefiihrten Sonderfille:

a) p =0, g + 0. Hier ist die Striktionslinie k (4.6) eine Kurve konstanter Torsion
mit fester Hauptnormalenneigung, wie sic gelegentlich bei E. Salkowski [11]
auftrat; sie ist geodétische Linie der Vibratortorse I’ (4.9). Die zugehorige Regel-
fliche @ ist abwickelbar und besteht aus den Tangenten von k; das Striktionsband ¥
ist die Binormalenfliche von k.

b) g = 0, p + 0. Hier vertauschen die Flidchen @ und ¥ aus a) die Rollen.

¢) p = q # 0. In diesem Fall tritt als Kehlkurve k (4.6) eine Schraublinie

(4.10) z, = mnpsinv, z,= —mnpcosv, z;= m2pv

auf, die gleichzeitig Grat der Zentraltorse I' (4.9) ist. Die Regelfiiiche ® gehort mithin
zu den von J. Krames [4] untersuchten Flichen, die eine Schraubtorse zur Zentral-
torse haben und eine dieser angehdrende Schraublinie zur Kehlkurve; es handelt sich
um die allgemeinsten Regelflichen, die zu ihren sdémtlichen durch gleiche Verdrehung
der Erzeugenden abgeleiteten kongruent sind. Dal} jene speziellen unter ihnen,
deren Striktionslinie mit dem Schraubtorsengrat zusammenféllt, durch konstanten
Drall ausgezeichnet sind, wurde in [4] vermerkt. Der Drallwert p = c/ m? ist gleich
dem Torsionsradius der Gratschraublinie, was mit allgemeineren Tatsachen iiberein-
stimmt (vgl. [7, S. 147], [1], [10]).

d) p= —q < 0. In diesem Fall verschwindet der Schraubparameter c, sodal}
(fiir n = 1/2) als Zentraltorse anstelle der Vibratortorse (4.9) eine der von W.
Kautny [3] betrachteten Umschwungtorsen (mit der Frequenz 2n) auftritt:

; 3 :
(4.11) X, COSV + X, sinv — n X3 M4 sin 2nv.

moo 2(1 — 4n?)
Die Gratlinie einer solchen Torse ist Boschungslinie auf einer Drehquadrik, erscheint
im GrundriB als Epi- oder Hypozykloide und geht bei Verebnungder Torse in eine
Astroide iiber. Auch die Kehlkurve k, beschrieben durch

ppeia ~sld 1_nsin(v+2u)—- Lbn
2 |1+2n 1—-2n

sinifosie zu)],

mg[1—n = n
4.12 Z, = @ — cos (v + 2u) — cos (v — 2u) |,
s 5 [1+2n ( (PO )}

2
Zy = ™4 sin 2u (mit u = nv),

2n
verlduft auf einer Drehquadrik und bildet sich im GrundriB auf eine Radlinie ab
(jedoch ohne Spitzen). Fiir ihre geoditische Kriimmung y = —o¢' findet man wegen
0 = —u iiber (2.10) den konstanten Wert y = 1/§ = A/u = n/mq. Die Striktionslinie
k geht daher bei der Verebnung der Zentraltorse in einen Kreis vom Radius mq/n
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liber, und zwar in den Scheitelkreis der erwihnten Astroide. — Die zugehorigen
Regelfidchen ® und ¥ gehdren zu den jiingst von G. Pillwein [9] studierten Regel-
flichen fester Lancretscher Kriimmung mit konstant gebOschter Zentraltorse und
einer Kehlkurve konstanter geoditischer Kriimmung. Die hier auftretenden sind
durch hyperoskulierendes Striktionsband ausgezeichnet und deshalb bemerkenswert,
weil unter ihnen algebraische Flichen vorkommen, ndmlich fiir rationales n + 1 /2.
Die algebraischen Charaktere wurden in [14] vermerkt; das einfachste Beispiel stellt
sich mit n = 1/4 als Fliche 7. Grades ein.

5. Flichenpaare mit konischer Zentraltorse. Wird die Spitze des jetzt angenomme-
nen Zentralkegels I' als Koordinatenursprung verwendet, dann kann die Kehl-
kurve k in Anlehnuﬁg an (2.4) durch

(5.1) i=r.g mit r=ru), g=gu), g2=4>=1
angesetzt werden. Der Vergleich des Tangentenvektors

(5.2 i="rg +rg

mit der Zerlegung (2.13) fiihrt auf

COS 0 COS U + sin o sin u

(5.3) T'— cot (0 —u)== — .
r sin ¢ cos u — cos ¢ sin u

Mit Riicksicht auf (2.11) gilt daher fiir p + g:

" 2 -y )
(5.4) S o u-.i-psm u=mtgu+ncotu mit m = 2 , h= L.,
r (p—gq)sinucosu P—q P—q
Integration liefert nun mit
(5.5) r=c.sin"ufcos™ u (wobei m — n = 1)

die Polargleichung der verebneten Striktionslinie k. Nach Ubergang zu kartesischen
Koordinaten x = rcos u, y = r sin u ergibt sich die Darstellung

(5.6) x"y!™™ =¢ oder y=c.x"1,

Die bei der Verebnung des Zentralkegels mitgenommenen Erzeugenden des Flichen-
paares @, ¥ erhalten zufolge (5.3) die Richtungen der x- bzw. y-Achse.

Fiir die konische Kriimmung p = )5 des noch zu bestimmenden Zentralkegels I’
findet man iiber 5* = 2% = 12 + #* = r2[sin? (¢ — u):

(5.7) o=

+Ar +r _ *c  sinm 2y

sin(a—u)=(p—q)sinucosu _p—q'cos"‘“u'

Bedenkt man, daB u die Bogenlinge des sphirischen Zentralkegelbildes g : g = g(u)
bedeutet und u dessen geoditische Kriimmung, so ist durch die mit (5.7) vorliegende
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natiirliche Gleichung p = p(u) diese Kurve g ihrer Gestalt nach bestimmt. Eine
explizite koordinatenméBige Darstellung ist allerdings nicht einmal in Sonderfillen
angebbar. — Um eine gewisse Vorstellung vom Verlauf der sphirischen Kurve g
zu gewinnen, mag man zuniichst die durch ihre Kriimmung g in Abhingigkeit von
der Bogenlinge u festgelegte ebene Kurve g ermitteln. Sie wire in bekannter Weise
in kartesischen Koordinaten durch

(58) i-:‘[COS(P'du; f=J‘Sin(p.du mit q)=j.udu

zu beschreiben, was jeweils mittels graphischer oder numerischer Integration erledigt
werden konnte. Denkt man sich dann einen schmalen Papierstreifen mit der Mittel-
linie § auf die Einheitskugel ,,aufgebiigelt*, so nimmt dieser die Gestalt von g an,
die recht verwickelt sein kann.

Die Bestimmung von konstant gedrallten Regelflichen mit Zentralkegel hat J.
Krames [5] ausgehend von der Polargleichung r = r(u) der verebneten Kehlkurve
vorgenommen und mit zahlreichen Beispielen belegt. — Zu den in Abschnitt 3
erwihnten Sonderfillen wire zu bemerken:

a)p=0,g+0 (m= 0). Im Einklang mit der geradlinigen Verebnung (5.6)
ihrer Kehlkurve k ist die Fliche @ die Tangentenfliche einer Kegelgeoditischen
konstanter Torsion T = l/q und als solche einer Kugel umschrieben; das Striktions-
band ¥ ist die Binormalenflache von k.

b) g = 0, p # 0. Hier vertauschen die Flichen @ und ¥ aus a) ihre Rollen.

d) p = —q (m = 1/2). Das durch Hyperoskulation ausgezeichnete Flachenpaar

@, ¥ wurde bereits in [14] erwéhnt, wo auch in Ubereinstimmung mit (5.6) die Vereb-
nung der Striktionslinie als gleichseitige Hyperbel erkannt wurde.

6. Fliichenpaare mit zylindrischer Zentraltorse. Unter der Annahme eines Zentral-
zylinders T’ schrumpft das Zentraltorsenbild g auf einen Punkt zusammen, und das
sphérische Erzeugendenbild c¢; der Regelfliche @ wird ein Kreis. Ihr begleitendes
Dreibein kann mit ‘nichtverschwindenden Konstanten a und b angesetzt werden
durch

(6.1 ... e, = (asin @, —acos ¢, b), e, = (cos @, sing, 0),
e; = (—bsin g, bcos ¢, a), Wobei a> b =1

Der Vergleich der Ableitungen (1.2) nach der Bogenlinge s der Kehlkurve mit jenen
nach ¢, nimlich

(6.2) él = aez s éz = —ae1 + be3 s é3 = —'bez N
liefert die Relationen

(6.3) w=a, 5=D.
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Die Fofderung konstanter Drallwerte fiir das Flichenpaar @, ¥ fiihrt iiber die
Bedingungen (1.6) auf

(6.4) tg ¢ = px/qt = ap[bq = const,

also auf Konstanz des Striktionswinkels ¢. Dann ist aber, wieder mit Riicksicht auf
(1.6), auch

(6.5) x = sin gp = const, T = C€OS g = const.

Die Konstanz aller drei Grundinvarianten bedeutet aber, daB die Fliche ¢ und damit
auch ihr Striktionsband ¥ im allgemeinen Regelschraubflichen sind. Thre Kehl-
schraublinie k wird, mit Beniitzung von (1.3) und Beachtung von $sino = ap
und § cos ¢ = bg, dargestellt durch

(6.6) zy =ab(p — g)cosp, z,=ab(p — g)sing, z3=(a’p+ b%q) ¢ .
7Zu den in Abschnitt 3 angefiihrten Sonderfdllen ware zu erwahnen:

a)p=0,4g+0 @ ist eine Schraubtorse, ¥ die Binormalenfliche der Grat-
schraublinie.

b) g = 0, p + 0. Hier tauschen & und ¥ die Rollen.

¢) p = q * 0. Die Striktionslinie k (6.6) fallt mit der Schraubachse zusammen,
& und ¥ sind mithin (schiefe) geschlossene Regelschraubflichen.

d) p= —q * 0. Hier liegt die in [14] erwiihnte Hyperoskulation des Regel-
schraubflichenpaares @, ¥ vor.

Hervorzuheben wire noch der Ausnahmenfall verschwindenden Schraubpara-
meters a’p + b2q = 0, der aus (6.6) zu entnehmen ist. Hier wird die Kehlkurve k
zu einem Kreis, und das Flichenpaar @, ¥ besteht aus zwei einschaligen Dreh-
hyperboloiden, die im Sonderfall d) (p = —¢, a = b = 1/\/2, 0 = —n/4) sogar
miteinander verschmelzen.
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