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RECHNERISCHE REKONSTRUKTION EINES EBENEN OBJEKTS
AUS ZWEI PHOTOGRAPHIEN '

W. Wunderlich, Wien

1. Vorwort

§ 1.1. MWird ein ebenes Objekt (ebenes Geldnde, Gewdsser, Gebdude-
front, Wandgemdlde etc.) von zwei Standpunkten 0 und 0' aus photo-
graphiert, so besteht im Augenblick der simultan gedachten Aufnahmen
zwischen der Obejektebene T und den Bildebenen m und n' je eine
perspektive Kollineation (Abb.1). Die zwischen den beiden MeBbildern
n(P) und n'(P') bestehende kollineare Beziehung ist hingegen im
allgemeinen nicht perspektiv,d.h. ohne Kollineationszentrum und Kolli-
neationsachse. Diese "freie" Kollineation K :P -+ P' ist bekanntlich
vollstandig bestimmt, wenn sich fiir vier ein nichtausgeartetes Viereck
bildende Objektpunkte O % [ ¢ die Bilder 4,B,C,D und A'E'C'D' identi-
fizieren lassen.

Bei Kenntnis der <nneren Orientierung, festgelegt durch die Haupt-
punkte M in m und ¥' in n' samt den Kammerkonstanten ¢ und ¢', sind
mit den MeBbildern auch die Blindel der Sehstrahlen p =0P und p'=0'P'
als bekannt anzusehen. Auch die Zuordnung p—p' wird noch als kolli-
near bezeichnet; ausschlaggebend und kennzeichnend hierfiir ist der
Umstand, daB p' ein Strahlbiindel durchlduft, wenn p dies tut (und
umgekehrt). ;

Zur Rekonstruktion des Objekts sind die beiden als starr vorzu-
stellenden Sehstrahlbiindel 0(p) und 0'(p') wieder in perspektive
Lage zu bringen, also derart kongruent zu verlagern, daB entsprechende
Strahlen p und p' einander schneiden, ohne daB die Zentren 0 und 0'
zusammenfallen. Dies geschieht natiirlich bei reduzierter Distanz
derselben, sodaf in der Menge der Schnittpunkte pp' ein verkleinertes
Modell des Objekts entsteht.

§ 1.2. Die Aufgabe, zwei gegebene kollineare Strahlbiindel durch
kongruente Verlagerung in perspektive Lage zu bringen, ist ein
klassisches Problem der projektiven Geometrie. Es wurde etwa bei
H.SCHRUTER [4, S.392] im Sinne von J.STEINER behandelt und l&uft auf
eine kubische Gleichung hinaus, ist also zeichnerisch mit Lineal und
Zirkel allein nicht 16sbar. Die konstruktive Durchfiihrung fir photo-
grammetrische Zwecke ist in einem Referat von Th.SCHMID [3] zu
finden. Sie erfordert erheblichen Aufwand und setzt Beherrschung des
Operierens mit imagindren sowie unerreichbaren Elementen voraus.
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Wenn man von einer Grazer Dissertation [2] absieht, scheint
bislang eine heutigen Anforderungen entsprechende numerische Ldsung
dieses Orientierungsproblems nicht publiziert worden zu sein, obwohl
es dem Vernehmen nach auf verschiedenen Gebieten auch jetzt noch
durchaus von Bedeutung ist. In der vorliegenden Mitteilung wird daher
eine rechnerische, auf einem neuen Gedanken beruhende Behandlung
auseinandergesetzt. -- Der ndachste Abschnitt ist den geometrischen
Grundlagen samt einigen dem Praktiker kaum geldufigen Begriffen ge-
widmet; er darf von theoretisch weniger interessierten Lesern iber-
schlagen werden.

2. Geometrische Grundlagen

§ 2.1. Die bisher bekannten synthetischen Ldsungen des in Rede
stehenden Orientierungsproblems zielen darauf ab, die sogenannte
Kernachse zu ermitteln. Dies ist der den beiden Biindeln 0(p) und
0'(p') in der perspektiven Ausgangsposition gemeinsame Strahl s =00";
in der kollinearen Zuordnung p — p' entspricht er sich selbst:

s'"=s (Abb.1). Selbstentsprechend sind auch alle gemeinsamen Biindel-
ebenen o =o'; das sind jene Ebenen, die die Kernachse enthalten.

Nach Aufhebung der perspektiven Lage hat man zwei kongruent-entspre=-
chende Ebenenbiischel s(o) s'(o'), denn es gilt {(‘Jlo2 = {0;0;

Vom projektiven Gesichtspunkt aus ist flr die Metrik des drei-
dimensionalen euklidischen Raumes der sogenannte absolute Kegel-
sehnitt von fundamentaler Bedeutung. Es ist dies jener der Fernebene
angehdrende Kegelschnitt k, den samtliche Kugeln gemeinsam haben;
er ist imagindr, besser gesagt "nullteilig", weil er trotz reeller
Gleichung keine reellen Punkte aufweist. Aus jedem eigentlichen
Punkt 0 wird k¥ durch einen "Minimalkegel" K projiziert; dieser wird
in jedem kartesischen Koordinatensystem (0;x,y,z) durch die Gleichung

x2+y2+22 =0 beschrieben. Der Winkel zweier nicht parallelen Ebenen

01,02 kann nun folgendermaBen erkldrt werden: Man lege aus ihrer

Schnittgerade s die beiden Tangentialebenen AN an den absoluten
Kegelschnitt k¥ ("isotrope" Ebenen) und bestimme das Doppelverhdltnis
&= (clczuluz) dieser vier Ebenen; der gesuchte Winkel ¢=%o0 o,
ergibt sich dann mittels der nach E.LAGUERRE benannten Formel
o=(i/2).1n & . ‘
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§ 2.2. Die von Th.SCHMID [3] angegebene Ldosung des Orientierungs-
problems beruht nun auf der folgenden Uberlegung. Die filir die Winkel-
messung im Biindel 0 bendtigten isotropen Ebenen enthalten allesamt
den Biindelscheitel 0, beriihren mithin den von 0 ausstrahlenden Mini-
malkegel K=0k; diesem entspricht im kollinearen Bilindel 0' ein eben-
falls nullteiliger Kegel 2.Grades K'. Umgekehrt ist im Biindel 0 ein
quadratischer Kegel A vorhanden, der dem Minimalkegel A' im Biindel 0’
zugeordnet ist. Den vier gemeinsamen Tangentialebenen Losb st ot
von K und A entsprechen die vier gemeinsamen Tangentialebenen
L;,L;,LQ,L: von K' und A'. Als Achsen kongruent-entsprechender Ebenen-
biischel kommen demnach nur die Schnittgeraden der genannten Ebenen-
quadrupel 1in Betracht. Von den jeweils sechs Schnittgeraden in jedem
der beiden Biindel sind immer nur zwei reell, namlich die von konju-
giert-imagindren Ebenen herriihrenden; es sind dies die sogenannten
Fokaletrahlen der Kegel A bzw. K', die filir diese eine ahnliche Rolle
spielen wie die Brennpunkte bei den Kegelschnitten in der Ebene.

Jeder dieser Fokalstrahlen kommt als Kernachsenbestandteil in Frage:
Zwei entsprechende Fokalstrahlen s und ¢’ tragen ja aufgrund der
kollinearen Invarianz des Doppelverhdltnisses und wegen der
Laguerreschen Formel kongruente Biischel entsprechender Ebenen. Werden
also diese Biischel durch Verlagerung ebenenweise zur Deckung gebracht,
ohne daB die Biindelscheitel zusammenfallen, so ist die gewiinschte
perspektive Lage der Biindel hergestellt. -- Die in [3] anhand eines
konkreten Beispiels vorexerzierte, jedoch nur bis zur Bestimmung der
Kernachsenbestandteile gefiihrte Konstruktion ist wegen ihres Auf-
wandes fir die geoddtische Praxis unzumutbar.

Grundsédtzlich wdre noch zu vermerken, daB aufgrund der zwei
verfligbaren Paare entsprechender Fokalstrahlen sowie des Umstandes,
daB bei Umwendung eines Biindels um die Kernachse neuerlich perspek-
tive Lage entsteht, rein geometrisch vier wesentlich verschiedene
Losungen zustandekommen, von denen natiirlich nur eine die richtige
sein kann. Die Auswahl wird im konkreten Fall gewiB nicht schwer-
fallen, vor allem bei Beachtung der tatsdchlich in Betracht kommenden
Halbstrahlen.
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3. Vorbereitung der analytischen Behandlung

§ 3.1. Zur zahlenmidRigen Erfassung seien in den beiden Mefbildern
n (P) und n'(P’) kartesische Koordinatensysteme (M;z,y) bzw. (N';x'yy")
eingefiihrt (Abb.1), die den Ursprung jeweils im Hauptpunkt haben und
deren Achsen parallel zu den Bildrdndern verlaufen mogen. Die die
Bilder verkniipfende XKollineation X :P-+P' wird dann bekanntlich durch
eine linear-gebrochene Transformation beschrieben:
(1) = ai1x+a12y+a13’ yy= a21x+a22y+a2
[#4

a x+a y+ta
31 32

3

r¥q Y+a
33 31 32

3.3

Zweckmdfig ist hier der Obergang zu homogenen Koordinaten x bzw.
x ) (¢ =1,2,3), erklédrt durch
(2) xg Pxy P xyg=xTiyie, z{ oxp x3 = zhogtsal,
wobei ¢ und ¢’ die (fiir gewohnlich gleichen) Kammerkonstanten bezeich-
nen. Bei diesen Zahlentripeln kommt es nur auf die Verhdltnisse an,
d.h. die z_ (bzw. xé) dirfen mit einem beliebigen Faktor p % 0 multi-
pliziert werden; die urspriinglichen inhomogenen Bildkoordinaten Tassen
sich ja jederzeit durch x =cx1/xé,y =cm2/x3 eindeutig wiedergewinnen.
Die Kollineation X (1) schreibt sich nun in gedré&ngter Form [1, S.34]:

3
(3) x! =% g.,x. (7 =1,2,3) mit det (a > 0.

T k=4 TKTK ik)
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§ 3.2. Die neun Koeffizienten @i werden im folgenden als bekannt
vorausgesetzt. Bei Kenntnis entsprechender Vierecke ABCD und A'B'C'D'
konnte man sie so bestimmen, daB man die gemessenen Koordinaten z,,
Y, etc. in die mit noch unbekannten Koeffizienten a.q geschriebenen
Formeln (1) einsetzt; dies liefert acht linear-homogene Gleichungen
fir die neun a.ys Was zwar nur zur Berechnung der Verhdltnisse aus-
reicht, aber mehr ist nicht vonndten; iliberlicherweise wahlt man a33=1.
Das Prinzip zu einer bequemeren Vorgangsweise hat der Ver-

fasser in [5] -bereitgestellt. Hierzu berechne man fiir einen Punkt
P(xz,y) die Dreiecksfldchen fq=BCP, f, = CAP und fq = ABP; sie sind
in x und y linear:
(4) 2fy = ap@+ayray Mt agy = ypye, gy = 2T,

Q3 = Xphn = ZTo¥p usf.
Schon das Verh@ltnis f;:f,:f; dieser (vorzeichenbegabten)"Fldchen-
koordinaten" reicht zur Festlegung des Punktes P aus, denn es gilt,

wie man durch Einsetzen leicht nachprift:

(5) . F1ZA Tee v Frvg* iy * Fa¥c
Firlo™*1a , FetFa* 5,

Diese Formeln legen eine einfache mechanische Deutung der von

F.A.MUBIUS eingefiihrten "baryzentrischen" Koordinaten fi nahe

[1, S.17]: Werden in den Ecken des Dreiecks ABC punktfﬁrmige Massen
F1:F0,13 (oder dazu proportionale) angebracht, so fdllt der Gesamt-

schwerpunkt genau nach P.

Fir P=D liefern die Formeln (4) mit z =2z, und y =y, die (festen)

D
Flachenkoordinaten €1:€9,€3 des vierten Angabepunktes D. Bei ent-
sprechenden MaBnahmen im zweiten Bildfeld wird die Kollineation X

gemdB [5] beschrieben durch
6) i f3 f3 Iy fp f3

ef Tej ey ey ey ey’
Setzt man also in den akzentuierten Formeln (5) fir fi= fieé/ei
mit den Ausdricken (4) fir die f; ein, so kann man in den Koeffi-
zienten von z,y und 1 in den Zdhlern und im Nenner von (5') direkt
die gewiinschten a., ablesen, beispielsweise
e{ Ek el eé

(7) %1172, %114t g, %21%pr * 25 %31%c

Sollte hierbei det (aik)'< 0 ausfallen, so wdre bei allen a .,
das Vorzeichen umzukehren, um der in (3) getroffenen Voraussetzung

zu geniigen.

§ 3.3. Ein entscheidender Gedanke fiir die anschlieBende analy-
tische Behandlung der Orientierungsaufgabe besteht nun darin, die

Zahlen x und xé (¢ =1,2,3) als inhomogene Koordinaten im Raum
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zu deuten. Jedes einen Bildpunkt P(x1:m2:x3) in m reprdsentierende
Tripel Tgs%p,Tg definiert einen Raumpunkt Q(x1,x2,x3) in einem karte-
sischen Koordinatensystem, dessen Achsenkreuz (0;x1,x2,x3) durch
Verschiebung des Achsenpaares (M;x,y) samt der Bildnormale in das
Aufnahmezentrum 0 hervorgeht (Abb.1); ein solcher Punkt 0 gehodrt

dem Sehstrahl OP=p an.

Die Transforamtionsgleichungen (3) beschreiben jetzt bei analoger
Interpretation der xé eine rdumliche Affinitdt~ﬁ Q= @Q', in welche
die kollineare Zuordnung p - p' der Bilindel 0 und 0' eingebettet
erscheint.

Mit dieser Vorstellung ist leicht einzusehen, daB in den kolli-
nearen Biindeln entsprechende rechtwinklige Dreikante vorhanden sind:
Eine um das Zentrum 0 geschlagene Kugel I wird n@mlich durch die Affi-
nitdét 4 in ein Ellipsoid I'libergefiihrt, das im allgemeinen dreiachsig
sein wird; seine paarweise orthogonalen Hauptachsen riihren dabei von
einem ebenfalls konjugierten, also orthogonalen Durchmessertripel
der Kugel T her.

4, Rechnerische Losung

§ 4,1. Um die eben genannten orthogonalen Dreikante zu finden, be-
trachte man im ersten Biindel einen beliebigen Strahl p(m1:x2:x3)
seinen ihm vermdge £ (3) zugeordneten Strahl p'(x{:xé:xé) und dessen
Normalebene

(8) S'4p': zzlXx! =0 (Xé = lTaufende Koordinaten 1).

Dieselbe geht zufolge (3) aus der durch T a_.,z,a..X. = 0 beschriebene
kKT 15T

Ebene

(9) 9.8 zbikxkxj =0 mit bjk = zaijaik = bkj hervor.

So11 nun auch 81p gelten, so muB (9) dquivalent sein zu zijj = 0.
Der Koeffizientenvergleich verlangt mithin
(10) ijkxk = p.xj (7 =1,2,3).
Diese drei Relationen stellen ein linear-homogenes Gleichungssystem
fur CPREPREE dar, das nur dann eine nichttrivale (nicht durchwegs aus
Nullen bestehende) Losung besitzt, wenn die Koeffizientendeterminante
verschwindet. Diese Bedingung
byyP Pis P13

(11) boy bpp=p boy |=0

Bap'.oB4g: 1 Bgye
bedeutet eine kubische Gleichung fiir o. Sie lautet, ausfithrlich ge-
schrieben,

3 2 , =
(12) P - P Ib.. + pEBii-be22b33—' 0, '
wobei 5. den Kofaktor von b_. in der (symmetf1schen) Matrix (bjk)
bezeichnet.
In der Folge werden der Kiirze halber die Summationsindizes unterdriickt. Zu

summieren ist jeweils iUber die doppelt auftretenden Indizes, sonfern nicht
ausdriicklich anders verfiigt wird.
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Die drei Losungen Pq3PpsP3 == die "Eigenwerte" der Matrix (bjk) --
sind im allgemeinen verschieden, stets reell [1, S.68] und bei uns
positiv (§ 4.3.). Yir denken sie uns der GroBe nach geordnet, also
so numeriert, daB

(13) 0 < py<Py<pyg

§ 4.2. Die zum Eigenwert p = o, gehdrige Ldsung von (10) sei durch
die Festsetzung
(14) Ty i xpy i mgEeogioca, ioc.g mit I cgk =0
normiert., Die drei so zu gewinnenden Einheitsvektoren e, = (ci1’¢i2’ci3)
-- die "Eigenvektoren" der Matrix (bjk) --, deren Komponenten zufolge
(10) den Relationen
(15) Ebjkcik = picij (255 = 1,2,3)
geniigen, sind bekanntlich paarweise normal [1, S.68]. Durch geeignete
Zeichenwahl bei der Normierung (14) kann man erreichen, daB das ortho-
gonale Dreibein c1, 62, €3 ein rechtshandiges ist, also C1x:é = 03 gilt.

Das vermoge der Affinitdt & (3) zugeordnete Dreibein
¢y,¢5,¢5, definiert durch

7

ebenfalls orthogonal, was bereits im Ansatz von § 4.1. begriindet ist.
Es besteht jedoch nicht aus Einheitsvektoren, denn es gilt etwa fir Ci:

(16) &L = (cé1,cé2,cé3) mit céj £ Eajkcik (2. = 1,2,3), ist

2

2: = ; = =
(17) ﬁ z c{j T ajkc1kajlc1z z bklc1lc1k

- 2 et _

=P 7%= P& Py,

Damit bestdtigt sich nachtrdglich die Behauptung °i>'0' Das orthonor-
mierte Dreibein des zweiten Biindels wird also gebildet von den Ein-
heitsvektoren

(18) ¢y = ¢/ o, mit a =-JB; >0

Wegen der in (3) getroffenen Festsetzung det (aik) > 0 ist auch

dieses Dreibein rechtshdndig.

§ 4.3. Wir gehen nun von den bisherigen Koordinaten x und xé Zu
neuen, auf die orthonormierten Dreibeine bezogenen Koordinaten Y,
und yé tiber. Dies lduft auf die Zerlegung der Ortsvektoren von
Punkten @ und @'in den Gestalten p= I Y8 und ¢' = = yécg hinaus;
wegen y. = .9 und yé = c;yg'wird der Koordinatenwechsel durch die
(orthogonalen) Transformationen

(19) y; =L cmy bzw. yi o= T clizy mit el = el /oy
vollzogen. ==-Sind @ und @' vermdge 4 zugeordnete Punkte, dann
gilt wegen der Teilverhdltnistreue der Affinitdt: gé=2 Y cé =
=Zy;a; c;; wir erhalten damit fir die Affinitat A die einfache
Darstellung

(20) vyl = oy, (2= 1,2,3) mit a, = /6. > 0.

T 7
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§ 4.4, Die in der Ausgangslage zur Objektebene 1 parallelen Biindel-
ebenen T und T' entsprechen einander in der kollinearen Zuordnung
der Biindel, weil sie beide die Ferngerade von II projizieren. Irgend-
einer zu T parallelen Hilfsebene ® wird durch die Affinitdt 4 eine
zu C' parallele Ebene m' zugewiesen. Die von den Sehstrahlbiindeln
auf diesen Hilfsebenen hervorgerufenen "Zwischenbilder" m(P) und
n'(P’) sind zum Original 1(P) und daher auch untereinander dhnlich.
Durch passende Streckung vom Zentrum @’aus kann man vom zweiten zu
einem dritten Zwischenbild n"(P") gelangen, das zum ersten sogar
kongruent ist.

Wirde man nun unter Mitnahme der Sehstrahlbiindel die Felder
n und n" punktweise zur Deckung bringen, so wire -- ohne die Kern-
achse zu bendotigen -- perspektive Lage der Biindel erreicht, denn
entsprechende Strahlen p und p’ schneiden einander in P=5B",
Offensichtlich ist die genannte Verlagerung jedoch iberfliissig,
weil bereits das Zwischenbild m(P) ein verkleinertes Modell des
Objektes m(P) darstellt.

Alles in allem kommt es also nur darauf an, ein Paar von ent-
sprechenden Ebenen T und @’ zu finden, die vermdoge der Affinitdt 4
dhnlich aufeinander bezogen sind. Hierzu beachte man, daB auch die
korrespondierenden Biindelebenen T und T' &dhnlich aufeinander bezogen
sind, weil man ja die &hnlichen Felder m und m' durch vermdoge
entsprechende Parallelprojektionen nach T bzw. T' bringen kann.

§ 4.5. Bei zwei durch die Affinitdt & dhnlich aufeinander be-
zogenen Biindelebenen T und T' muf jedem Krezs in T wieder ein Kreis
in T' entsprechen. Diese Eigenschaft ist aber bereits gesichert, wenn
sich ein einziges Paar entsprechender Kreise %Z,n' nachweisen 1&dBt,
denn jeder andere Kreis in T ist durch zentrische Streckung aus %
ableitbar, was analoge Verhdltnisse in T' nach sich zieht.

Wir betrachten also etwa den in T' gelegenen Einheitskreis %'
mit dem Mittelpunkt 0’. Er verlduft auf der Einheitskugel
(21) Q' yiz + yéz + yé3 =1
und riihrt daher vermdge & von einer Kurve 2.0rdnung % in T her,
die dem Ellipsoid
(22) Q : o1y$ + ozyg + o3y§ "
angehort, welches aufgrund der Annahme (13) ein dreiachsiges ist.
So11 nun auch % ein Kreis sein, so muB T eine zyklische Ebene von
Q sein, d.h. @ nach einem Kreis schneiden.

Zu den reellen Kreisschnittebenen des Ellipsoids Q kommt man
in bekannter Weise [1, S.143], wenn man es mit der konzentrischen
Kugel
(23) 02(y$ + yg + yg) =1
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schneidet, welche es in den Endpunkten der Hauptachse mittlerer
Lange beriihrt. Die Durchdringungskurve 4.0rdnung zerfdllt ndmlich
in zwei Kurven 2.0rdnung, die sich auf das durch Differenzenbildung
von (22) und (23) zu gewinnende Ebenenpaar

(24) (py - 01)y$ - (pg- Oz)yg =0

verteilen; da die beiden Bestandteile eben sind und der Kugel (23)

angehdren, handelt es sich in der Tat um Kreise. 2)

§ 4.6. Fassen wir etwa die der Gleichung (24) geniigende Bilindelebene

(25) C vpz 1 y1 +V93 - 02 y3 =0
ins Auge. Sie enthdlt die yz-Achse, und der Winkel w, den ihre Nor-
male mit der y3-Achse bildet, ist bestimmt durch

P,-P : PL=P
(26) sin w =v 2_ . Cos w =V—§:—z— .
P3=Py P3-Py

2) Die zyklischen Ebenen (24) verbinden je zwei konjugierte der vier imagindren
Erzeugenden j. (2= 1,2,3,4), die die in § 2.2 erwdhnten nullteiligen Kegel
2.0rdnung K ufid A gemeinsam haben. Ihnen entsprechen vermoge der Affinitdt (20)
die vier Schnitterzeugenden J. der Kegel K' und A'. Sei T etwa die Verbindungs-
ebene der Erzeugenden j, und j,; deren Fernpunkte J und J, liegen auf dem abso-
Tuten Kege1schnitt k uné sind gahe (aufgrund einer Laguer;eschen Formel) fiir
die Winkelmetrik in T und in jeder dazu parallelen Ebene m verantwortlich. D1e
g1e1che Rolle spielen die zugeordneten Fernpunkte J; und J fir die Ebene T'

js und die dazu parallele Ebene m'. So folgt d;nn aus der Doppe]verha]t-
n1s%reae der Aff1n1tat die winkeltreue, a]so ahnliche Beziehung zwischen den
Ebenen 1 und ©'. -- Um im Reellen zu b]eiben, wurde in § 4.5 der elementare
Umweg e1ngesch1agen.
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Die vorgesehene Zwischenbildebene m (T kann daher angesetzt werden
durch die Hessesche Normalform

(27) m s yysin o + yycos @ + m = 0,

wobei m=#0 ihren Abstand vom Ursprung O bedeutet (Abb.2).

Wir gehen nun durch Verdrehung des Achsenkreuzes (O;y1,y2,y3)
um die y2-Achse zu einem neuen Koordinatensystem (0;21,22,23) iber,
dessen z3-Achse normal zur zyklischen Ebene T ist (Drehwinkel w).
Nach Durchfiihrung der betreffenden Transformation
(28) 2y = ¥4C050 - Y35inw, z, = y,, 23 = yysinew + y;c050
wird die Zwischenbildebene m (27) durch zq = -m dargestellt. Das
vom Sehstrahl p = OP erzeugte Zwischenbild P eines Objektpunktes
hat also die Koordinaten éi = Azi mit A = —m/z3.'Die kartesischen
Koordinaten 21,52 konnen unmittelbar zur Beschreibung des Zwischen-
bildes oder Modells dienen; sie seien abschlieBend mit =z und y be-
zeichnet (Abb.2) und haben die Werte
(29) z = -mz /24, y = -mzz/z3.

§ 4.7. Der Vollstdndigkeit halber seien auch noch die Formeln
fiir das (im Grunde bereits entbehrliche) zweite Zwischenbild ange-
geben. Durch Ausiibung der Affinitdt A& (20) gelangt man zundchst von

(27) zur zweiten Zwischenbildebene
- Y4 Y:

(30) n' : —sinw + —Scoswit m = 0.
" &3

Bringt man auch diese Gleichung auf die Hessesche Normalform
(31) yysino' + yéCOSw' +m' = 0,
was mit der Division von (30) durch die Quadratwurzel aus
(32) sinzw,, c082m=_1_ p2-p1 , 1 P3Pz . P2 . (%22

ol al P1 * P3-P1  Ps " P3-P1  P1P3 Q103
erfolgt, so liefert der Vergleich mit (31) die Relationen

ine' = X3¢ Poge S 1oz QaGs

(33) sine' = Z>sinw, cosw o, cosws m o, M

Mittels der nach dem Muster (28) vorgenommenen Koordinaten-
transformation '
(34) zi = y%cosw' - yésinw', zy = yé, zé = yisinw' + yécosw'
gelangt man schlieBlich -- wie vorhin zu (28) -- zu den Zwischen-
bildkoordinaten in m':

(35) o= -m'zi/zé 5 y's -m'zé/zé. )

Um die erwartete dhnliche Beziehung zwischen den Feldern m
und ' nachzupriifen, hat man in (35) mittels der Transformationen
(34), (20) und (28) unter Beniitzung der Formeln (33) und (26) zu
den Koordinaten z iiberzugehen. Nach einiger Rechnung erhdlt man
dann iiber (29) die Relationen
(36) z' = ay(z+d), y' = a,y mit d = é%“VBé'°1 Aeg3mp,
welche die behauptete Ahnlichkeit bestdtigen.
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Der Betrag des Ahnlichkeitsfaktors u = a, steht in Einklang mit

der durch A (20) bewirkten Ordinatenverzerrung yé = ayy,. DaB die
Nullpunkte der Koordinatensysteme einander nicht entsprechen (d=0),
darf nicht iliberraschen, weil ja die zu T normale zs-Achse nicht in
die zu T' normale zé-Achse libergeht.

§ 4.8. Um kongruente Iwischenbilder zu erhalten, ist lediglich m'
durch eine dazu parallele Ebene m" zu ersetzen, die vom Zentrum 0'
den Abstand m" = m'/a2 = ma1a3/ag hat. Wirde man anschlieBend die
Felder m und n" unter Mitnahme der Sehstrahlbiindel punktweise zur
Deckung bringen, so wdre eine perspektive Lage der Biindel herge-
stellt.

Hat man mit T (25) die richtige zyklische Ebene gewdhlt, so
stellt das Zwischenbild n(P) bereits ein zum Original m(p) dhn-
liches Modell dar, dessen MaBstab durch passende Festsetzung der
Distanz m nach Belieben zu regeln ist. Erscheint jedoch das Modell
aus irgendeinem Grund falsch, so wdre die vorhandene zweite Moglich-
keit zu versuchen, die auf einem Vorzeichenwechsel in (25) beruht;
in den nachfolgenden Formeln ist dann bloB w durch -w zu ersetzen.

5. SchluBwort

§ 5.1. Das dargelegte Orientierungsverfahren unterscheidet sich
von den bisherigen [3] im Prinzip dadurch, daB es anstelle von
kongruenten Ebenenbiischeln kongruente Punktfelder sucht, um per-
spektive Lage der beiden‘vorliegenden kollinearen Sehstrahlbiindel
herzustellen. Hierdurch wird unter Verzicht auf die Kernachse und
in gedanklich einfacher Weise sofort ein zum (ebenen) Original
dhnliches Modell gewonnen.

Nichtsdestoweniger besteht ein gewisser Zusammenhang zwischen
den beiden Methoden. Bringt man ndmlich die in § 4.3 eingefiihrten
Achsenkreuze (0;y1,y2,y3) und (0';yi,yé,yé) in Deckung, so gelangen
die beiden in § 2.2 erwdhnten Kegel

2 2 2 vt vyt v
(37) At pyyy * Poys * P3Y3 = 0, K': 5, + 55 + 55 =0
in polare Lage beziiglich der vereinigten Minimalkegel A'= K:
y2 + y5 + 45 = 0. In dieser Bindelpolaritit, die jedem Bindelstrah
die zu ihm normale Biindelebene zuordnet, entsprechen den vier ge-

meinsamen Tangentialebenen .. von K und A (§ 2.2) die vier gemein-
samen Erzeugenden j% von K' und A' (FuBnote 2). Hieraus folgt, daR®
jeder Fokalstrahl von A auf eine zyklische Ebene von K' normal steht
und umgekehrt. Die fiir die Orientierung nach Th.SCHMID [3] bendtigten
Kernachsenbestandteile s' und s sind mithin normal zu den zyklischen
Ebenen T (25) bzw. T', haben also die Richtungsvektoren (sinw,
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0, cosw) bzw. (sinw', 0, cosw'); die Werte der Winkelfunktionen sind
aus (26) bzw. (33) zu entnehmen.

§ 5.2. Die abschlieBende Zusammenfassung soll kurz die Durchfiihrung
des neuen Verfahrens schildern. Bei der dabei gelegentlich einge-
schalteten matriziellen Notation sind Vektoren als einspaltige Ma-
trizen geschrieben zu denken. Die numerische Herleitung eines zum
ebenen Objektes m(P) &@hnlichen Modells n(P)aus zwei (kollinearen)
MeRbildern m(P) und n'(P') vollzieht sich in acht Schritten, von
denen fiinf bloB der Vorbereitung dienen:

1) Ermittlung der neun Elemente aiq der die Kollineation X :P > P'
erfassenden (3x3)-Matrix & (3). Bei Kenntnis entsprechender
Vierecke ABCD und 4'B'C'D' mag der in § 3.2 aufgezeigte Weg
niitzlich sein.

11) Berechnung der Elemente bjk der symmetrischen Produktmatrix
5 =aa gemaB (9).

I1I) Bestimmung der Eigenwerte PysPosP3 von & durch Aufldsung der
kubischen Gleichung (12) mit anschlieBender Ordnung der GrdBe
nach (13).

V) Ermittlung der zugehGrigen Eigenvektoren Cie Dies verlangt fir
jeden Eigenwert P die Auflosung eines linear-homogenen
Gleichungssystems (& - o, @ )¢ =06 (10), sowie die Normierung
der nur bis auf einen Faktor bestimmten Lbsung.@i durch ¢ =
= ¢;/1¢;1; die Vorzeichen sind dabei so zu wihlen, daB
cax0é=cé

V) Berechnung der Winkelfunktionen sinw und cosw mittels der
Formeln (26).

Nach dieser Vorarbeit ist dann fiir jeden interessierenden Punkt

P(x,y) des ersten MeBbildes, ausgehend von seinem Ortsvektor

P= (x,y,c)T, das folgende Programm durchzuspielen:

VI) Ubergang zu neuen Koordinaten YqsYosls mittels der orthogo-
nalen Transformation 2 =JLg% (19), wobei die Matrix £ durch Ne-
beneinanderreihen der Spaltenmatrizen &y56y,83 2U bilden ist.

VII) Neuerlich Verdrehung des Koordinatensystems durch 3 =Sy_(28)
unter Verwendung der Werte sinw und cosw.

VIII) Berechnung der Modellkoordinaten z = -mz1/z3, y = -m22/23
(29) mit passend gewdahltem MaRstabsfaktor m.

Siamtliche Schritte sind auf einem Computer routinemdBig aus-
fiihrbar. Wie man sieht, wird das zweite MeBbild nur beim ersten
Schritt bendtigt. Nachdem die Numerierung der MeBbilder eine will-
kirliche ist, konnte das Programm auch auf das zweite Mefbild ge-
stiitzt werden, und dann, mit der Matrix 0[’=a'1
durchgefiihrt werden. -- Sollte das Ergebnis aus irgendeinem Grund

operierend, ebensogut
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falsch erscheinen, so wdre lediglich bei Schritt VII das Vorzeichen
von o umzukehren.
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