UBER VERALLGEMEINERTE BOSCHUNGSFLACHEN

Walter Wunderlich, Wien

1. In seiner urspriinglichen Bedeutung bezeichnet der Begriff Bdschungs-
fldche eine abwickelbare Fliche ¢, des dreidimensionalen euklidischen Raumes,
deren Erzeugenden gegen eine fiir gewohnlich waagrecht gedachte Grundebene
gleiche Neigungswinkel f§ aufweisen, wobei 0 < f < m/2. Sieht man vom Dreh-
kegel mit dem %ﬁ’nungswinkel 2a = 7t — 2f ab, so besteht ¢, aus den Tangenten
einer als Gratlinie angesprochenen Raumkurve k,, die wegen ihres konstanten
Anstiegs f eine Bdschungshinie ist. Die Tangentialebenen von ¢, beriihren jeweils
lings einer Erzeugenden und sind mit den Schmiegebenen von %, identisch. Fiir
den Quotienten aus Torsion 7, und Kriimmung %, der Gratlinie %, gilt bekannt-
lich 7o/%g = tg B = y = const; dieser Wert y heif3t die konische Kriimmung voh
ko und ¢, [4].

In erweitertem Sinn versteht man nun seit E. Kruppa [4] unter verallge-
meinerten Boschungsflichen auch windschiefe Regelfldchen ¢, deren Erzeugenden
gegen eine feste Bezugsebene gleiche Neigung f und tiberdies gleichen Drall p auf-
weisen. Mit p = 0 ordnen sich hier die traditionellen (abwickelbaren) Boschungs-
flichen ein. Das einfachste Beispiel fiir eine windschiefe Boschungsfliche stellt
das einschalige Drehhyperboloid (mit lotrechter Achse) dar: Ist a der Kehlkreis-
radius und f der Steigwinkel der Erzeugenden gegen die Kehlkreisbene, so hat
der Drall den Wert p = -+ atg ff, stimmt also dem Betrag nach mit der halben
Nebenachse des Hyperboloids iiberein; hierbei ist fiir die beziiglich der Achse
linksgewundenen Erzeugenden p > 0, fiir die rechtsgewundenen p < 0.

Fiir die von E. Kruppa [4] — und vor ihm schon von G. Sannia [7] — einge-
filhrten Grundinvarianten einer »natiirlichen« (intrinseken) Regelflichentheorie,
niamlich die natiirliche Kriimmung » und die natiirliche Torsion 7, gilt bei veral-
Igemeinerten Boschungsflichen ¢ gleichfalls die Proportionalitat 7/x = tg f =
= y = const, und y wird die natiirliche konische Kriimmung von ¢ genannt.
Als dritte Grundinvariante dient der Striktionswinkel o, den die Flichenerzeu-
genden mit der Striktionslinie oder Kehlkurve & (s. u.) bilden; fiir den die Ver-
windung des Flidchenstreifens lings einer Erzeugenden messenden Drall besteht
die Formel p = sin o/x. Eine grundlegende Untersuchung der verallgemeiner-
ten Boschungsflichen hat H. Brauner in [1] vorgenommen und in [2] ergénzt. Die
vorliegende Mitteilung will einen einfachen Zugang aufzeigen und einige bemerkens-
werte Beispiele vorfithren. Der Kiirze halber werden dabei unter Bdschungs-
flichen schlechtweg stets die verallgemeinerten (windschiefen) verstanden, wihrend
die klassischen (abwickelbaren) deutlicher als Bdschungstorsen bezeichnet werden.
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2. Auf siamtlichen Erzeugenden e einer Boschungsfliche ¢ werden zufolge
ihrer gleichen Neigung g durch die feste Grundebene 7z und eine dazu parallele
Schichtenebene 7, Strecken AA, konstanter Linge begrenzt. Die Flache ¢ kann
mithin durch eine zwanglaufige ebene Bewegung %, erzeugt werden, bei welcher
A und A, auf den entsprechenden Schichtenlinien gefiihrt werden. Nach den
Elementen der ebenen Kinematik verhilt sich diese Bewegung hinsichtlich ihrer
Bahntangenten in jedem Augenblick wie eine Drehung um eine wohlbestimmte
Momentanachse my, die (auBler in Verzweigungslagen) im Schnitt der beiden
Bahnnormalebenen von 4 und A4, zu finden ist. Dies bedeutet, dafl ¢ lings jeder
Erzeugenden e von einem einschaligen Drehhyperboloid X beriihrt wird, das bei
fortgesetzter Rotation von e um m, entstehen wiirde. Wegen des gemeinsamen
konstanten Dralls p von ¢ und X haben alle Hyperboloide 2 denselben Kehlkreis-
radius a = p cot B, sind also untereinander kongruent.

Die Menge aller im Zuge der Bewegung %, auftretenden Momentanachsen
m, erfiillt im ruhenden System im allgemeinen einen gewissen lotrechten »Rast-
zylinder« I'y, im bewegten System hingegen eine lotrechte »Gangebenet IT,, die
im Abstand a von der Erzeugenden e verlduft und auf dem Zylinder Iy gleitfrei
abrollt. Die Beriithrung zwischen IT, und I, findet dabei jeweils langs der Momen-
tanachse m, statt. Damit hat man den eine bisher anscheinend nicht beachtete
kinematische Erzeugung beschreibenden Satz:

Rollt eine Ebene IT, auf einem belicbigen lotrechten Zylinder I'y ab, so iiber-
streicht eine zur Ebene II, parallele und mit ihr starr verbundene schrdge Gerade e
eine (verallgemeinerte) Boschungsfliche .

Ist a > 0 der Abstand zwischen I7, und e, und a > 0 der spitze Winkel
von e gegen die Lotrichtung, so hat der konstante Drall p von ¢ den Betrag lp| =
— g cot a; das Vorzeichen von p ist positiv, wenn e mit der Walzerzeugenden
m, eine Linksschraube bestimmt, sonst negativ.

Bezeichne ¢, die Normalprojektion von e auf die Ebene I/,. Bei der Rollung
erzeugt die Gerade e, eine Abdruckspur k, auf dem Zylinder Iy, also eine Bosch-
ungslinie mit dem Steigwinkel f = (/2) — a. Die von e, iberstrichene Tan-
gentenfliche ¢, von k, ist die asymptotische Torse der Boschungsfliche ¢, die
sie langs des gemeinsamen Fernkreises ¢ beriihrt. Ihre Bedeutung wurd von H.
Brauner [1] erkannt, der die Boschungsflichen dadurch gewinnt, daf} er die Tan-
genten e, einer beliebigen Boschungslinie &, in Richtung der jeweiligen (waagrech-
ten) Hauptnormalen um dasselbe Stiick a verschiebt.

3. Samtliche geradlinigen Flachenstreifen einer Boschungsfliche ¢ weisen
die gleiche, durch den Drallwert p gekennzeichnete Verwindung auf, sind also
untereinander kongruent. Infolgedessen gehdren die Boschungsflichen zu den
von H. Schaal [8] studierten, durch Bewegung eines starren Streifens erzeugbaren
Fliachen, unter welchen sie auch ausdriicklich angefiihrt werden. Im vorliegenden
Fall besteht die Streifenbewegung # im Schroten der m, enthaltenden Normale-
bene IT* von IT, auf dem Evoluten Zylinder I'* von Iy, wobei der in IT* befind-
liche Gratpunkt K, von e, die Boschungslinie &, auf I’y durchlauft (vgl. Abb. 1).
Nach den Elementen der raumlichen Kinematik verhilt sich die Bewegung Z
hinsichtlich ihrer Bahntangenten in jedem Augenblick wie eine bestimmte S
Schraubung um eine lotrechte Momentanachse m, lings welcher einander /7* und
I'* beriihren; sie fallt mit der zu m, gehorigen krimmungsachse des Zylinders
I'y, zusammen.?)

1) Der Parameter der Momentanschraubung hat den Betrag sin a cos a/#o = sin 8 cos Bl%o.
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Die zu IT, parallele, die Erzeugende e enthaltende Ebene 7 ist, da Zur asymp-
totischen Ebene ee, normal, die Zentralebene der Boschungsfliche ¢. Ihr Beriih-
rungspunkt K ist der Zentralpunk: von e und liegt auf der durch K, gehenden
(waagrechten) Hauptnormale von &, ; dieses Gemeinlot KK, von e und m, stellt
die Zentralnormale von ¢ dar. Die Zentralebene I7 hiillt — sowohl im Zuge der
Bewegung # als auch bei der Rollung %, — den Zentralzylinder I von ¢ ein,
der im Abstand a dquidistant zu I'y verlduft (Abb. I).

Im Verlauf der Streifenbewegung # beschreibt der Zentralpunkt K die
Striktionslinie oder Kehlkurve k der Boschungsfliche ¢, lings der ¢ vom Zen-
tralzylinder I" beriihrt wird. Jeder andere Punkt L der Erzeugenden e wandert
auf einer Kurve  von ¢, wobei die mitgenommene Tangentialebene eine unverénder-
lich Neigunge gegen die Grundebene behalt; es handelt sich mithin bei / um eine
Isophote oder Hellegleiche fiir lotrechte Beleuchtung. In Anbetracht der invarianten
Entfernung KL ergibt sich so in anschaulicher Weise die von E. Kruppa erwihnte
Feststellung, daf8 die Berithrungslinien / der einer Boschungsfliche ¢ umschrie-
benen Boschungstorsen (zu denen als Grenzform auch der Zentralzylinder I”
gehort) auf den Erzeugenden von ¢ kongruente Punktreihen ausschneiden.

4. Macht man den gemeinsamen Fernkreis ¢ aller Boschungskegel mit dem
Offnungswinkel 2a zum absoluten Gebilde einer pseudo-euklidischen Metrik mit dem
Bogenelementquadrat ds®> = dx? + dy*> — tg?> @ - dz’, die als »c-Metrike im
Rahmen der Zyklographie grundlegende Bedeutung gewonnen hat [5], so sind
die in Abschnitt 2 aufgetretenen Drehhyperboloide X' = ¢ als untereinander kon-
gruente »c-Kuglen« vom Radius a anzusprechen. Die Einhiillende einer einpara-
metrigen Schar solcher c-Kugeln ist fiiglich als »c-Rohrflache« zu bezeichnen;
die Charakteristik einer Scharfliche X ist jeweils der c-Kreis in der zur Fort-
schreitrichtung des Mittelpunktes c-normalen Durchmesserebene von 2. Im
vorliegenden Fall ist die Mittenbahn die Boéschungslinie ko, welche als c-isotrop
anzusehen ist, weil ihre Tangenten e, den absoluten Kreis ¢ treffen; dies hat zur
Folge, da8 die Charakteristik stets in ein paralleles Erzeugendenpaar e, ¢ von X
zerfillt. Das Hiillgebilde besteht mithin aus zwei Boschungsflichen ¢, @ mit
entgegengesetzt gleichen Drallwerten -+ a cot a. Abgesehen von den c¢-Kugeln
selbst konnen demnach Béschungsflichen als Bestendteile spezieller c-Rohrflichen
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aufgefalt werden; sie stellen das c-metrische Analogon zu den (imaginiren) Ser-
retschen Flichen des euklidischen Raumes dar [1].

Ubt man auf eine Boschungsfliche ¢ eine c-Bewegung aus, also eine volum-
streue, den absoluten Kreis ¢ in sich iiberfithrende Affinitit, so gehen die beriih-
renden ¢-Kugeln X in kongruente iiber, und ¢ wird in eine gleichartige Boschungs-
fliche gleichen Dralls transformiert.

5. Die analytische Behandlung der Boschungsflichen wird zweickméflig von
der asymptotischen Boschungstorse ¢, ausgehen. Nach allem erscheint es statthaft,
sich auf die normierte Boschung B = m/4 zu beschrinken, also auf die konische
Kriimmung y = 1. Alle iibrigen Boschungsflichen lassen sich aus diesem Nor-
malfall einfach durch eine Affinitit herleiten, welche die Abstinde von der Grunde-
bene proportional veridndert; der Drall macht ja diese proportionale Anderung
mit, wie die Betrachtung der Drehhyperboloide 2 lehrt.

In einem Kkartesischen Koordinatensystem x, y, 2 mit lotrechter 2-Achse mag
also die Boschungstorse ¢, als Einhiillende ihrer Tangentialebenen angesetzt
werden durch

xcosu 4 ysinu —z=—g mitg=g(u)eC> (5.1)
Diese Schar wird von einer Ebene durchlaufen, die sich um die 2-Achse dreht,
wihrend ihr Achsenpunkt gemifl dem Gesetz g (¥) in Abhingigkeit vom Dreh-
winkel u liangs dieser Achse wandert. Die Beriihrungserzeugende e, der Tangen-

tialebene (5.1) liegt in der durch Ableitung nach dem Parameter u# gewonnenen
lotrechten Normalebene 17,:

xsinu — ycosu = g = dg/du. (5.2)

g(u) ist damit als Stiitzfunktion des Rastzylinders I’y der Rollbewegung %, aus
Abschnitt 2 zu erkennen (Abb. 1). Die im Abstand a = p von II, verlaufende
Zentralebene IT wird nun dargestellt durch

xsinu —ycosu =g —a. (5.3)

Sie schneidet die asymptotische Ebene (5.1) nach der Erzeugenden e der Béschungs-
flache ¢. Der Gratpunkt K, von e, sowie der Kehlpunkt K von e liegen in der
durch nochmalige Ableitung gewonnenen Ebene I7*:

xcosu + ysinu = g. (5.4)

Die Auflosung des linearen Gleichungssystems (5.1), (5.3), (5.4) liefert dann
als Parameterdarstellung der Kehlkurve k: :

x= (g —a)sinu+ gcosu,
y=(a— g)cosu + gsinu,
g=g+¢ ' (5.5)




Setz man hierin @ = 0, so hat man gleichzeitig die Darstellung der Gratlinie %,
von @o. Aus (5.1) und (5.3) berechnet man ferner die Pliicker-Koordinaten der
Erzeugenden e von ¢ mit

PrLipriPsibaipsipe=cosu:sinu:l:(a—g)cosu —gsinu:

:(@a— g)sinu+gcosu:g —a. (5.6)

Die als Punktbahnen bei der Rollbewegung Q‘o entstehenden Schichtenlinien
h von @ werden in komplexer Zusammenfassung beschrieben durch

x +iy = (2 +ia—g —ig)e™ mitz = const; il i

die in Abschnitt 3 erwihnten, als Bahnen bei der Streifenbewegung # erzeugbaren
Isophoten I hingegen durch

x+iy=0+ia+ g —ig)e" z=>b+ g+ g mitb = const. (5.8)

Das einfachste Beispiel fiir Boschungsflachen bieten die sich mit der Annahme
g = cu (c = const) einstellenden Regelschraubfléichen ¢, welche die Schraublinie &

x=(—a)sinu, y =(a—c)cosu, 2 =cu mitc 0 (5.9)

zur Kehlkurve haben, wenn man vom Sonderfall @ = ¢ der geschlossenen Regel-
schraubflachen absieht, bei welchen % auf die Schraubachse x =y = 0 zusam-
mengeschrumpft ist. Ihre Erzeugung durch die Rollbewegung %, einer Ebene
IT, auf einem Drehzylinder I'y vom Radius c¢ 148t die Schichtenlinien % (5.7)
unmittelbar als verschlungene oder gestreckte Kreisevolventen erkennen, je nach-
dem ob a > 0 oder < 0; die gespitzte Kreisevolvente a = 0 gehort zur (asympto-
tischen) Schraubtorse @,. Die Isophoten / (5.8) sind unter der Voraussetzung
a + 0 naturgemiB die auf der Schraubfliche ¢ verlaufenden Bahnschraublinien
der Schraubbewegung %.

6. Interessantere Beispiele liefert die Annahme
g=ccosmu mitc=const, 0 <n =+ 1. (6.1)

Hier ist die asymptotische Torse @, (5.1) eine durch harmonischen Umschwung
erzeugbare Umschwungtorse [3], deren Gratlinie k, bekanntlich Béschungslinie
auf einer Drehquadrik mit lotrechter Achse ist und Grundrifl als Epi - oder Hypo-
zykloide erscheint, je nachdem ob n < 1 oder > 1. Die zugehorige Boschungs-
fliche ¢ entsteht mithin bei der Rollung %, einer Ebene /1, auf dem Rastzylinder
Iy > ko mit Zykloidenbasis.

Fiir die Striktionslinie k von ¢ ergibt sich gemaf3 (5.5) die Darstellung

x = — (a + nc sin nu) sin u — n? ¢ cos nu cos u,
y = (a + nc sin nu) cos u — n* ¢ cos nu sin u, (6.2)
<

= (1 — n?)ccos nu.




Sie verlauft auf einer Drehfliche 4. Ordnung, die durch Rotation der Ellipse

xo = —n?ccosnu, ¥y, = a + ncsinnu, 2o = (1 — n2)csinnu (6.3)

um die z-Achse entsteht. Der Kehlkurvengrundrifl %’, in komplexer Zusamen-
fassung

x+iy = %f [t o2 2008 2 (Ripem) o TP dg e, (6.4)

ist nach [9] eine Radlinie 3. Stufe mit der Charakteristik (1 —n): 1 :(1 + n),
namlich die im Abstand @ verlaufende Parallelkurve der Basiszykloide %, des
Rastzylinders [I'y; letztere ist eine Radlinie der Familie (1 — #) : (1 4+ n) und
wird durch (6.4) mit a = 0 beschrieben.

Die Schichtenlinien h (5.7), ausfiihrlich

x + iy = (2 + ia) ej— 70 [(1 — n) et+min 4 (1 4 n) g2 -miv], (6.5)

sind ebenfalls Radlinien 3. Stufe der Familie (1 — n): 1: (1 4 »). Gleiches gilt
fiir den Grundrif3 der Isophoten 1 (5.8), die durchwegs auf Drehflichen 4. Ordnung
verlaufen, welche durch Rotation einer Ellipse um die z-Achse entstehen.

Hervorzuheben ist, daf} es unter den vorliegenden Boschungsflachen ¢ rational-
-algebraische gibt, ndmlich fiir rationale Werte von #. Schreibt man in einem solchen
Fall n = Ap als gekiirzten Bruch natiirlicher Zahlen 4, x an, und fithrt man den
(komplexen) rationalisierenden Parameter v = e™/* ein, so lduft die Ermittlung
der Schnittpunkte von ¢ mit einer Testgeraden iiber die entsprechende, in den
Pliicker-Koordinaten p; (5.6) linear-homogene Bedingung auf eine algebraische
Gleichung in o hinaus, deren Grad zu beurteilen ist. Auf diesem Wege findet
man als Grad der Regelfliche ¢ den Wert N = 2 (4 4 u), der auch die Ordnung
der Kehlkurve &, der Schichtenlinien %~ und der Isophoten 1 angibt. Die tber
(5.1) und (6.1) dhnlich zu bestimmende Klasse der asymptotischen Torse ¢,
betrigt M = 2 max (4, u). Der Boschungsfernkreis ¢ ist wegen e = v* eine
u-fache Kurve von ¢ und ¢,.

Die einfachsten Beispiele ergeben sich mit # = 2 und » = 1/2 als Béschungs-
flichen 6. Grades mit einer Striktionslinie 6. Ordnung und einer asymptotischen
Torse 4. Klasse. Die Basis des Rastzylinders ist im ersten Fall eine Astroide, im
zweiten Fall eine Nephroide. Der Boschungsfernkreis ist im ersten Fall einfache
Kurve, im zweiten Fall Doppelkurve.

7. Mit Einfithrung des (reellen) rationalisierenden Parameters ¢ = tg (u/2)
nimmt die Gleichung (5.1) der asymptotischen Ebene die von H. Brauner [1]
verwendete Gestalt

A—)x+2ty —(14+3)z= ;f mit f() = (1 + 2 g ) (7.1)

an. Fiir die zur Umrechnung der trigonometrischen Darstellung in Abschnitt 5
benétigten Ableitungen von g nach # findet man mit Beachtung von du/d: = 2/ (1 4
+ £2):
.  #5 tf SegEgR ey ) ] —2 f
g—jf_ﬂ?:g——[—f—Tf—m'—z-a (1.2)
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wobei der Punkt iiber f jetzt die Ableitung nach ¢ bedeutet. Zwecks Vereinfachung
der sich ergebenden Ausdriicke empfiehlt sich noch der Ubergang zu den affinen
Koordinaten

X=x—2 Y=y, Z=x+2z (7.3)
Die Gleichung der asymptotischen Ebene (7.1) lautet dann
X+tY—*Z=—1, - (7.4)

und anstelle der Zentralebene (5.3) kann die durch Linearkombination mit (7.4)
zu gewinnende Ebene

T LRz = L1 2 (7.5)
treten. Aus der Matrix der Ebenenkoordinaten in (7.4) und (7.5) bestimmen sich
die neuen Pliicker-Koordinaten der Erzeugenden der Boschungsfliche ¢ mit

Py :Py:Py:Py:Ps:Ps=—1t2:2t:1:2a—f:f—tf + 2ar:
3. 20 st f . dap2. (7.6)

Die aus (5.5) zu entnehmende Gleichung der den Zentralpunkt enthaltenden
Schichtenebene =z = g + g lautet nun:

.

—X+Z=H;’2f"—tf+f. (1.7)

Durch Auflosung des linearen Gleichungssystems (7.4), (7.5), (7.7) gelangt man
dann zur Darstellung der Kehlkurve k:

2at

2 . .
XZ_"j‘f‘l*Ur—f—m,

1 — %

Y=g fd 2“"1—}_:7’

(7.8)

1. 2at
“7g) Siepese

Die Riickkehr zu den kartesischen Koordinaten ist mittels der Umkehrformeln

xz_;_(x+z),y=y,z:%(2~X) (7.9
jederzeit moglich.
Nimmt man fiir f ein quadratisches Polynom in ¢ an, so ist die asymptotische

Torse ¢, gemiB (7.1) oder (7.4) algebraisch und von 2. Klasse, also ein Drehkegel,
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dessen Spitze sich durch Verschiebung oder die Festsetzung f = 0 in den Urs-
prung verlegen lafit. Als zugehérige Boschungsfliche ¢ stellt sich mithin blof3
das emnschalige Drehhyperboloid ein.

Durch Wahl irgendeiner algebraischen Funktion f (z) lassen sich alle moglichen
algebraischen Boschungsflichen ¢ gewinnen. Die in [1] enthaltene Bemerkung, daf3
solche Flichen stets sogar rational sind, ist allerdings nicht haltbar. Hinreichend
(aber keineswegs notwendig) fiir die Giiltigkeit dieser Aussage wire etwa die Be-
dingung, daB} der Boschungsfernkreis ¢ einfache Kurve von ¢ ist; dies trift beis-
pielsweise bei der Annahme n = 2 aus Abschnitt 6 zu, wihrend bei der Annahme
n = 1/2 der Fernkreis ¢ zwar Doppelkurve, die Fliche ¢ aber trotzdem rational ist.

8. Auf eine Familie von bemerkenswerten Beispielen fithrt die Annahme
f=c:¢" mitc —constuadn = 1. (8.1)

Sie erfafit im iibrigen auch die Exponenten n < 1, da ein solcher Fall durch den

Parameterwechsel 2’ = 1/t auf #»’ = 2 — n > 1 zuriickfiithrbar ist. Die Darstel-
lung der Baoschungsfliche ¢ in Pliicker-Koordinaten lautet gemaf3 (7.5):
Pi:...:Pg=—1t>:2t:1:2a—mnct""*:2at —(n—1)ct":

t(n— 2) "t — 2ar>. (8.2)

Thre Kehlkurve k wird zufolge (7.8) beschrieben durch

¢ X 2at
X——z—(n—‘l)(z_n)t —“1—_|:72_,
Y:cn(n—z)z"—1+2ai:—‘i (8.3)
1422 $
_i i pagial 2at
Z—2n(n ¢ e

Man erkennt, da8 die mit @ = 0 miterfaite Gratlinie k, der asymptotischen
Torse @, eine W-Kurve ist, namlich Bahnkurve der einparametrigen Affinitits-
gruppe

X—gt X IRE il ¥ 2 gt L T (8.4)

Die Transformationen der Gruppe lassen das Achsenkreuz X, Y, Z fest und
fithren sé@mtliche Kegel des Beriihrungsbiischels Y2 + ¢ XZ = 0 in sich {iber,
darunter auch den Boschungskegel ¢ = 1 und damit den Boschungsfernkreis c.
Im Sinne der pseudo-euklidischen c-Geometrie aus Abschnitt 4 sind die Trans-
formationen (8.4) daher als »c-Ahnlichkeiten« aufzufassen, und die Gruppe kann
als »c-Spiralung« angesprochen werden. Dementsprechend ist die Torse g, eine
c-Spiraltorse; ihre Gratlinie k, verlduft als c-Spiralbahn auf dem invarianten
c-Drehkegel

(mn—12Y*+4n(n—2)XZ =0. (8.5)
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Die Striktionslinie % (8.3) ist jedoch keine Bahnkurve der Gruppe (8.4), und die
Boschungsfliche ¢ ist keine c¢-Spiralflache. ” ‘

Die zu verschiedenen Werten des Koeffizienten ¢ in (8.1) gehorigen Boschungs-
flichen sind untereinander c-kongruent. Ubt man namlich die durch

X=0X,Y=Y,Z=0"'Z (8.6)
erklirte c-Drehung um die Y-Achse aus, so geht die mafigebende Darstellung
(7.4) der asymptotischen Torse (mit f = ct") nach Vornahme des Parameter-

wechsels 7 = ot in eine vollkommen gleichartige mitc = ¢'~" ¢ iiber. Will man
allerdings im Reellen bleiben, so miissen unter Umstidnden, entsprechend dem
Vorzeichen von ¢, zwei Grundtypen von Flichen unterschieden werden; so etwa
bei dem weiter unten diskutierten Beispiel » = 3. Bei der vorgenommenen pseudo-
-euklidischen Drehung (8.6) geht iibrigens der (euklidische) Charakter der Kehl-
kurve verloren.

Rational-algebraische Béschungsflichen ¢ ergeben sich wieder fiir rationale
Werte n = A/u (A 2 u > 0 ganz und teilerfremd). Nach Einfithrung des ratio-
nalisierenden Parameters = t!/# hat man ¢ = o* und " = o*. Aus (8.2) ergibt
sich der Grad der Regelfliche ¢ mit N = 4 + pu, falls n + 2; der Boschungsfern-
kries ¢ zahlt u-fach. Die Klasse der asymptotischen Torse @, (7.4) betrigt M =
= max (4, 2u); sie stimmt mit der Ordnung der Gratlinic k, und des Rastzy-
linders I'y > k, iiberein. Als Ordnung der Striktionslinie % (8.3) findet man N’ =
= A + 2u, falls n > 2; sonst N” = 4u, aufler fiir n = 2 oder n =1 (B = Kreis).

Als wichtigstes nichttriviales Beispiel wire der Fall » = 3 hervorzuheben,
der gleichzeitig die Annahme eines beliebigen kubischen Polynoms f(z) erfafit,
weil dessen Glieder niedrigerer Ordnung durch eine Verschiebung des Koordi-
natensystems zu beseitigen sind, wie aus dem Ansatz (7.4) abzulesen ist. Die zu-
grundeliegende asymptotische Torse ¢, hat die Klasse M = 3, ist also die wohl-
bekannte kubische Boschungstorse mit einer kubischen Parabel %k, als Gratlinie
[10]. Die zugehérige Boschungsfliche ¢ ist vom Grad N = 4 und stellt, wie H.
Brauner in [1] angegeben und in [2] ausfiihrlich begriindet hat, die einzige Bo-
schungsfliche 4. Grades dar. Sie 14t sich als Regelschraubfliche einer ¢-Grenz-
schraubung auffassen und besitzt eine kubische Bahnparabel als Doppelkurve,
ist demnach von III. Sturmscher Art [6].?> Ihre Striktionslinie % hat die Ordnung
N’ = 5. — Die gleiche Fliche ‘(abgesehen von einer Verschiebung lings der
y-Achse) ist auch durch den trigonometrischen Ansatz aus Abschnitt 5 mit g =
= ¢ - tg (4/2) zu gewinnen. Wie aus g = ¢/(1 + cos ) zu erkennen ist, hat der
Rastzylinder I'y der Rollbewegung %, als Basis die negative Fu3punktkurve einer
Parabel beziiglich ihres Brennpunktes, also eine sogenannte Tschirnhaus-Kubik.
DafB} diese als Grundrifl jeder kubischen Boschungslinie (hier k2, < I'y) auftritt,
ist bekannt [10].

Mit diesem Beispiel ist auch die Frage nach allfilligen Boschungsflichen 3.
Grades negativ zu entscheiden. Eine solche Regelfliche ¢ wiirde den Boschungs-
fernkreis ¢ enthalten und lidngs desselben von einer kubischen Boschungstorse

2) Vom reellen Standpunkt aus sind zwei Typen zu unterscheiden: Die Doppelkubik ist
reelle Knotenlinie fiir @ > 0, jedoch isoliert fiir a < 0. Fiir die Parameterwerte z,t’ einander
schneidender Erzeugenden von ¢ gilt ndmlich, wie mit Hilfe von (7.6) festzustellen ist, (2 —2)* =
=4a.
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@o beriihrt werden [6]. Deren Gratlinie &, erscheint aber im Grundrif3 als Tschirn-
haus-Kubik, womit man zwangsliufig zum abigen Ansatz gelangt. Dieser fiihrt
jedoch auf eine Flache ¢ 4. Grades: Es gibt mithin, wie schon H. Brauner betont
hat, keine kubischen Boschungsflichen.

Die Annahme »n = 4 in (8.1) liefert eine Boschungsfldche 5. Grades mit einer
Kehlkurve 6. Ordnung und einer asymptotischen Torse 4. Klasse. Deren Grat-
linie 4. Ordnung wird, wenn man der Kiirze zuliebe ¢ = 2 setzt, gemif (7.9)
und (8.3) dargestellt durch :

x=0r" =3,y =87 % — 627 | 3*

und ist in [10] als Normalform einer Béschungsquartik mit eigentlicher Spitze
angefiihrt,

Auch die Annahme #n = 3/2 fiihrt auf eine Boschungsfliche 5. Grades, die
jedoch den Fernkreis ¢ als Doppelkurve enthilt; ihre Striktionslinie ist von 8.
Ordnung. Die asymptotische Torse 4. Klasse hat (fiir ¢ = 16) die Gratlinie

x=0>+4+30"1, y=—6v, 2 =301 — o3,

die in [10] als Normalform einer Bdschungsquartik mit uneigentlicher Spitze zu
finden ist.®

e

3) Der dort verwendete Parameter unterscheidet sich von dem hiesigen um den Faktor
}/3, was, abgesehen vom anderen MafBstab, die abweichenden Koeffizienten erklért.
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O generaliziranim plohama konstantnog nagiba

Walter Wunderlich, Wien

Sadriaj

Pod »generaliziranim plohama konstantnog nagiba« razumijevaju se prema
E. Kruppi takve vitopere prav¢aste plohe kod kojih sve izvodnice zatvaraju s jed-
nom horizontalnom osnovnom ravninom isti prikloni kut g, a osim toga se odli-
kuju konstantnim zavrtanjem p #+ 0. Klasi¢ne razvojne plohe konstantnog nagiba
mogu se tada smatrati grani¢nim slu¢ajem za p = 0. Za generalizirane plohe kon-
stantnog nagiba daje se jednostavno kinematitko izvodenje: kotrlja 1i se neka rav-
nina IT, po bilo kojem vertikalnom cilindru Iy, svaki pravac e, koji je sa IT, para-
lelan i uz I7, kruto vezan, izvodi jednu generaliziranu plohu @ konstantnog na-
giba, a normalna projekcija ¢, od e na II, opisuje pritom pripadnu asimptotsku
torzu @, konstantnog nagiba. Tada je p = + atg f, gdje je sa a oznalena uda-
ljenost od e do IT,. Tim putem ne samo da se dolazi na providan nadin do poznatih.
svojstava ploha konstantnog nagiba nego se dobiva viSe primjera koji su vrijedni.
paznje, a medu kojima ima i mnogo algebarskih.

Primljeno u II. razredu
11; 12, 1979.
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