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- Uber Ausnahmefachwerke,
deren Knoten auf einem Kegelschnitt liegen

Von
W. Wunderlich, Wien, Osterreich

* Mit 6 Abblldungen
(Eingegangen am 26. April 1982)

Summary

Exceptional Frameworks WhoseKnots Lie on a Conic. If m = 3 points 4; of a conic k
are connected with n = 3 points B; of the same conic by m - n rigid rods 4;B;, there will be
obtained an exceptional framework It admits an infinitesimal deformatlon, provided the
joints at 4; und B; are moveable. The paper considers particular deformations, where all
knots are deplacmg perpendlcularly to the (regular) conic k. After a small deformation, the
knots 4; and B; arrive, respectively, at two different neighbor conics, confocal with k. The
correspondmg veloclty diagram consists of pomts A, B lying on a certain conic k, in
general similar to k. — Two limit cases, concerning degenerate conics k which split into a
pair of concurrent or parallel lines, need a special treatment. Small deformations of the
framework transform the two knot lines into a palr of confocal hyperbolas or parabolas,
respectively. -

1; Emleltung

§ 1.1. Wird ein ebenes, geschlossenes Sechseck AleA3B1A2B3 durch seine drei
Hauptdiagonalen 4;B; erginzt, so entsteht fiir gewchnlich ein starres Stabwerk.
Es ist durch die neun Stablingen 4;B; (7, ] = 1, 2, 3) im allgemeinen bestimmt,
allerdings nicht immer eindeutig, denn die Gestaltsermittlung ist, wie in [5]
gezeigt wurde, ein Problem 8. Grades.

Sind zwei reelle Lésungen nicht allzu verschieden, so wird ein sprunghafter
Ubergang von der einen Form in die andere moglich sein. Wie H. Stachel [3]
erkannt hat, lassen sich die Knoten A4; und B; auf zwei gleichartige konfokale
Kegelschniite k, k' verteilen, die nach dem Kippvorgang ihre Rolle tauschen: Die
Neulagen 4;’ befinden sich dann auf &', die Neulagen B;’ auf k, und zwar liegen
A; und A, sowie B; und B;" jeweils auf einem Kegelschmtt des zu k& und %’ ortho-
gonalen Konfokalsystems (Abb 1). Die Lingengleichheit 4;B; = A;'B;’ beruht
auf dem klassischen Theorem von J. Ivory (1809). '

Im Fall zweier Ellipsen k und %’ ist dies mittels elliptischer Koordinaten u, v
leicht zu bestitigen, die durch

x = cosu chw, =sinushov (1.1)

eingefiihrt werden und die Ebene mit einem Orthogonalnetz konfokaler Ellipsen
v = const und Hyperbeln u = const iiberziehen; die gemeinsame Exzentrizitit
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Abb. 1. Gestaltswechsel eines Neunstab-Gelenkwerks

e = 1 dient dabei als Liangeneinheit. Die Distanz r;; zweier Punkte 4;(u;, ;) und
Bj(uj, v;') ergibt sich aus der Formel

r?]- = (cos u; ch v; — cos %;’ ch v;')> 4 (sin u; sh v; — sin u;’ sh v;')?. (1.2)
Analog gilt fiir die Distanz r,fj von A;'(u;, v;") und B}’ (u;’, v;)
rif = (cos w; ch v;’ — cos u;’ ch v;)® + (sin u; sh »;" — sin u;" sh v;)2.  (1.3)

Bildet man nun unter Ausquadrieren der Klammern die Differenz von (1.2) und
(1.3), so findet man ohne Miihe 7%; — r{? = 0, womit der Satz von Ivory bewiesen
ist. Er besagt (in seiner ebenen Fassung), daB in jedem von vier konfokalen Kegel-
schnitten berandeten (rechtwinkligen) Viereck die beiden Diagonalen gleich lang
sind. Bei Anwendung auf das Fachwerk in Fig.1 ist bloB »; = v, = v; und
v, = v’ = vy’ anzunehmen.

Im Falle zweier Hyperbeln k und %’ vertauschen » und v die Rollen. Im Fall
zweier Parabeln wéire der Ansatz

x = u?— 12, y = 2uv (1.4)
zu verwenden.

§ 1.2. Riicken die beiden in § 1.1 betrachteten Positionen zusammen, so liegt ein
wackeliges Fachwerk mit infinitesimaler Beweglichkeit vor, das dadurch gekenn-
zeichnet ist, daBl die sechs Knoten einem Kegelschnitt ¥ = &’ angehéren. Dieses
klassische Beispiel eines Ausnahmefachwerks findet sich schon in &dlteren Lehr-
biichern (vgl. etwa [1, S. 443 u. 454] oder [2, S. 11]), sein Ursprung konnte jedoch
nicht eruiert werden.

Da die Existenz des Kegelschnittpaars k, £’ in § 1.1 nicht leicht einzusehen
ist, und gleichzeitig eine Verallgemeinerung angestrebt wird, filhren wir zum
Nachweis der Wackeligkeit des Stabwerks zunéchst ein kartesisches Koordinaten-
system ein, dessen Ursprung mit 4, zusammenféllt, und dessen z-Achse durch 4,

geht. Ferner fassen wir 4,(0, 0), 4x(a,, 0) und A,(x;, y3) als irgendwie zwanglaufig
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bewegliche Punkte auf. Fiir einen Beobachter im Achsenkreuz erscheint dieses
und mit ihm A, fest, wihrend A, auf der z-Achse wandert und 43 eine bestimmte
Bahn in der Ebene durchlduft. Die Koordinaten z,, 2; und y; sind also gewisse
Funktionen des Zeitparameters ¢, die aber nicht néher definiert werden, sondern
von welchen nur die Werte z,, 3, y; zur Zeit ¢ = 0 sowie die zugehdrigen Ab-
leitungen &,, &3, ¥3, also die Geschwindigkeitskomponenten, bekannt seien (Abb. 2).

\ Gp)

Abb. 2. Zur Herleitung des Knotenkegelschnitts

Wir betrachten ferner einen weiteren beweglichen Punkt B(2', ') und fragen:
Wo und in welchem Bewegungszustand muB sich dieser Punkt zur Zeit ¢ =0
befinden, damit alle drei Entfernungen A;B = r; stationiir sind?

Aus den Distanzformeln

o't + 93 = i,
(" — x) + ¢y =12, : (1.5)
(@ —25)* + (¥ — ya)® = r4®
folgt durch Ableitung wegen 7; = 0:
i + y'y =0,
(@ — @) (& — &) + Y'Y =0, (1.6)
(@ — @) (& — &) + (4" — 93) (' — 93) = 0.

Dies sind drei lineare Gleichungen fiir die zwei Geschwindigkeitskomponenten '
und y’. Notwendig und hinreichend fiir die Vertriglichkeit der Gleichungen ist
das Verschwinden der Koeffizientendeterminante. Ziehen wir gleich die erste
Zeile von den iibrigen ab, so lautet die Vertriiglichkeitsbedingung :

x’ y 0
—x, 0 (2 — @), = 0. (1.7)
—x3 —ys (@ — @) 3+ (Y — Y) Us

Die Auswertung der Determinante fithrt auf eine quadratische Gleichung in z’

und y’, womit die Antwort auf die gestellte Frage gefunden ist: Der Ort der
gesuchten Punkte B ist ein gewisser Kegelschnitt k, von dem zu sehen ist, dal er
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die drei Punkte 4; enthalt. Hierzu sind blof in (1.7) fiir " und 3’ der Reihe nach
die Koordinatenpaare von 4,, 4, und A4; einzusetzen, was die Determinante tat-
siichlich zum Verschwinden bringt. — Die Geschwindigkeitskomponenten ', 7’
eines beliebigen Punktes B von k konnten durch Auflésung des (widerspruchs-
freien) Gleichungssystems (1.6) ermittelt werden.

Ein beliebiger Punkt B von k kann nun wegen seiner stationiren Entfer-
nungen r; von den Punkten 4; mit diesen durch starre Stéibe gelenkig verbunden
werden, ohne dafl dadurch der momentane Bewegungszustand behindert wird.
Natiirlich kann dies gleichzeitig fiir drei (oder mehr) Punkte B; von k geschehen,
womit die Wackeligkeit des von den Stidben 4;B; gebildeten Fachwerks nach-
gewiesen ist. DaB auch die Anzahl der Punkte 4; beliebig erh6ht werden kann,
sofern sie nur ebenfalls auf dem Kegelschnitt & liegen, wird aus dem néchsten
Abschnitt hervorgehen.

2. Verallgemeinerung des klassischen Beispiels

§ 2.1. Unter Verwendung der mit (1.1) eingefiihrten elliptischen Koordinaten «, v
betrachten wir m = 3 Knoten A4;(u;, v,) und » = 3 davon verschiedene Knoten
-Bj(u;’, vo) auf einer Ellipse k (v = v,). Die m - n Strecken 4;B; repréisentieren ein
Stabwerk, von dem gezeigt werden soll, da} es wackelig ist.

Zu diesem Zweck betrachten wir die beweglichen Punkte Ai(ui, v(t)) und
Bj(u,-', v’(t)), die die Hyperbeln v = u; bzw. w = u;" durchlaufen und sich zur
Zeit t = 0 auf der Ellipse k befinden sollen; es sei also »(0) = v'(0) = v, > 0.

Die verdnderliche Entfernung r;; von 4; und B; ergibt sich aus
r?j = (cos u; ch v — cos u;’ ch v')? + (sin u; sh v — sin u;" sh v")2, (2.1)
\

Damit r;, zur Zeit ¢ = 0 stationér ist, muB #;;(0) = O sein. Dies fiihrt iiber die
Ableitung von (2.1) auf die Forderung

(cos u; — cos u;") ch vy(9, cos u; — 4 cos u;’) sh vy 4

+ (sin w; — sin w;") sh vy(d, sin w; — 9y’ sin ;") ch vy =0, e
die gleichbedeutend ist mit
sh vy ch vo[1 — cos (u; — u;")] (¥, b Dy') = 0. (2.3)
Diese Bedingung wird — fiir alle Indexpaare gemeinsam — durch
o + b5 =0 (2.4)

erfiillt, womit die behauptete Wackeligkeit des Fachwerks nachgewiesen ist.

§ 2.2. Setzt man fiir kleines ¢ 9 = 6, so ist gemil (2.4) 9y't = —J, und man hat
in erster Ndherung v = v, + 6 und v’ = v, — 6. Der Wackelvorgang kann mithin
etwas unscharf folgendermafen beschrieben werden: Die Knoten 4; riicken auf
ihren Bahnhyperbeln, also normal zur Ellipse & (v = v,), auf eine ,,benachbarte‘*
konfokale Ellipse v = v, + 6 weiter, die Knoten B; hingegen auf die Ellipse
v = vy, — 0 (Abb. 3).




Uber Ausnahmefachwerke, deren Knoten auf einem Kegelschnitt liegen 295

vo=0,8 y i

Hodograph
(vp=1)

Abb. 3. Wackeliges Zwolfstab-Fachwerk mit Knotenellipse

Die Wackelgeschwindigkeiten werden zufolge des Ansatzes (1.1) fiir die Knoten
A; bestimmt durch die momentanen Komponenten

: &; = o sh v, cos u;, 9; = Py ch v, sin w;, (2.5)
tiir die Knoten B; hingegen durch
&' = —vy sh v, cos u;’, 9’ = —b, ch vy sin w;". (2.6)

Stellt man die Geschwindigkeitsvektoren in einem Diagramm (,,Hodograph)
durch die mit (2.5) bzw. (2.6) definierten Punkte 4; bzw. B; oder deren Orts-
vektoren dar, so sieht man, daf} alle diese Punkte auf einer Ellipse k mit den
Halbachsen 9, sh v, und 9, ch v, liegen, allerdings in anderer Verteilung als die
Knoten A4; und B; auf der dhnlichen Ellipse k, die ja die Halbachsen ch v, und
sh vy besitzt (Abb. 3). Hierdurch wird zufolge [6] erhértet, daB die durch (2.4)
bedingte Knotenverschiebung nicht blo8 eine starre Verlagerung des Fachwerks
bedeutet, was auch aus dem Umstand geschlossen werden kann, dafl die Bahn-
normalen der Knoten (als Tangenten der Ellipse k) kein Strahlbiischel bilden
(vgl. § 3.2).

§ 2.3. Im Falle einer Knotenhyperbel verlaufen die auf den Ansatz (1.1) gestiitzten
Entwicklungen mit vertauschten Rollen von u und » ganz dhnlich. Man muf} nur
durch Zulassung von komplexen Werten »; und »; mit Imaginérteil = dafiir
sorgen, daB simtliche reellen Punkte beider Aste der Hyperbel & (u = u, == 0)
erfalt werden. Die Wackelbedingung lautet dann analog zu (2.4): uy’ = —u,.
Die Hodographenhyperbel k£ erweist sich als imaginér-ahnlich zu &, nimlich reell-
#hnlich zur konjugierten Hyperbel von k.

Im Falle einer Knotenparabel ist der Ansatz (1.4) zu verwenden. Ausgehend
von einer Parabel k (v = vy > 0) gelangt man auch wieder zur Wackelbedingung
(2.4). Der Hodograph k artet allerdings in ein Parallelenpaar aus, — Zusammen-
fassend gilt jedenfalls ;

Satz 1: Werden m = 3 Punkte A; eines reguliiren Kegelschnitts k mit n = 3
anderen Punkten B; desselben Kegelschnitts durch m - n starre Stibe A;B; gelenkig
verbunden, so entsteht evn (zumindest) wackeliges Fachwerk mit m + n Knoten. Es
gestattet eine ausgezeichnete Wackelbewegung, bei welcher die Knoten A; und B;
normal zu k fortriicken und auf je evnen von zwei zu k benachbarten, konfokalen Kegel-
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schnitt gelangen. Die zugehorigen, in einem festen Punkt angebrachten Geschwindig-
keitsvektoren haben thre Endpunkte auf einem gewissen Kegelschnitt k, der im
ellvptischen Fall evne zu k dhnliche Ellipse ist, vm hyperbolischen Fall zur kon-
jugierten Hyperbel von k dhnlich ist, und vm pambolzschen Fall vn zwer parallele
Geraden zerfdllt.

Zu bemerken wire, dal der genannte ausgezeichnete Wackelvorgang keines-
wegs der einzig mégliche ist, weil ihm ja noch irgendeine infinitesimale Bewegung
des Fachwerks als Ganzes iiberlagert werden mag, was dann zu anderen Hodo-
graphen fiihrt. Es 148t sich zeigen, daB auch diese auf einem Kegelschnitt ange-
ordnet sind, und zwar im elliptischen Fall noch immer auf einer zu k dhnlichen
(rechtwinklig verschwenkten) Ellipse, im hyperbolischen Fall auf einer zu k oder
k dhnlichen Hyperbel oder einem Geradenpaar, wihrend im parabolischen Fall
eine nichtausgeartete Parabel auftritt, sofern die iiberlagerte Bewegung nicht
rein translatorisch ist.

Uber die Bedeutung von Stabmodellen der betrachteten Art im Vermessungs-
wesen berichtet [5].

3. Grenzfille

§ 3.1. In jenem Grenzfall, bei welchem die Fachwerksknoten 4; und B; auf einem
Kreis k liegen, ist wegen dessen verschwindender Exzentrizitit e = 0 der auf der
Annahme ¢ = 1 beruhende Ansatz (1.1) nicht brauchbar. Hier wird man natur-
gemil zu Polarkoordinaten u, v greifen, die durch

X = v CoS U, y =ovsinw (3.1)

definiert sind. Fiir die Entfernung r;; zweier auf den Radialstrahlen » = u; und
w = w;’ wandernden Punkte 4;(u;, v) bzw. B;(u;’, v') gilt die (den Kosinussatz
ausdriickende) Formel

%]. =% + 0’2 — 20 cos (uw; — u;’). (3.2)

Unter der Annahme »(0) = v'(0) = vy > 0 erglbt sich dann iiber die Ableitung
von (3.2) die Wackelbedingung

vo[1 — cos (u; — uy)] (9o + #¢) =0, (3.3)

die wieder durch (2.4), also mit 9, = —,, fir alle Indexpaare 7, j gemeinsam
befriedigt wird. Wie zu erwarten war, weichen mithin beim Wackelvorgang alle
Knoten A4; auf einen konzentrischen Nachbarkreis v = v, + ¢ aus, alle Knoten
B; hingegen auf den Kreis v = v, — 6. Der Satz 1 gilt demnach auch im Grenzfall
eines Knotenkreises k.

T

§ 3.2. Die Spezialisierung von Satz 1 auf den Fall, daB eine Knotenhyperbel k in
ein schneidendes Geradenpaar ausartet, fithrt hingegen zu nichts, wenn man von
vornherein annimmt, daf die Knoten normal zu-ihren Préigergeraden weiter-
riicken: Dies wiirde lediglich eine starre Verdrehung des Fachwerks bedeuten.
Man mulB offenbar auch Radialkomponenten der Geschwindigkeitsvektoren, be-
riicksichtigen.

Unter Verwendung der mit (3.1) eingefiihrten Polarkoordinaten w,v be-
trachten wir also bewegliche Punkte 4;(u;, v;) und Bj(u;’, v;'), die sich in der Aus-

,
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gangslage auf den Geraden g (u = 0) bzw. b (u' = ) befinden. Die Koordinaten
seien also Funktionen der Zeit ¢ mit den Festsetzungen u;(0) =0 und ;' (0) =7,
wobei 0 < y < 7. Aus der Distanzformel

i =v+ v;'? — 2’ cos (w; — u;') (3.4)

und, ihrel; verschwindenden Ableitung folgt dann als Bedingung fiir eine stationdre
Entfernung r;, = A4;B; zur Zeit t = 0:

vid; + )0 — (00 + Vi) cosy — v (w; — ;') siny = 0. " (3.5)

Es geht nun darum, diese Bedingung so zu erfiillen, daB %; und 9; nur von A;
abhingen, ebenso ;' und ;" nur von B,;. Dies gelingt, wie man leicht nachpriift,
mit den Festsetzungen

1:7,' = ——l/vi, '1.77" = 1/1)/, ’ui = C/’l)“2, ’l:l«]" = C/’U,]'Z, ¢ = cot Vs (3.6)
wobei ein iiberfliissiger Proportionalitatsfaktor unterdriickt wurde. Die zumindest
infinitesimale Beweglichkeit des von den Stiben A4;B; gebildeten Gelenkwerks ist
damit erwiesen.

Die Wackelgeschwindigkeiten sind aufgrund von (3.1) fiir die Knoten 4;
bestimmt durch die Komponenten ;

& = —1/v;, ¥ = clv;, : (3.7)
fiir die Knoten B; hingegen durch
& =0, §; = 1fvj’ siny. (3.8)

Die Hodographenpunkte A; liegen daher auf einer zu h normalen Geraden §
(ck + § = 0), wihrend die Punkte B; der zu g normalen g-Achse J angehdren
(Abb. 4).
Mit kleinem ¢ gelangen die Knoten A, in erster Niherung auf die in Parameter-
form durch
9'c=x+:tt=v——tv—, j=y+o=" (3.9)
dargestellte Hyperbel § mit der Gleichung (¢ + 7) § = ¢’ Die Knoten B; riicken
wiihrenddessen auf eine andere Hyperbel # mit der Gleichung #(c§’ — &) = c*

Abb. 4. Wackeliges Neunstab-Fachwerk mit schneidenden Knotengeraden

20*




298 W. Wunderlich:

Weiter (Abb. 4). Es laft Vsich zeigen, dafB die beiden Hyperbeln konfokal sind
(Exzentrizitidt e = 2 Jt/sin y). — Damit haben wir

Satz 2: Werden m = 3 Punkte A; einer Geraden g mit n = 3 Punkten B; evner
g schneidenden Geraden h durch m - n starre Stibe A;B; gelenkig verbunden, so ent-
steht ein (zumindest) wackeliges Fachwerk mit m + n Knoten. Es gestattet eine
infinatesimale Deformation, ber welcher dive Knoten A; normal zu h auf evne benach-
barte Hyperbel weiterriicken, wiihrend die Knoten B; normal zu g auf eine kon-
fokale Hyperbel gelangen.

Hervorzuheben wire der Sonderfall y = 7/2 (¢ = 0): Von diesem Gelenk-
werk, dessen Knoten sich auf zwei orthogonale Geraden verteilen, ist ganz elemen-
tar nachzuweisen, dafl es einen in endlichem AusmaB stetig beweglichen zwang-
liiufrgen Mechanismus darstellt [4]. Dies leuchtet durchaus ein, denn die Gelenke
riicken auf ihren Trigergeraden weiter, so daf sich immer wieder eine zur Aus-
gangslage gleichartige Situation einstellt.

§ 3.3. Auch der Fall paralleler Knotengeraden g, h 148t sich nicht schlechthin als
Grenzfall von Satz 1 oder 2 abtun, sondern verlangt eine eigene Behandlung.

Wird die Gerade g zur x-Achse eines kartesischen Koordinatensystems ge-
macht, und bezeichnet @ den Abstand der Geraden %, so sind bewegliche Punkte
A;(x;, y;) und- Bj(z;, y;/) unter den MaBnahmen y;(0) =0 und y;/(0) =a zu
betrachten. Die Entfernung 4;B; = r;, berechnet sich aus

= (@ — 2 + (i — 92, (3.10)
und durch Ableitung nach ¢ an der Stelle ¢ = 0 gelangt man zur Wackelbedingung
(#; — z) (@& — &) — alg; — 9) = 0. (3.11)

Dieselbe ist fiir alle Indexpaare 7, j etwa durch

&=, & =—z, @i=xa, Y=z ° (3.12)
zu befriedigen, wobei wieder auf einen iiberfliissigen Proportioilalitéitsfaktor ver-
zichtet wird. ;

Die zugehorigen Hodographenpunkte 4; und B; sind zufolge (3.12) auf der
- Parabel ayy = #* angeordnet. Eine einfache Konstruktion der Geschwindigkeits-
vektoren ist aus Abb. 5 ersichtlich.

Hodograph

Ag Ai

Abb. 5. Wackelgeschwindigkeiten bei parallelen Knotengeraden
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Abb. 6. Verformung eines wackeligen Sechzehnstab-Fachwerks mit parallelen
Knotengeraden

Mit kleinem ¢ riicken die Knoten 4; von der Geraden g in erster Néherung auf
eine durch '

T=x+at= 141z, J =y + gt =2%a (3.13)

(mit verdnderlichem z) beschriebene Parabel § vom Parameter p = (1 + t)? a/2t,
wihrend die Knoten B; auf die zu h benachbarte, durch

¥F=2 +a&t=(1—1t)2, J =y +9t=a+ 2% (3.14)

dargestellte Parabel & mit dem Parameter p’ = (1 — ¢)? a/2¢ gelangen (Abb. 6).
Zufolge der gemeinsamen Brennpunktsordinate p/2 = a + (p'/2) sind die beiden
Parabeln konfokal. — Abschliefend hat man den

Satz 3: Werden m = 3 Punkte A; einer Geraden g mit n = 3 Punkten B; einer
zu g parallelen Geraden h durch m - n starre Stibe A;B; gelenkig verbunden, so ent-
steht ein wackeliges Fachwerk mit m + n Knoten. Es gestattet eine Wackelbewegung
mit parabolischem Hodographen, bev welcher die Knoten A; in den gleichen Rich-
tungen weiterriicken wie bev exner Drehung um einen festen Punkt B, auf h, ebenso
die Knoten B; wie betv evner Drehung wm den Fufpunkt A, des Lotes aus By auf g.
Die Geraden g und h transformieren sich daber niherungsweise tn zwei konfokale
Parabeln.
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