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Kurven mit kreisformiger Holditchiane
Herrn Prof. H.R. Miiller zum 75. Geburtstag

Von Walter Wunderlich, Wien
Vorgelegt von H.-J. Kanold
(Eingegangen am 11.9.1985)

1. H. Holditch [2] hat 1858 folgenden merkwiirdigen Satz gefunden: Werden in
der euklidischen Ebene die Endpunkte einer Strecke AB mit der unveranderlichen
Léinge AB=a+ b einmal lings einer Eilinie k) herumgefiihrt, so beschreibt ein auf der
Strecke befestigter Zwischenpunkt C (AC =a, CB = b) eine geschlossene Kurve k;,
und der Flicheninhalt des von k; und k; berandeten Ringgebietes betrdgt — unab-
hingig von der Gestalt der Ausgangskurve ko — F=abm.

Dieser Satz wurde spéterhin verschiedentlich betrachtet und erweitert, wobei
wichtige Beitridge dem Jubilar zu verdanken sind [3]. '

Ein auf praktische Anwendungen abzielender Aufsatzvon M. A. Hacar Benitez
[1] schreibt dem Holditch-ProzeB eine gliattende Wirkung zu und wiederholt ihn zu
diesem Zweck, wobei er den Eindruck gewinnt, dal die ,hoheren Holditchianen®
ka, k3, ... zunehmend kreisdhnlicher werden. Abgesehen davon, dal der Gléattungs-
effekt keineswegs immer eintritt, ist der Proze3 wegen der stindig kleiner werdenden
Kurven nicht unbeschriankt fortsetzbar. Fiir einen Kreis k, sind natiirlich die abge-
leiteten Holditchianen k1, k,, . . . wieder Kreise, doch erhebt sich die Frage, ob es tiber-
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haupt vom Kreis verschiedene Ausgangskurven k, gibt, die einen Kreis als Hol-
ditchiane k; liefern. Diese Frage soll hier geklirt werden.

2. Sei also k; ein vorgelegter Kreis (Mittelpunkt O, Radius c¢)und AyBy=AyA; eine
Lage der bewegten Strecke AB, deren Punkt C sich an einer Stelle Cy auf k; befindet
(Abb. 1). Vor- und zuriickschreitend lassen sich dann weitere Lagen A,B, leicht kon-
struieren, wodurch man zusétzliche Punkte B, = A, 41 der gesuchten Ausgangskurve k;
gewinnt. Setzt man — unbeschadet der Zweideutigkeit jedes Einzelschrittes —
OA, =r,, so erhilt man aus dem als gegeben angenommenen Anfangswert r, zunichst
r1 durch Anwendung des Kosinussatzes in den Dreiecken OA(Cyund OCyA; aus der
Relation

ari+brg = (a+b) (ab+c?). (1)

Der Sonderfall 7, = r, tritt ein, wenn r3=ab+c*= R% dann liegen auch alle iibrigen
Punkte A, auf einem Kreis (ko) mit dem Radius R. :

Durch Iteration von (1) und Induktion gelangt man nach Einfithrung des Quo-
tienten b/a= g zu der allgemeineren Formel

ra=R’+(—-q)"(—R?) mit R*=ab+c*, q="bla, )
die auch fiir negative n gilt.

Unter der Annahme b>a (¢>1) erkennt man, daB die Folge der Punkte A, mit
wachsendem n nach endlich vielen Schritten abbricht, weil 7, einmal aus dem Realitiits-
intervall c—a=<r=c+a heraustritt (Abb.1). Mit abnehmendem hingegen néhert sich
die Punktfolge asymptotisch dem Kreis mit dem Radius R. Hieraus schlieBt man auf

Satz 1: Fiir a #b existieren aufier Kreisen keine Kurven mit kreisformiger Hol-
ditchiane.

3. Zu untersuchen bleibt also nur noch der Falla=b (¢=1). Hier liegen die Punkte A,
abwechselnd auf zwei konzentrischen Kreisen Ay und h; mit den Radien ry bzw. r; =
= V2R?-r3. Fiir den konstanten Zentriwinkel o = X A,0A, ., findet man mittels des
Kosinussatzes im Dreieck 490A; die Formel

cos » = (*—a?) / rory. 3)

Sie lehrt, daB8 o im allgemeinen — némlich fiir ¢*=+ a? — vom Radius 1o des Kreises A
abhéngt. Bei irrationalem Wert von w/x miite demnach auf hy eine unendliche, iiberall
dichte Menge von Punkten der gesuchten Ausgangskurve k, liegen. Sieht man von dem
trivialen Sonderfall eines Kreises ko= hy= h; ab, so wiirde jede andere Kurve k, mit
unendlich vielen konzentrischen Kreisen /4 jeweils eine iiberall dichte Menge von
Schnittpunkten gemeinsam haben, was fiir eine brauchbare Losung nicht in Betracht
kommt.

4. Nach allem steht also bloB die Moglichkeit a = b = ¢ offen. GemiB (3) ist dann
0 =n/2, d.h. die gesuchte Ausgangskurve k besitzt einen beweglichen Sehnenrhombus
ApA1A,A3 (Abb. 2). Derartige Kurven gibt es tatsichlich; sie wurden in anderem
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Zusammenhang bereits betrachtet [4] und haben sogar eine praktische Bedeutung fiir
gewisse Nockentriebe [5].

Man denke sich eine solche Kurve ko durch ihre Polargleichung r = r(u) beschrie-
ben, wobei r(u) eine Funktion mit der Periode 2w = xt ist. Fiir die zu den Argumenten
u und 7 =u+w gehorenden Zentralabstinde r und 7 gilt dann die Beziehung

P+ 7P =44 )

Zieht man neben dieser konstanten Summe der Quadrate auch noch deren verinder-
liche Differenz

rP—P=4a’- A mit A(u+w)= —A(w) ©

heran, so ergibt sich — nach willkiirlicher Wahl einer periodischen, der Nebenbedin-
gung in (5) gentigenden Hilfsfunktion A(u) — aus (4) und (5):

r=a\/2\V1+A(u). 6)

Das einfachste Beispiel liefert die Annahme A = € - cos 2u, wobei aus Realitétsgriinden
|e| <1 zu wahlen ist. Uber x =7 cos u und y=r sin u gelangt man so zur kartesischen
Gleichung

(P +y?)?=2a’[(1+e)*+ (1—¢)y?] (7)

der Losungskurve ko. Diese rationale bizirkulare Quartik (mit einem isolierten Doppel-
punkt im Ursprung O) ist die wohlbekannte Boothsche Lemniskate, erzeugbar als zen-
trische Inverse oder FuBpunktkurve einer Ellipse. Sie ist streng oval fiir |e| <1/3
(Abb. 2).

Y

€=1/3

Abb. 2

Beliebig viele weitere algebraische Losungskurven kg erhilt man mit der Annahme
von trigonometrischen Polynomen

A= Z (ojcos 2ju+Psin 2ju) mitj>0, ungerade. ®)
j
Die Ordnung betrégt 4 max j.
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Zusammenfassend sei festgehalten

Satz 2: Aufer den Kreisen sind die einzigen Kurven k,, die eine kreisférmige Hol-
ditchiane k; besitzen, die Kurven mit einem beweglichen Sehnenrhombus. Sie werden
beschrieben durch die Polargleichung (6), wobei A(u) eine willkiirliche periodische
Funktion mit der Eigenschaft A(u+m/2) =—A( u) ist, die der Beschrinkung [A(u)| <7
unterliegt.
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