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Abstract. The article considers non-convex octahedra with two planes of symmetry (Fig. 1).
Suitable data and elastic material provided, these octahedra allow a snapping deformation from one
possible shape to another one. In particular, snapping octahedra are being constructed, the two li-
mit positions of which are completely flat (Fig. 3). For a quantitative judgement of the resistance
to the deformation, a corresponding measure (discrepance) is introduced. Octahedra with 6 = 0
are shaky (infinitesimally deformable).

1. Seit A. L. Cauchy (1812) weifl man, dafl alle konvexen Polyeder starr sind.
Diese Tatsache beruht darauf, dafl die Gestalt eines konvexen Polyeders bei
Kenntnis seiner Seitenflichen und deren topologischer Anordnung eindeutig be-
stimmt ist [3].

Bei Verzicht auf die Forderung der Konvexitit braucht diese Eindeutigkeit
nicht mehr zu bestehen, und das Polyeder kann dann unter Umstinden mehrere
Gestalten annehmen. Sind zwei mogliche Formen eines nichikonvexen Polyeders
nicht allzu verschieden, so ist bei einer gewissen Nachgiebigkeit des Modell-
-materials mit sanfter Gewalt ein sprunghafter (ykippender«) Formenwechsel zu
erzwingen.

Riicken die erwihnten Nachbarformen zusammen, so hat man ein Wackel-
polyeder, das nur mehr eine infinitesimale Deformabilitit aufweist, die jedoch am
Modell deutlich zu merken ist. Das erste einschligige Beispiel gab W. Blaschke
[1] mit seinen Wackeloktaedern. M. Dehn (1916) zeigte hingegen, dafl ein streng
konvexes Polyeder auch nicht einmal wackelig sein kann [3].

Ob ein nichtkonvexes geschlossenes Polyeder vielleicht in endlichem Ausmaf}
stetig deformierbar sein kann, wurde langezeit bezweifelt. Erst 1976 haben R. Con- *
nelly und K. Steffen durch zwei Beispiele die Existenz solcher streng beweglichen
Polyeder nachgewiesen [2].

2. In Erganzung eines fritheren Berichtes [4] sollen hier nichtkonvexe doppelt~
symmetrische Oktaeder von dem aus Abb. 1 ersichtlichen Muster betrachtet wer-
den. Ein solches Oktaeder besteht aus zwei kongruenten Pyramiden mit gemein-
samem Basisdeltoid ABA'B’ und den zur Basisebene spiegelbildlich angeordneten
Spitzen C, C'. In einem dem Objekt angepafiten kartesischen Koordinatensystem
seien die sechs Ecken festgelegt durch
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A0, u,0), B(x,5,0), 4’ (0,9,0), B'(—x,%,0), C(0,0,2), C"(0,0,—=z). (2.1)
Die (durchwegs positiven) Kantenlingen seien bezeichnet mit
AC = AC' = a, BC = BC' = B'C = B'C’' = b,
(2.2)
AC=4C =c¢, AB=AB' =d, AB= A'B' = e.

Zwischen den als gegeben angesehenen. fiinf Kantenlidngen a, &, ¢, d, e und

den fiinf Formparametern u, v, x, y, = bestehen die folgenden fiinf quadratischen
Relationen:

c

Abb. 1. Oktaeder mit zwei orthogonalen
Symmetrieebenen
u? + 22 = g2,
22 4 22 = ¢2,
x2 + 92 + 22 = b2, 2.3)
x* + (y —u)? =d?
x2 4 (y — 0)%2 = e2,

Zur Ermittlung der Gestalt des durch die Kantenldngen bestimmten Oktaeders
ist das Gleichungssystem (2.3) aufzulosen.

3. Zu diesem Zweck fithren wir — im Hinblick auf die Beziehung 2 — y? =
= ¢* —a? — als HilfsgroBe die Diagonale 44’ = w ein:

W=0— U 3.1
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Dies ermoglicht den Ansatz

1 /H 1 (H ) ol A
u_T(; w), 0—7(;—(—20) mit H =¢ a’. 3.2
Durch Addition der ersten beiden Gleichungen aus (2.3) ergibt sich dann
2
222=a2+c2——1- £—+w2 : (3.3)
2 \w?

Durch Subtraktion der letzten beiden Gleichungen aus (2.3) findet man
1
2 442 — ¢2), 4
y = (H+ d* — &) (3.4)

Fiigt man jetzt zur Summe der letzten beiden Gleichungen in (2.3) noch
(3.3) hinzu, so gelangt man bei Beachtung der dritten Gleichung (2.3) zu einer
Bestimmungsgleichung fiir den Hilfsparameter w. Sie 1463t sich auf folgende Form
bringen:

w* — (0 — 26> w? + P2 =0

(3.5)
mit P2 = (c? —a?) (e* —d?), Q =a?+ c?+d*+ e’
Hieraus ergibt sich
Wi, = —;—(Q — 2b2 F R) mit R? = (Q — 2b%)2 — 4P2, (3.6)

Die beiden Losungen w? und =% fallen reell und positiv aus, wenn R? = 0 und
P2 > 0. Unter der Voraussetzung ¢ > a erfordert dies e¢ > d sowie 26> < Q —
— 2P mit P > 0; es kann dann w, = w,; > 0 angenommen werden. Die zugehori-
gen Werte u, v und y ergeben sich aus (3.2) und (3.4), weiterhin 2z aus (3.3) und
schliellich x aus der dritten Gleichung (2.3). Damit auch die noch nicht gesicherte
Realitit der Formparameter x und z gewihrleistet wird (x2 2 0, 22 = 0), sind
noch zusitzliche Bedingungen zu erfiillen, auf die aber nicht néher eingegangen
werden soll; ebensowenig auf jene, welche die in Abb. 1 angenommene Anord-
nung 0 < u <y < v bewirken.

4. Daf} samtliche Forderungen erfiillbar sind, zeigt etwa das Beispiel
a=17 b=8§ ¢c=10; di=2, e=.23.

Mit den aus (3.6) iiber P? = 255, Q = 162, R* = 136 gewonnenen Werten w; =
= 3,342 und w, = 4,778 gelangt man zu zwei Oktaederformen (Abb. 2), die zwar
recht verschieden sind, aber trotzdem einen kippenden Ubergang gestatten.
Zur quantitativen Beurteilung der Kippfahigkeit eines Oktaeders der vorliegen-
den Art denken wir uns die Kantenlingen a, ¢, d, e konstant, die Kantenlénge b
hingegen veridnderlich; deren Abhingigkeit vom Parameter = ist durch (3.5)
festgelegt. Im Verlauf des Kippvorgangs zwischen den Randwerten w; und w,
nimmt b ein Maximum b, an, das durch db/de = 0 oder R? = 0 gekennzeichnet

ist. Es tritt an der Stelle w, = /P ein und hat den Betrag

By Lk V(%) ail.p 4.1
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Als Qualitatsmaf fiir den Kippvorgang mag nun die als Diskrepanz bezeichnete
relative maximale Lingenidnderung

3-8 P10, 4 (4.2)

dienen.
Bei dem angefiihrten Beispiel (Abb. 2) findet man gemiafl (4.1) b, = 8,064;

die Diskrepanz betragt daher 6 = 0,008 = 0,8%, was dem Material — vor allem
fiir ein Stabmodell — noch zuzumuten ist.

z)
a=7, b=8,c=10, d=2,e=3
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2
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Abb. 2. Kipp-Oktaeder

5. Aus dem Umstand, dafl das Verschwinden der Diskriminante R? (3.6)
ein Zusammenriicken zweier Nachbarformen bedeutet, folgt, dafl das als Zwischen-
form auftretende Oktaeder mit den Kantenldgen a, b,, ¢, d, e wackelig ist (vgl.
Abb. 2). Driickt man die Bedingung R? = 0 oder die dazu #dquivalente Bedingung
w? = P vermoge (3.1), (2.3) etc. durch die Formparameter aus, so gelangt man
uber

(v —w)?* = (c* — a?) (e* — d?) = (v® — u?) (v* — u?® — 2vy + 2uy)
zu der ibersichtlichen Wackelbedingung
(u + v)y = 2uv, (5.1)

die schon in [5] auf anderem Wege hergeleitet worden ist. Man beachte, daf3 hierin
die Formparameter x und z gar nicht vorkommen, also frei gewihlt werden diir-
fen. Geometrisch bedeutet die Bedingung (5.1), dal die Gegenecken 4 und A4’
des Oktaeders die Abstandsstrecke zwischen den Diagonalen BB’ und CC’ har-
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monisch teilen (wie in Abb. 1). Diese Wackeloktaeder sind insoferne nicht blof3
metrisch, sondern auch projektiv speziell, als bei ihnen eine Diagonale die beiden
anderen trifft, wihrend im allgemeinen die drei Diagonalen windschief sind (vgl.
[1] und [4]).

6. Das Verhalten des in Abb. 2 dargestellten Kipp-Oktaeders verlockt zu dem
Versuch, die Randwerte 2, und x, zum Verschwinden zu bringen. Das Modell
wiirde dann zwei platte Grenzformen einnehmen: Die erste (C = C’) in der xy-
-Ebene, die zweite (B = B’) in der yz-Ebene. Notwendig hierfiir ist zunichst,
daf} die vier in der Ecke C zusammenstofienden Dreieckswinkel gleich sind (Abb.
3). In der zweiten Grenzposition erscheint dann die Kante B,C, als Winkelsymme-

1.Form (z,=0)

a=154, b=180, c =231
d=46,0=69

U

C

Abb. 3. Kipp-Oktaeder mit zwei platten Grenzformen

trale im Dreieck 4,A4,C,. Dies bedingt die Proportion a : ¢ = d : e und gestattet
daher den Ansatz

a=c0-'d, c=0"e (l<a<e+d). 6.1)
e—d
Doppelte Anwendung des Kosinussatzes liefert noch
a%e + c2d = (b2 + de) (d + e), (6.2)
was mit der Substitution (6.1) auf die Schliisselgleichung
b2 = (0% — 1) de (6.3)

fuhrt. Diese quadratische Relation zwischen ¢ und b ist rational zu befriedigen
durch

_de+1? 2det

Bei rationaler Wahl der Parameterwerte d, e und 7 (7 nicht viel kleiner als d)
erhilt man gemaf} (6.1) auch rationale Werte fiir ¢ und ¢. Durch Multiplikation
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mit einem geeigneten Faktor gelangt man so schlieflich zu ganzzahligen Ldsungen.
Im ibrigen sind dann auch die zur Formbestimmung benétigten Werte w; = ¢ — a
und w, = d + e ganzzahlig, und demgemif} ebenso die Groflen P = w,w, und
0 = w; + wj + 2b%.

Als Beispiel mag die von d = 2, e = 3 mit 7 = 9/5 (¢ = 77/23) ausgehende,
der Abb. 3 zugrundeliegende Annahme

a=154, b=180, ¢ =231, d=46, e=69

dienen. Hierzu gehéren =, = 77, w, = 115, P = 885 und Q = 83954. Fiir die
gemaf3 (4.1) und (4.2) zu berechnende Diskrepanz findet man § = 0,0111 =
= 1,11%, was bei einem Kartonmodell noch einen gewissen Kippwiderstand
spliren lafit.

Die Diskrepanz kann natiirlich mit v - d noch beliebig heruntergedriickt
werden. So sinkt sie (beim gleichen Kantenverhiltnis d : e = 2 : 3) etwa fiir 7 =
= 15/8 bereits auf § = 0,429, was nicht einmal bei einem Kartonmodell beson-
ders stort.

7. R. Connelly hat bemerkt, daf3 sein streng (wenn auch nur innerhalb enger
Grenzen) bewegliches Polyeder ein konstantes Volumen umschlieft. Diese durch
die Verwendung Bricardschet Gelenkoktaeder bedingte Eigenschaft besitzt auch
das Modell von K. Sreffen [2]. So kam es zur Vermutung, dafl diese Eigenschaft
der Volumsinvarianz vielleicht allen stetig beweglichen geschlossenen Dreiecks-
polyedern zukommt. An der Richtigkeit der Vermutung tauchen nun Zweifel
auf, wenn man die »fast beweglichen« Oktaeder aus Abschnitt 6 betrachtet, oder
ein verbliiffendes, noch besser funktionierendes 16-Flach von C. Schwabe, das
mit bereits nicht mehr wahrnehmbarer Diskrepanz zwischen drei Formen kippt,
von denen zwei ebenfalls vollkommen platt sind [6].
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Skokovito deformabilan oktaedar sa dvije ravnine simetrije

Walter Wunderlich, Wien
Sadriaj

Promatraju se nekonveksni oktaedri sa dvije ravnine simetrije (sl. 1). Uz
pogodno odabrane mjere i elasti¢an materijal, ovakav oktaedar dozvoljava skokovitu
deformaciju iz jednog mogudeg oblika u drugi. Posebno se konstruira takav okta-
edar, Cija dva grani¢na poloZaja su ravninska (sl. 3). Za kvantitativno mjerenje
otpora deformaciji uvodi se odgovaraju¢a mjera (diskrepancija 8). Oktaedri sa

= 0 su infinitezimalno deformabiini.
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