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Uber abwickelbare Zahnﬂanken und eine neue Kegelradverzahnung

Von W. Wunderlich, Wien
Mit 6 Textabbildungen

Die Frage nach Riderpaaren, deren Zahnflanken
von abwickelbaren Regelflichen gebildet werden, wird
zundchst fiir Stirn- und Kegelriider grundsitzlich

beantwortet. Es zeigt sich, daf die Flankenfliche |

des einen Rades innerhalb gewisser Bedingungen frei
gewihlt werden kann: Die Gratlinie muff eine Geo-
ditische auf einem beliebigen achsenparallelen Zylin-
der bei den Stirnriddern, bzw. auf einem belicbigen
vom Achsenschnittpunkt ausstrahlenden Kegel bei
den Kegelradern sein.

Bei den Kegelridern fiihrt eine einfache Spezia-
lisierung auf eine neuartige Schrigverzahnung, die
neben den auf der Abwickelbarkeit der Zahnflanken
beruhenden Vorteilen auch noch die der Evolventen-
verzahnung eigenen Vorziige konstanten Eingriffs-
winkels und verinderbaren Achsenwinkels aufweist.
Die Flanken sind dabei die Tangentenflichen von
geoditischen Linien auf Drehkegeln und kénnen
einfach als Parallelflichen jener Kegel erklirt wer-
den, die bei der Evolventenverzahnung die Flanken
der geraden (radialen) Zihne bilden. Der ,,Teilrii*
(die Verebnung des Wilzkegels) ist durch das Auf-
treten sogenannter ,,Ahrenkurven* gekennzeichnet.

Entsprechende Untersuchungen® fiir Hyperboloid-
riader sollen einer spiteren Gelegenhelt vorbehalten
bleiben. . i

I. Stirnrdder mit abwickelbaren Zahn-
flanken

Es ist bekannt, daf die {iblichen Schrigzahn-
Stirnrdder auf der Grundlage der Evolventenver-
zahnung abwickelbare Zahnflanken haben.
Dieselben sind niamlich Teile von Schraubtor-
sen, also jener abwickelbaren Flichen, die von den
Tangenten gewdhnlicher Schraublinien gebildet wer-
den; ihre ebenen Schnitte senkrecht zur Achse sind
jeweils untereinander kongruente Kreisevolven-
ten, die die Stirnprofile der Zihne abgeben.!

Die Schraubtorse hat wie alle abwickelbaren Fli-
chen die FEigenschaft, von jeder Tangentialebene
nicht blof in einem Punkt, sondern lings einer
ganzen geradlinigen Erzeugenden beriihrt zu werden.
Dieser Tatsache kommt im Hinblick auf die tech-
nische Herstellung besondere Bedeutung zu, weil
solche Zihne z. B. die Nachbearbeitung mit ebe-
" nen Schleifscheiben gestatten.

Man stot nun gelegentlich auf die Ansicht, daf

es sich bei der angefiihrten Evolventen-Schrigver-
zahnung um die einzig mdgliche Art von abwickel-

g el i -
1Z.B. A. Schiebel: Zahnrider, II. Teil (Berlin 1923).
Im Grunde genommen, allerdings unter der Voraussetzung
windschiefer Achsen abgeleitet, finden sich derartige Rider
schon bei Th. Olivier: Théorie géométrique des engre-
nages (Paris 1842). .

baren® Zahnflanken handelt, abgesehen natiirlich von
dem  trivialen Fall der geraden Zihne. Grundsitz-
liche Kldrung der herrschenden Sachlage bei den
Stirn- und Kegelrddern soll die Aufgabe des vor-
liegenden Aufsatzes sein. — -Im Hinblick darauf,
dafy die Zahnflanke auf einem Rad  (innerhalb ge-
wisser Grenzen) beliebig angenommen werden kann,
die- zugehorige Gegenflanke auf dem anderen Rad
dann jedoch bereits festgelegt ist, ist das Problem
der Bestimmung abwickelbarer Zahnflanken natiirlich
so zu verstehen, dafl beide Flanken als Torsen
auszubilden sind. :

Seien a; und ay die beiden zueinander parallelen
Radachsen und 7= o,/0, das Ubersetzungsverhilt-
nis. Grundlegend fiir die Verzahnung der Stirnrider
sind die beiden Walzzy11nder Q, und’ 2, um
a; und a,, die einander lings eines Mantelstrahls m
beriihren und beim Arbeiten der Rider aufeinander
abrollen (Abb. 1); die Radien r; und 7, bestimmen
sich aus der Wilzbedingung

IO 150, (1)

Abb. 1
Fiir einen Beobachter auf dem zweiten Rad
erscheint 2, fest und 2, rollt auf dem Mantel

ab; die mit £, starr verbundene Zahnflanke
®, hillt hierbei die Gegenflamke @, ecin
und beide Fldchen beriihren einander jeweils lings
einer Linie e;=e,2 Da die Rollbewegung in
jedem Augenblick -als (infinitesimale) Drehung
um die Momentanachse  angesehen wer-

2 Die ,,Punktverzahnung bei welcher die Flan-
kenpaare einander stets nur in einem Punkt beriihren — wie
z. B. bei den Schraubenridern — ist fiir die Ubertragung
groflerer Krifte nicht geeignet und bleibt ganz aufer Be--
tracht.
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den kann, miissen die Flankennormalen
in allen Punkten der Beriithrungslinie
die Momentanachse treffen (Grundgesetz
der Verzahnung). $ :

Sollen nun @, und @, Torsen (abwickelbare
Flichen) sein, so kann die Berithrung nur lings
einer Erzeugenden ¢, =e, stattfinden, da an-
dernfalls die Flidchen identisch wiren. Die beiden
Normalebenen & und & von @ und P,
lings e, und e, gelangen in der Eingriffslage zur
Deckung und gehen durch 7. Beide Torsen haben
demnach lauter zu @, und a, parallele Normalebe-
nen; dieselben hiillen zwei ,,Grundzylinder®
'y und I'y ein, die die Evolutenflichen von @,
und @, darstellen (Abb. 1). @, entsteht mithin
umgekehrt beim Abwickeln des Zylinders I,
beschrieben von der in der abrollenden Ebene &
liegenden Geraden e, (Abb. 2). Da e; stets die

Abb. 2

gleiche Neigung gegen die Achsenrichtung behilt,
ist @, eine Boschungsfliche. Ihre Grat-
linie 7, kann man sich als die Abdruckspur der
Erzeugenden e, beim Abrollen von & auf @
vorstellen; sie schneidet die Mantelstrahlen von I'y
unter konstantem Winkel und ist offenbar eine
geoditische Linie des Grundzylinders, da
sie bei der Verebnung in eine Gerade iibergeht. Sie
ist mithin eine sogenannte ,,verallgemeinerte Schrau-
benlinie*s und die Flanke @, ihre Tangentenfléche.
Entsprechendes gilt fiir die Gegenflanke @5, wes-
halb in Abb. 2 die Indizes unterdriickt wurden.

Das Entscheidende ist, dafl ein Grundzylinder,
etwa I';, samt einer ihn beriihrenden Erzeugenden ey
beliebig gewiihlt werden kann; hierdurch ist zu-
nichst einmal die Flankentorse @, festgelegt. Die
Gegenflanke @, ist als Hiillfliche ebenfalls be-
stimmt und beriihrt @, jeweils lings jener Erzeu-
genden e, =e¢,, die die Momentanachse 7 trifft,
denn deren, Punkte befriedigen das  Verzahnungs-
gesetz. @, ist demmach eine Regelfliche, da sie
unendlich viele Geraden enthiilt, und sie ist ab-
wickelbar, da die Tangentialebenen lings der Erzeu-
genden konstant sind.

Die Stirmprofile der Zihne, d. h. die
Schnittkurven 7;, f, der Flanken @, ®, mit
‘einer achsennormalen ,,Schichtenebene* ¢ sind

3 Enz math. Wiss, III D 4, Nr. 31 und 32

Evolventen der Grundzylinder-Spuren gy, g£s,
mithin Fadenevolventen der Gratlinien /4, Zy
(Abb. 2); sie stellen Paare zusammengehoriger Pro-
file der ebenen Verzahnung dar (Abb. 1). Diese
Profile #ndern sich jedoch im allgemeinen bei
Verschiebung der Schichtenebene, da sie zwei Scha-
ren von Parallelkurven durchlaufen. Ebenso indert
sich im allgemeinen der Eingriffswinkel «, den die
Ebene &, =&, mit der gemeinsamen Beriihrungs-
ebene der Wilzzylinder einschlieft.

Fiir eine Spezialisierung liegt es nahe, I'y als
Drehzylinder mit der Achse @ zu wihlen.
Wegen der durch diese Annahme bedingten Kon-
stanz des Eingriffswinkels a ist dann
auch I'y ein Drehzylinder. Die geoditischen Grat-
linien /, und Z; sind somit gewdhnliche Schraub-
liniéen und die Zahnflanken Schraubtorsen.
Die Schichtenprofile der Zihne eines jeden Rades
sind Evolventen desselben Kreises g, bzw. g und
daher untereinander kongruent. Stellt man iibri-
gens die Forderung kongruenter Profile an die
Spitze, so wird man zwangldufig auf die vorlie-
gende Annahme gefiihrt: Sollen séimtliche Evolven-
ten einer ebenen Grundkurve g untereinander kon-
gruent sein, so konnen je zwei durch eine Drehung
sur Deckung gebracht werden, wobei g in sich
iibergehen wird; g gestattet somit unendlich viele
Drehungen, die jeden Punkt in jeden andecren iiber-
zufithren erlauben, muf also ein Kreis sein; die
Grundzylinder sind mithin Drehzylinder und miissen
aus Symmetriegriinden mit den Wiilzzylindern ge-
meinsame Achsen haben.

Unter den vielen Mbglichkeiten abwickelbarer
Zahnformen ist demnach die Evolventenver-
zahnumng in geometrischer Hinsicht durch unver-
inderliche Zahnprofile, konstanten Eingriffswinkel
und damit auch durch eine ebene Eingriffsfliche
ausgezeichnet. Hierzu kommt moch - die bekannte
Eigenschaft, daf die Eingriffs- und Ubersetzungs-
verhiiltnisse durch (beschrinkte) Verinderung des
Achsenabstandes nicht gestort werden.

II. Kegelriddermitabwickelbaren Zahn-
flanken

Auf Grund der weitgehenden Analogien zwischen
der Kinematik der Ebene und des Biindels lift
sich die entsprechende Frage nach abwickelbaren
Zahnflankenpaaren bei Kegelridern ohne
Schwierigkeit dhnlich beantworten.

Die beiden Radachsen ¢, und @, schneiden ein-
ander jetzt in einem ecigentlichen Punkt O und an.
die Stelle der Wiilzzylinder treten nun zwei Wiilz-
kegel 2, und 2, im Biindel O, die einander
lings eines Mantelstrahles sz beriihren und beim
Arbeiten der Rider aufeinander abrollen; die hal-
ben Offnungswinkel ¢ und ¢ hingen mit der
Ubersetzung 7 = ,/w, durch die Wilzbedingung

o, .sing, = o,.sing, (2)
zusammen. Von £, aus betrachtet ist die Bewegung
von £, eine einfache Rollung und kann in jedem
Augenblick als (infinitesimale) Drehung um die
Momentanachse z angesehen werden. Dem-
nach gilt wortlich auch hier das im L Abschnitt
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ausgesprochene Verzahnungsgesetz, wonach die ge-
meinsamen Flankennormalen ldngs der Berithrungs-
linie eines Zahnpaares die Momentanachse treffen
miissen.

Sollen zusammengehorige Zahnflanken. ¢y und
¢, abwickelbare Fldiachen sein, dann muf}
die zur Beriithrungserzeugenden e, = e, gehorige ge-
meinsame Normalebene &, = ¢, durch 7z gehen.
Beide Torsen haben somit lauter Normalebenen
durch den Biindelscheitel O: Dieselben hiillen zwei
»Grundkegel“ Il und I, im Biindel ein, die
die Lvolutenflichen von ¢y und @, darstellen.
@ ; entsteht danach umgekehrt beim Abwickeln des
Kegels I'; und wird von der in der abrollenden
Ebene &, liegenden Geraden e, iiberstrichen. Die
Abdruckspur veon e; auf I'y ist die Gratlinie
/, von @, und offensichtlich wieder eine geod a-
tische Linie des Grundkegels (Abb. 3). Der

Abb. 3

Schnittwinkel von /; mit den Mantelstrahlen von
I'; ist aber jetzt — im Gegensatz zu der Sachlage
bei den Stimrddern — nicht mehr konstant.

Entsprechende Verhiltnisse liegen auf dem zwei-
ten Rad bei den Gegenflanken @, vor, weshalb
in-Abb. 3 die Indizes unterdriickt wurden.

Genau wie im I. Abschnitt beweist man, daf}
einer der- Grundkegel samt einer ihn beriihrenden
Erzeugenden Dbeliebig angenommen werden kann;
hierdurch ist zunidchst die betreffenden Flanken-
torse festgelegt und die zugehorige Gegenflanke
erweist sich ebenfalls als abwickelbar.

Greift man fir eine bestimmte Eingriffsstellung
auf der Beriihrungserzeugenden e; =e, einen belie-
bigen Punkt Py =P, heraus, so durchlduft er als
Mitglied des ersten Systems beim Abrollen der
Ebene & auf dem Grundkegel I', eine Bahnkurve
/1, die eine Fadenevolvente der Gratlinie Z,
ist; entsprechend beschreibt derselbe Punkt, als zum
zweiten System gehorig betrachtet, beim Rollen
von & auf I, eine Filarevolvente /, von Z,. Wegen
der Unverinderlichkeit der Abstinde OP;= 0P,
liegen die Bahnen f, und /, auf einer Kugel X
um O und konnen auch als sphidrische Evol-
venten der Grundkegelspuren g, =2 und g,=
I':X angesehen werden (Abb. 3); gleichzeitig stellen
sie ein Paar zusammengehériger Profile der sphii-
rischen Verzahnung dar.

Die Kugeln £ um O iibernehmen bei den Kegel-
rddern die Rolle der Schichtenebenen o der Stirn-

riader (Abschnitt I). Jede solche Kugel schneidet
die (vollstandige) Flankenfliche ® — auf den
Index kann im folgenden verzichtet werden —
nach einem Paar von sphirischen Evolventen f, be-
schrieben von den beiden Schnittpunkten P=e 2.
Dieses Kurvenpaar riickt zusammen fiir die klein-
ste Kugel Z*, die noch reelle Schnitte liefert,
also jéne, die e beriihrt. Die Torse @ ist demnach
der Kugel Z* umschrieben und berihrt sie
lings jener sphirischen Evolvente /* von /, die
vom Fufipunkt 7 des aus O auf e gefillten Lotes
durchlaufen-wird (Abb. 3). Dies ist der wesentliche
Inhalt des bekannten Satzes, wonach die Tangentent
und Schmiegebenen einer Kegelgeoditischen von der
Kegelspitze konstanten Abstand haben.t — Der
Punkt 4, in welchem # auf I' (mit einer Spitze)
aufsetzt, kann als ,,Scheitel’* der Gratlinie / be-
zeichnet werden, da er durch eine stationire
Schmiegebene (verschwindende Torsion) ausgezeich-
pet ist.o.

Zu einer besonders. einfachen, anscheinend noch
nicht vermerkten Auffassung der Tangentenfliche
@ einer Kegelgeoditischen 7 gelangt man, wenn
man bei der Rollung der Ebene ¢ auf I' neben
der Erzeugenden e noch den parallelen Biindel-
strahl e durch O mitnimmt: Derselbe tberstreicht

eine Kegelfliche ®, deren Normalen mit de-
nen von @ identisch sind,so daff @ eine Parallel-
fliche von @ ist. Die abwickelbaren Zahnflanken
von Kegelridern konnen mithin als Paralleiflichen
(Flichen konstanten Abstandes) von gewohnlichen
konischen (,,geraden‘‘ oder ,radialen‘) Zihnen ge-
deutet werden.

III. Eine meue Kegelrad-Schrigver-
zahnung

Zur Spezialisierung der allgemeinen Entwick-
lungen des vorigen Abschnittes bietet sich vor allem
die Wahl von 7'y als Drehkegel mit der Achse
a, und der Spitze O an. Die Tangentialebenen &,
schneiden dann den Wilzkegel £, unter einem

festen Eingriffswinkel « und demzufalge ist auch 7%

ein Drehkegel. Da die Rider gleichartig sind,
konnen im folgenden die Indizes meist entbehrt
werden. Fiir den halben Offnungswinkel y eines
Grundkegels gilt die Formel :
giny = cos « . sinp. 3)
~ Die Spuren g eines Grundkegels /' auf belie-
bigen Kugeln um O sind Kreise, die sphi i-
schen Zahnprofile j mithin sphirische
Kreisevolventen, die auf Grund ihrer Ent-
stehung untereinander geometrisch 4hnlich sind.
Umgekehrt fiihrt die Forderung &hnlicher Zahnpro-
file zwangliufig auf die vorliegende Evolven-
tenverzahmnung.

4+ Schell-Salkowskji: Allgemeine Theorie der Kur-
ven doppelter Kriimmung (Leipzig und Berlin 1914); 34,
67, 188. — G. Loria: Curve sghembe speciali, Bd. IIL
(Bologna 1925); 206 if.

5 Im ibrigen gilt fiir Kegelgeoditische der unschwer
einzusehende Satz von Enneper, wonach das Verhiltnis von
Torsion zu Kriimmung proportional der vom Scheitel aus ge-
messenen Bogenlinge ist,
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Eine besonders dnschauliche Vorstel-
lung gewinnt man, wenn man sich einen ringfor-
migen Ausschnitt der Eingriffsebene & bandartig
um die Grundkegel geschlungen denkt (Abb. 4).

Beim Arbeiten der Zahnrader wickelt sich dieses
Band zwangliufig von einem Grundkegel ab und
auf den anderen auf. Fithrt man nun auf dem un-
verbogenen Zwischenstiick einen schridgen Schnitt e,
so iiberstreichen die beiden entstehenden Schnitt-
kanten bei der Wickelbewegung die Zahnflanken
@4y und @,.° i :

Vergrofiert man den Achsenwinkel @y @y =0, 4+ ¢,
bei gleichbleibenden Grundkegeln, so verldngert
sich das Zwischenstiick des Bandes und der Ein-
griffswinkel « wird grofier, Ubersetzungsverhiltnis
und Zahnflanken bleiben aber offensichtlich unver-
dndert; es findet lediglich eine meue Paarung der
beim Eingriff zur Beriihrung gelangenden Erzeu-
genden e statt. So lidft sich die bekannte Eigen-
schaft der Evolventenverzahnung, Anderungen
des Achsenwinkels (innerhalb gewisser Gren-
zen) zu gestatten, anschaulich und ohne Rechnung
einsehen. ;

Die abwickelbaren Zahnflanken @ sind
nach Abschnitt II die Tangentenflichen von geo-
datischen Linien / auf Drehkegeln I' und kénnen
als Parallelflichen der gewohnlichen ,,geraden®
Evolventenzihne auf Kegelridern angesechen werden.
Die von ihnen selbst gebildeten Zahne sind aber als
Schrigzihne anzusprechen, da ihre Erzeugen-
den ja nicht durch O gehen.

Trotz der ausgezeichneten Eigenschaften dieser
besonderen Verzahnung, auf die wir hier in natiir-
lichster Weise gefiihrt wurden, namlich konstanten
Eingriffswinkel und ebene Eingriffsfliche, ab-
wickelbare Zahnflanken und #hnliche sphirische
Profile, ferner zulissige Anderung des Achsen-
winkels ohne Stérung der Eingriffs- und Uber-
setzungsverhiltnisse, treten derartige Schrigzihne
auf Kegelridern in der Praxis nicht auf. — Man
unterscheidet die iiblichen Formen bekanntlich ge-
mif dem Bild, das sie nach Verebmung des

6 Ein analoges Gedankenmodell ist auch fiir den allge-
meinen Fall im II. Abschnitt méglich, nur sind die Grund-
kegel dann keine Drehkegel.

Fiihrt man den Schnitt e iibrigens nicht gerade, sondern
krumm, so iiberstreichen die Schnittrinder bei-der Wickel-
. bewegung ebenfalls brauchbare Zahnflanken; diese sind jetzt
aber nicht abwickelbar, sondern haben die Eigenschaft, lings
der Beriihrungslinien e untereinander kongruente Beriihrungs-
zylinder zu besitzen. Wird e insbesondere als Kreis ange-
nommen — was fiir die Herstellung von Vorteil wire — so
sind die Zahnflanken Teile speziellr Rohrfldchen.

Wilzkegelmantels 2 bieten, m. a, W. nach
dem Charakter des zugehorigen Planrades; die -
einzelnen Punkte der Zahnflanken hat man sich
dabei durch die Flankennormalen mit den zugeho-
rigen Elementen von 2 starr verbunden zu denken.?
Die Ausfiilhrungen mit sogenannten ,,Tangenten‘-
oder ,,Pfeilzihnen‘ sind durch geradlinige Zahn-

.basen in dieser Verebnung erkldrt, kommen also

unseren Schrigzihnen am nachsten; sie stimmen
jedoch nicht mit diesen iiberein, wenn sie auch ab-
wickelbar sind (Abschnitt IV). Bei uns treten ja
gerade Linien nur bei Abwicklung des Grund-
kegelmantels I auf, da hierbei die geoditi-
sche Gratlinie / \gestreckt wird.

Bevor wir iiber die Art unseres Planrades Aus-
sagen machen konnen, miissen wir etwas auf die
darstellende Geometrie der auftretenden Dreh-
kegelgeoddtischen eingehen.

‘Die geoditischen Linien auf Drehkegeln sind
schon gelegentlich betrachtet worden.? Abb. 5 gibt
eine gewisse Vorstellung von ihrem Aussehen bei

7

Y= s/)z;z

lotrechter Kegelachse @. Zu dieser Darstellung in
Grund- und Aufriff ist zu bemerken: Man beginnt
mit der Verebnung des Kegelmantels I7, der in

7 Dies erfordert eine gewisse freie Beweglichkeit der
Flankenelemente gegeneinander, die jedoch lings der Beriih-
rungslinien e, lings welcher beim Eingriff die Berithrung mit
der Gegenflanke stattfindet, nicht benétigt wird. Die Verbie-
gung des Wilzkegels erfolgt ja lings der Mantelstrahlen m,
und diese werden von den Normalen der Punkte auf e ge-
troffen. Die Beriihrungslinien bleiben also erhalten und kénnten
einzeln starr ausgebildet werden.

8 Z. B. H. Dubbel: Taschenbuch fiir den Maschinen-
bau, Bd. I (8. Aufl,, Berlin 1941); 578.

9 7. B. bei G. Scheffers: Lehrbuch
lenden Geometrie I (Berlin 1919); 342 ff.

der Darstel-
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einen Kreissektor 7'V iibergeht; auf diesem er-
scheint die geoditische Linie / als Gerade ZV. Ihr
dem Zentrum O am mnichsten gelegener Punkt A4
entspricht aus Symmetriegrimden einem Kurven-
scheitel 4, den wir uns. gegeben denken. Um nun
einen beliebigen Punkt P aus der Abwicklung
auf den Kegel zu iibertragen, suchen wir zunichst
den ihn tragenden Mantelstrahl 6=0 1 im Grund-
riff auf; die erforderliche Ubertragung des Rand-
kreisbogens ‘01 = 01 kann mittels einer Nihe-
rungskonstruktion oder durch Auftragen der Zentri-
winkel ¢ und y =¢ . sin y geschehen.
Ferner zeichnen wir den durch P gehen-
den Parallelkreis im Aufriff, wo er als
Strecke erscheint, die. auf den Umrifi-
erzeugenden die bekannte Liange 7 = OPY
abschneidet. Nunmehr kann der Halb-
messer des Parallelkreises abgegriffen
und im Grundrif als 7= 0O’ P’ auf &
abgetragen werden; der so gewonnene
Grundriff 7’ wird dann in den Aufrifs
mach P” gelotet.

Um die Tangente £ in P zu er-
mitteln, denken wir uns den Sektor I'Y
lings &=6" berithrend an den Kegel
angelegt. Die gesuchte Tangente ist
dann identisch mit der Neulage von 7Y
und ihr Schnittpunkt 7° mit der achsen-
normalen ,,Hauptebene* I durch O kann
ohne weiteres gezeichnet werden: Er
liegt auf dem zu & normalen Durch-
messer des Sektors (der auch im Grund-
riff normal zu &’ erscheint) und hat die
aus der Verebnung zu entnehmende Ent-
fernung 07 = O7".

Wenden wir dieses Verfahren auf
einen Fernpunkt von / an, so gelangen
wir zur Asymptote und erkennen,
dall diese im Grundriff wie im Raum
den Zentralabstand ¢= 04" hat.

Die Gleichungen der Dreh-
kegelgeodatischen lassen sich auf Grund
der erwihnten Proportionalitit der

Zentriwinkel v/@ = p=siny in Kugel- et ad]

koordinaten (rdumlichen Polarkoordina- o= orcly = 245°
ten) 7,¢,9sofort hinschreiben, wenn man = arcsinfVF =238°
y als Parameter verwendet. ¥
. c v Yo
¥ =——, ¢ =—, J=p=const. (4 .
cosy’ ” P e @ X~ pong=kz

Die Geoditischen auf einem Drehkegel
sind untereinander #hnlich und bestehen
im allgemeinen aus unendlich vielen
kongruenten und symmetrischen Asten. Fiir rationale

- Werte von p=siny fallen die Kurven aber ge-

schlossen aus und sind*dann algebraisch?0. :

Der Grundrif der Drehkegelgeoditischen —
d. h. ihre Normalprojektion in Achsenrichtung —
hat auf Grund von (4) die Polargleichung

10 Schreibt man in diesem Fall p = A/u als gekiirzten
(und echten) Bruch an (4 und u positiv-ganz und teiler-
fremd), so lauten die algebraischen Charaktere: Ordnung der
Raumkurve 2y, Rang der Kurve = Ordnung ihrer - Tangen-
tenfliche 2 (A4 u), gleichzeitic deren Klasse sowie die
Ordnung der zugehérigen sphiirischen Kreisevolventen.

el It Ao : (5)
cos pp :
ist demnach eine Ahrenkurve von Aubry.l!
Dieselbe entsteht durch 1/p-fache Winkelstreckung
einer Geraden, als Inverse einer Rosenkurve, Polar-
reziproke einer Epizykloide und schliefilich als Ort
des Schnittpunktes zweier Kreistangenten, die mit
proportionalen Geschwindigkeiten auf ihrem Kreis
rollen.
Aus bestimmten Griinden wollen wir die durch
(4) erklirten Raumkurven ,,konische Ahren-

Abb. 6

kurven‘ mennen, gleichgiiltig, welche Werte die
Konstanten p» und y besitzen. Fiir p=sin y sind
es Kegelgeoditische, sonst Affine hiervon.

Abb. 6 stellt nun ein kleines Kegelrad mit sechs
Zihnen dar, die nach dem auseinandergesetzten
Prinzip ausgebildet sind. Der Deutlichkeit zuliebe
wurden etwas ilbertriebene Abmessungen zugrunde-
gelegt; so betrdgt der Eingriffswinkel o = 300,
so dafl zu einem Wailzkegel £ mit der halben

11 H, Wielleitne;: Spezielle Ebene Kurven (Samml.
Schubert, Bd. 56); 82, 124, 241, — G. Loria: a. a O. 215.
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Offnung @ = 26034’ (=arctg 0-5; Ubersetzung 1:2
bei rechtwinkligen Achsen) gemif (3) ein Grund-
kegel I’ mit y=22047 gehort. Von der Grat-
linie Z der Zahnflanken wurde jenes Stiick ver-
wendet, dessen Schnittwinkel mit den Mantelstrah-
len von [’ zwischen 20° und 40° liegt. Die Dar-
stellung der Kegelgeodiitischen Z und ihrer Tan-
genten # (= Flankenerzeugenden e) geschah gemif
Abb. 5. Die Darstellung der sphirischen Zahn-
profile f, durch welche die Zihne begrenzt wur-
den, darf wohl als hinreichend bekannt angeschen
werden;!2 sie erscheinen im Grundriff als Bogen
von EpizykloidenJis

Einer Erklirung bediirfen noch die Kopi-
kanten. Sie sind die Schnittlinien der Flanken-
torsen @ mit einem Drehkegel 4, dessen Off-
nung mit 20 bezeichnet 'sei (8 = 34° in Abb. 6).
Auf Grund der Ahnlichkeit ‘unserer sphirischen
Zahnprofile vollzieht sich der Ubergang von einer
Gratlinie Z zu einer Kopfkante 2 durch Verinderung
der Winkelkoordinaten ¢ und @ in (4) um feste
Betriige, wihrend die Zentralabstinde 7 unverdndert
bleiben; nach passender Drehung des Koordinaten-
systems wird % daher durch :

c Y S

4 coszp’\q] 17’19—6 (6)
beschrieben, ist also eine konische Ahren-
kurve. Wegen p.=F sin é ist £ aber keine geoditische
Linie von 4. Der Grundrifs # ist eine zu /' dhn-
liche ebene Ahrenkurve 7 =c¢ sin d/cos p @, lifit
sich. also unschwer zeichnen.!* Bei der Verebnung
des Trigerkegels geht 2 — zum Unterschied von
! — nicht in eine Gerade iiber, sondern wieder in
eine Ahrenkurve 2

; sin =
T .
sind sind

c :
r=——mit ¢=
. cosqy :

Entsprechende Beziehungen gelten auch fiir die
FuBkanten der Zihne, allgemein iiberhaupt fiir
alle Schrnittlinien der Flankenflichen @ mit Dreh-
kegeln, die O als Scheitel und @ als Achse be-
sitzen. Unter diesen befindet sich insbesondere auch
der Wilzkegel @ sowie als Grenzfall die Haupt-
ebene II. :

Nunmehr sind wir auch in der Lage, Auskunft
iiber den Aufbau des Plamrades unserer Ver-
zahnung zu geben: Der Wilzkegel ist zur Haupt-
ebene Q° = IT ausgeartet und der Grundkegel Iy
hat gemdf (3) und wegen ¢, = 900 die halbe
Offnung y,=900—+. Da der letztere nicht aus-
geartet ist, treten keine grundsitzlichen Verein-

12 W. Hartmann: Die Maschinengetricbe, Bd. I (Stutt-
gart u. Berlin 1913); 425 ff. — K. Mack: Geometrie der
Getriebe (Berlin u. Wien 1931); 73 ffl. — J. Krames: Dar-
stellende und Kinematische Geometrie fiir Maschinenbauer
(Wien '1947); 207 ff.

13 A, Enneper: Zur Theorie der Curven doppelter
Kriimmung. Math. Ann. 19 (1882). — In die Lehrbiicher der
Kinematik ' hat diese Tatsache allerdings bis jetzt noch keinen
Eingang gefunden. Ein einfacher Beweis findet sich in der
Abhandlung des Verfassers: Uber ' die Bdschungslinien auf
Flichen 2. Ordnung, Sitzber. Ak. Wiss. Wien 155 (1947), 109.

14 Bei 6konomischem Vorgehen und geschickter Verwen-
dung von Pauspapier und Stechzirkel ist der zur IHerstellung
eines Bildpaares wie Abb. 6 erforderliche Zeichenaufwand
durchaus mafig.

fachungen auf, Insbesondere sind die Zahnflanken
@, nicht etwa eben, sondern genau so die Tangen-
tenflichen von Drehkegelgeoditischen, wie im all-
gemeinen Fall. Die auf ihnen verlaufenden koni-
schen Ahrenkurven werden durch Gleichung (6)
dargestellt, in welcher p =sin y,=cos « zu setzen
ist. Ihre Normalrisse auf die Hauptebene II sind
untereinander dhnliche Ahrenkurven mit der Polar-
gleichung . 7’ * cos p @ = const, unter welchen auch
die Spurlinie ®II auftritt. Diese '‘Ahrenkurven
geben dem Planrad sein Geprige und unterscheiden
es von dem bekannten Planrad mit ebenen Tangen-
tenzihnen. ;

Der in éiner belicbigen Projektion auftretende
UmriB einer Zahnflanke @ ist natiirlich gerade

~ und beriihrt den scheinbaren Umrifkegelschnitt der

Kugel 2* (0,¢), der die Torse ja umschrieben ist.
Fiir den Grundrif fillt die Umrifierzeugende mit
der Gratasymptote zusammen; im ~Aufriff ergibt
sich der Umrif #” meistens hinreichend genau als
gemeinsame Tangente der ~Projektionen A%, 2
und des Umrifkreises von X*.15

Die Herstellung von Kegelridern der be-
sprochenen Art ist durch leichte Abwandlung des
iiblichen Wilzverfahrens méglich, indem man da-
fiir sorgt, daf ein geeignetes Werkzeug eine Wilz-

‘bewegung auf dem Grundkegel I' statt auf dem

Teilkegel 2 vollfiihrt. '

In diesem Zusammenhang ist es nicht unwich-
tig, zu erwihnen, daff die Scheiteltangen-
ten der Gratlinien Wendeerzeugende der

‘Tlankentorsen sind, da die beriihrenden Grat-

schmiegebenen fiir die Scheitel stationdr sind (Ab-
schnitt II). Diese Erzeugenden verlaufen bei uns
nach Abb: 5 im gleichen Abstand ¢ cos y parallel
zur Hauptebene I7 und sollen méglichst nicht iiber-
schritten werden, da hierbei die konvexe Zahnober-
fliche in eine konkave iibergeht, was die IHerstel-
lung stort. Bei sehr flachen Ridern und vor allem
beim Planrad lassen sich diese Wendeerzeugenden
jedoch nicht vermeiden.

IV. Ebene Zahnflanken

Eine andere ‘naheliegende und besonders bei
Hohlriidern ~zweckmifiige Spezialisierung  besteht

_darin, die eine Flankenfliche — etwa == @ — als

Ebene anzunchmen. Die Gegenflanke @, ist als
Einhiillende der Lagen, die @; bei der Rollung
des Wilzkegels 2, auf €, einnimmt, sicherlich
eme Trorse.

Filllen wir aus dem Biindelzentrum O das Lot
auf die Ebene ¢, so erhalten wir einen Fufipunkt
F; seine Rollbahn ist eine sphidrische Rad-
linie 7/* auf einer Kugel X*, und die Torse ¢
ist die der Kugel lings /* umschricbene abwickel-
bare Fliche. Auf @er ebenen Flanke ¢, bildet die
Schar der Erzeugenden (Beriihrungslinien) e; das
Strahlbiischel #. Der Grundkegel 17y ist
mithin in die Lotgerade OF ausgeartet, womit die
Einordnung in die allgemeinen Entwicklungen des

15 Der Gratpunkt U auf u lifit sich dann nachtriglich
folgendermafen hinzufiigen: Sein Aufriff U” wird vom Fubl-

punkt |des aus O auf u’ gefillten Lotes durch die Umril-

erzeugenden des Grundkegels 1° harmonisch getrennt.
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II. Abschnittes hinreichend klargestellt ist. Der
Grundkegel 7'y kann als Evolutenkegel. der Rad-

e o F gekenn7e1chnet werden.

Derartige ebene Zahnflanken liegen bekannthch
beim Planrad mit Tangentenzihnen (oder
den durch Kombination hervorgehenden Pfeil-
zihnen) vor.8 Entsprechend der Tatsache, daff hier
der Wilzkegel £, zu einer Ebene verflacht ist, ist
die obengenannte auf der Kugel X# verlaufende

Beriihrungslinie /* der Gegenflanke @, jetzt als
verallgemeinerfe: spharische. ‘Kreis
evolvente anzusprechen. Damit ist nun auch
die einzige abwickelbare Kegelrad- Schragzahnﬂanke

- der Praxis vom geometrischen Standpunkt aus hin-

reichend gekennzeichnet. Ihre sphirischen Profile
sind matirlich keine - Kreisevolventen, daher ge-
statten solche Kegelrider auch keine Anderung
des Achsenwinkels.

Druck von Paul Gerin, Wien H

Printed in Austria



	CCF13102010_00055
	CCF13102010_00056
	CCF13102010_00057
	CCF13102010_00058
	CCF13102010_00059
	CCF13102010_00060
	CCF13102010_00061

