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1. Problemstellung.

Eine als spiegelnd vorausgesetzte Ellipse hat bekanntlich die Eigen-
schaft, das von einem Brennpunkt ausstrahlende Biischel von Licht-
strahlen nach einer ungeraden (bzw. geraden) Anzahl von Reflexionen
wieder im anderen (bzw. im selben) Brennpunkt zu vereinigen. Diese
Tatsache kann zum AnlaB der folgenden verallgemeinerten Aufgaben-
stellung genommen werden:

In der Ebene sind zwes feste Punkte A und B gegeben. Es sind ana-
lytische Spiegelkurven zu suchen, die das Biischel der aus A kommenden
Lichtstrahlen nach n-maliger Reflexion nach B werfen.

Fiir n=1 wird man im wesentlichen auf Kegelschnitte mit 4 und
B als Brennpunkten gefiihrt, und zwar auf durchaus elementarem Wege.
Fiir » > 1 sind meines Wissens auler dem eingangs angefiihrten trivialen
Beispiel keine Losungen bekannt. Es mufl betont werden, da8 nur
analytische — also einheitliche — Spiegelkurven interessieren ; andern-
falls lieBen sich leicht Kurven mit der verlangten Eigenschaft aus meh-
reren Stiicken zusammensetzen: Man konnte z. B. die Bogen fiir die ersten
n—1 Reflexionen innerhalb gewisser Grenzen beliebig wihlen und das
Kurvenstiick fiir die letzte Spiegelung dann so konstruieren, daB die
Vereinigung des Strahlensystems in B herbeigefiihrt wird.

Schon fiir den Fall n = 2 sind die Schwierigkeiten der gestellten
Aufgabe anscheinend nicht gering. Im vorliegenden Aufsatz werden
zwei Teillosungen dieses speziellen Problems gegeben, die sich mit ele-
mentaren Mitteln erledigen lassen, nédmlich fiir die Annahme zu-
sammenfallender Zentren A4 = B, ferner fiir unendlich-
ferne Zentren.
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Die Erweiterung der Fragestellung auf den R a um liegt auf der Hand,
doch soll hierauf nicht eingegangen werden. Es sei nur auf eine nicht-
triviale Losung des Falles n = 3 fiir die besondere Annahme zusammen-
fallender Fernzentren hingewiesen, die den eigentlichen Anstof zu der
vorliegenden Untersuchung gab: Ein parallel zur Achse eines elliptischen
Paraboloides ins Innere einfallendes Strahlbiindel tritt nach dreimaliger
Reflexion wieder parallel zur Achse aus'.

2. Spiegelkurven, die ein eigentliches Strahlbiischel nach zweimaliger
Reflexion in den Ausgangspunkt zuriickwerfen. '

Sei n = 2 und 4 = B ein endlicher Punkt. Ein von 4 ausgehender
Lichtstrahl treffe die Spiegelkurve k zum erstenmal im Punkt S, nach
Reflexion an der Tangente s daselbst zum zweitenmal in T, und gelange
nach neuerlicher Spiegelung an der zugehorigen Tangente ¢ nach 4
zuriick (Abb. 1). Der Strahl ST ist eine Normale jenes Zweiges der
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Abb. 1. Spiegelkurve mit der Eigenschaft, das Strahlbiischel 4 nach zweimaliger
Reflexion wieder in 4 zu sammeln.

P

Antikaustik I, der den zu 4 beziiglich s spiegelbildlichen Punkt P
enthilt, ebenso aber auch eine Normale jenes Zweiges, auf welchem

1 W. Wunderlich, Spiegelung am elliptischen Paraboloid. Mh. Math. 52
(1948), 13—37.
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das Spiegelbild @ von A4 beziiglich ¢ liegt?. Da s und ¢ Tangenten ein
und derselben Spiegelkurve & sein sollen, hat deren Gegenpunktskurve
die Eigenschaft, jede Normale als Doppelnormale zu besitzen. Sie
ist dann eine Kurve konstanter Breite (ein ,,Gleichdick™) und
die Spiegelkurve kann als ihre negative Gegenpunktskurve
fiir das Zentrum A erhalten werden, d. h. sie wird von der Symme-
trale s der Strecke AP eingehiillt, wenn P die Kurve ! durchliuft.

Eine Spiegelkurve, die ein eigentliches Strahlbiischel nach zwevmaliger
Reflezion in den Ausgangspunkt zuriickwirft, ist megative Gegenmpunkis-
kurve (oder negative FuPpunkiskurve) einer Kurve konstanter Breite.

Damit ist dieser Sonderfall grundsétzlich erledigt, denn die Herstel-
lung von Kurven konstanter Breite — etwa durch Annahme ihrer
Evolute, d. h. der Kaustik — ist hinlénglich bekannt®. Die kon-
stante Breite PQ gibt iibrigens die Léinge des konstanten Lichtweges
ASTA an.

Die einfachste Annahmé fiir eine Kurve konstanter Breite ist na-
tiirlich der Kreis. Da das Zentrum 4 im Innern liegen muB, ergibt sich
dann als Spiegelkurve zwangliufig eine Ellipse mit dem Brennpunkt
4, also das Ausgangsbeispiel.

Die bekanntesten nichttrivialen analytischen Gleichdicke sind
vielleicht die Evolventen der Steinerzykloide (der dreispitzigen
Hypozykloidet). Auf Grundlage dieser Annahme gelangt man i. a. zu
Spiegelkurven 14. Ordnung und 12. Klasse, die 6 Spitzen auf der Zy-
kloide besitzen, namlich in den Mittelpunkten jener Kriimmungskreise
der Evolvente, die durch das Zentrum 4 gehen. Wihlt man den Durch-
messer des Gleichdicks hinreichend groB, so wird es sich wenig vom
Kreis unterscheiden und man kann erreichen, dal A4 im Innern simt-
licher Kriimmungskreise liegt; dann fillt der reelle Zug der Spiegel-
kurve singularitdtenfrei aus (Abb. 1).

2 Wird ein Strahlbiischel 4 an einer Kurve k reflektiert, so entsteht eine
Strahlenschar, deren Hiillkurve 4 als K austik, und deren Orthogonaltrajektorien
als Antikaustiken bezeichnet werden. Unter den letzteren befindet sich
die Gegenpunktskurve ! von k beziiglich 4, d. h. der Ort der Spiegel-
bilder von 4 beziiglich der Tangenten von k; ! kann als Rollkurve erhalten
werden, wenn nédmlich auf der Grundkurve % eine kongruente Kurve k' rollt und
einen Punkt 4’ mitnimmt, derart, daB & und k&’ sowie 4 und A4’ stets spiegel-
bildlich zur Wilztangente liegen. Die Kaustik 4 ist die Evolute vonl.

3 Vgl. z. B. F. Schilling, Die Theorie und Konstruktion der Kurven kon-
stanter Breite. Z. Math. Phys. 63 (1915), 67—136.
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Vom algebraischen Standpunkt aus etwas einfachere Verhiltnisse
wiirden an sich bei Annahme der Kardioide (der einspitzigen Epizy-
kloide?) als Kaustik auftreten, doch sind die daraus abgeleiteten Spiegel-
kurven (i. a. 10. Ordnung und 8. Klasse) niemals ohne reelle Singularitéten.

3. Spiegelkurven, die ein Parallelenbiischel nach zweimaliger Reflexion
wieder als Parallelenbiischel zuriickwerfen.

Seien 4 und B Fernpunkte und » = 2. Ein aus 4 kommender Licht-
strahl werde durch zweimalige Reflexion an der Spiegelkurve & in den
Punkten S und 7 um den Winkel 2 @ in die Richtung B umgelenkt
(Abb. 2). Bezeichnen ¢ und 7 die Einfallswinkel gegen die Tangenten
sin S und ¢ in T, so erscheint die konstante Gesamtablenkung 2 w aus
den veriinderlichen Bestandteilen 2 ¢ und 2 7 zusammengesetzt, und man
erkennt:

Zusammengehirige Spiegeltangenten schliefen einen unverdnderlichen
Winkel << st = 0 + © = w en.

Die Spiegelkurve & 18t sich also
als Hiillkurve eines starren Winkels
st = w erzeugen. Um eine Aussage
iiber die Bahn des Winkelscheitels P
zu gewinnen, suchen wir das Mo-
mentanzentrum M auf, dassich
im Schnitt der Spiegelnormalen von
Sund T ergibt®; die Bahntangente
von P ist dann normal zu M P. Nun
ist aber, wie aus Abb. 2 ersichtlich,
P der Inkreismittelpunkt des Licht-
strahldreiecks ST'U — wobei U den
Schnitt von einfallendem und aus-
ﬁ;:éhi.lzzsaiﬁle%%a:grﬁta *};al(ll?}f:}; tr?teydem L?chtstrah% be?eichnet —

zweimalige Reflexion. mithin M ein Ankreismittelpunkt;
MP deckt sich also mit der Hal-
bierenden des Winkels 7US, hat demnach konstante Richtung,

4 H. Wieleitner, Spezielle ebene Kurven (Sammlg. Schubert 56). G. Loria,
Sperzielle algebraische und transzendente ebene Kurven (deutsch von F. Schiitie).

5 Die Elemente der Kinematik lehren, daB sich der Bewegungszustand
eines starren ebenen Systems in jedem Augenblick als Drehung um einen be-
stimmten Punkt M, das ,,Momentanzentrum” auffassen 1a8t. Die Bahnnormalen
aller Systempunkte gehen in diesem Augenblick durch M, ebenso auch die
Beriihrungsnormalen aller Gleitkurvenpaare.
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und Gleiches gilt fiir die dazu senkrechte Bewegungsrichtung von P.
Hieraus folgt aber unmittelbar:

Die Bahn des Winkelscheitels P ist eine Gerade, die den Winkel 2 w
zwischen Einfallsrichtung A und Awustrittsrichtung B halbiert.

Machen wir jetzt die Bahngerade des Scheitels P zur z-Achse eines
Normalkoordinatensystems, so 148t sich die Bewegung des Winkels st
durch Angabe der Abhéngigkeit der Scheitelabszisse X vom Drehwinkel
o festlegen. Die Spiegelkurve £ kann dann als Einhiillende der Tangente ¢

zsino —ycoso = X sino (1)
bestimmt werden; da wir verlangen, daf auch die Tangente s dieselbe
Hiillkurve liefert, muf}

X (o) =X (6 —w) (2)
eine periodische Funktion mit der Periode w sein.

Nach dieser Festsetzung ergibt sich dann aus der Tangentengleichung
(1) und ihrer Ableitung nach o

zcoso + ysineg = X cosog + X sino (1)

die Parameterdarstellung der Spiegelkurve k:
=X+ X' sincgcoso, y= X sin?o. (3)
Damit ist das vorliegende Teilproblem grundsitzlich -erledigt.
Einige mit der Aufgabe verkniipfte geometrische Orter, vor allem die
Polkurven und die Brennlinien, sollen noch kurz angegeben werden.
Die Rastpolbahn p — d. i. der Ort der Momentanzentren M in

der ruhenden Unterlage — ergibt sich mit

=X, y=X', (4)

Die Gangpolbahn g—der Ort der Zentren M im bewegten System® —
stelit sich in einem Polarkoordinatensystem 7, o, dessen Nullpunkt im
Winkelscheitel P liegt, dar durch

‘ r=X'; (®)

die Nullrichtung steht dabei senkrecht auf ¢ und die Winkelzéihlung
erfolgt im negativen Sinn.

Die Darstellung der Kaustik, die von den reflektierten Strahlen ST
eingehiillt wird, gestaltet sich in Punktkoordinaten ziemlich umstind-

lich; wir begniigen uns daher mit der Angabe der Tangentengleichung.
Der Richtungswinkel von ST betriigt

¢ Wihrend der Bewegung rollt bekanntlich die Gangpolbahn auf der Rast-
polbahn gleitungslos ab.

5%
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p=0—7=20— o, (6)
und damit schreibt sich die Tangentengleichung der Brennlinie

zsing—ycosp =X (o) . sinp + ;— X' (0) . (cos w — cos @); (7)
o ist natiirlich gemifB (6) durch ;— (p + o) zu ersetzen. Integration

von (7) fiihrt unmittelbar auf die Gleichung der Antikaustiken
zcos @ + ysingp = X (0) . (cos ¢ — cos w) + C. (8)

Fiir den Ort der Punkte U, in welchen sich ein- und, austretende
Lichtstrahlen schneiden, findet man die Gleichungen

COS @ — CO8 @

z2=X(0), y=X (o). (9)

2 cos w

4. Eine spezielle Kurvenfamilie.

Wir spezialisieren die periodische Grundfunktion (2) mit der Periode
o = z/m durch die Annahme

X(o)=—ctgmo (mw =n). (10)

Zu der dadurch definierten Familie von Spiegelkurven gehort fiir
m = 2 die gewShnliche Parabel, die sich mit ihrer bekannten Eigen-
schaft, achsenparallele Lichtstrahlen nach zweimaliger Reflexion wieder
parallel zuriickzuwerfen, hier einordnet. Die iibrigen Mitglieder weisen
auller ihrer merkwiirdigen Spiegeleigenschaft verschiedene bemerkens-
werte Zusammenhéinge mit anderen bekannten Kurven auf, wie die

nihere Untersuchung zeigt.
GeméB (3) erhalten wir im vorliegenden Fall als Gleichungen der

Spiegelkurve
m sin 2 ¢ —sin 2m o m (1—-cos 20)

s 1—cos2mo ’ y=

1—cos2ma’ (1)
Dem Parameterbereich —w < ¢ < o entspricht ein einsinnig ge-
kriimmter, zur y-Achse symmetrischer Ast, der sich nach beiden Seiten
parabolisch ins Unendliche erstreckt. Fiir m = 2 besitzt er keinen sto-
renden Doppelpunkt und vermag simtliche auf der linken Hélfte
aus der Richtung 7—o auftreffenden Lichtstrahlen noch ein zweites Mal
zu reflektieren und in der Richtung w zuriickzuwerfen. Der Scheitel-
punkt ¢ = 0 hat die Koordinaten z, = 0 und y, = 1/m, der zugehdorige

Kriimmungsradius betrigt o, = :23— (m —m™1).
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Berechnen wir den Normalabstand p der Spiegeltangente ¢ (1) vom
Punkt F (0, 1), so erhalten wir den einfachen Ausdruck

sin (m—1) o

P = Xsino 4 cos g = (12)

sin m o

Deuten wir nun p, bzw. 1/p als Polarkoordinate in einem System R,
o mit dem Ursprung F, so erkennen wir:

Die FuBpunktskurve der Spiegellinie fiir den Pol F ist die
Araneide’ R = sin (m—1) o/sin m o.

Die Polarkurve der Spiegellinie beziiglich des Einheitskreises um F
ist die Araneide’ R = sin mofsin (m—1) o.

Zu rationalen Werten von m gehoren rational-algebraische
Spiegelkurven. Wir setzen im folgenden insbesondere m > 1 und ganz
voraus. Fithren wir durch z=¢, /&, und y=¢,/&, homogene Koordinaten
ein, so schreibt sich die Spiegelgleichung (11) mit Beniitzung des kom-
plexen Parameters z = ¢*7 in der Gestalt
016116y = (01 —i (" —m 2™ o 2™ T]) o (a1,

(13)
Nach Kiirzung durch (2—1)? erkennt man die Ordnung der Spiegel-
kurve mit 2 (m—1), wihrend sich aus der entsprechenden Umformung
der Tangentengleichung (1) die Klasse mit m ergibt. Man liest ferner
aus (13) die Tatsache ab, daB die Kurve die Ferngerade (£,=0) 1n m—1
Punkten beriihrt (deren Richtungen regelméfBig im Abstand w verteilt
sind, wenn man die z-Richtung hinzunimmt), und daB die Leitgerade
z (&, = 0) zwei konjugiert-imaginire (m—1)-fache Punkte I pa(Xs0)
trigt, deren Tangenten in je einem Minimalstrahl zusammenfallen;
der vorhin beniitzte Punkt F (0, 1) ist demnach als (evnziger) Brenn-
punkt anzusehen. Fiir m > 2 treten neben I L und I, als weitere Singu-
laritéiten noch m—2 Spitzen auf; man findet diese bekanntlich durch
Gleichsetzen der Tangentengleichung (1) mit ihrer 2. Ableitung, was
im vorliegenden Fall auf die Parameterbedingung
2 X 1
tga:—T—zﬁtgma#O (14)

fithrt.

" Eine Araneide entsteht als Ort des Schnittpunktes zweier gleichformig
rotierender Zeigerstrahlen mit verschiedenen Drehpunkten. Diese Kurven
wurden unter den verschiedensten Bezeichnungen von Plateau, Schoute, Kempe,
Heymann u. v. a. als ,,Sektrizen” zur Winkelteilung herangezogent.
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Der Versuch liegt nahe, das Punktepaar I,, , durch eine Kollinea-
tion in die absoluten Kreispunkte zu werfen, was durch Einfiihrung der
neuen Normalkoordinaten y=£,/&,, )=(&—E,)/€, besorgt werden kann.
Da letztere fiir |z| = 1 reell sind, konnen wir sie zu einer komplexen
Grofle 3 = ot ¢ 1) zusammenfassen; wir finden zunichst

21 (m—1) 2™ —m 2™ 141
8= "m L (— 1 (15)
und erhalten nach Kiirzung durch {z—1)? sowie Emfuhrung des Winkel-
parameters y mittels z = e~ schlieBlich

21 3 . ;
b= — [m—1) ¥ + (m—2) ¥ + ... 1. D¥) (16)

Eine Gleichung dieser Bauart definiert aber eine Radlinie (m—1)-ter
Stufe, d. i. die Bahnkurve des Endpunktes eines (m—1)-gliedrigen
Gelenkpolygons mit festem Anfangspunkt, dessen starre Glieder sich
mit konstanten Geschwindigkeiten drehens. Die vorliegende Radlinie
ist insonderheit eine ,,zykloidale”, d. h. sie kann auch als Hiillkurve
einer Geraden entstehen, die mit dem letzten Glied eines derartigen
Gelenkpolygons fest verbunden ist®.

Dre Spiegelkurve ist kollinear zu einer zykloidalen Radlinie (m—1)-ter
Stufe, die durch eine (m—1)-fache Tangente ausgezeichnet ist und der
Stppe 1:2:. . :(m—1) angehort.

Untersuchung der aus (7), bzw. (8) flieBenden Gleichungen der
Brennlinien zeigt, daB die Kaustik eine Kurve 3(m—2)-ter Ordnung
und 2(m—1)-ter Klasse ist, wihrend die Antikaustiken die Ordnung
2 (m—1) und die Klasse m haben.

Das Erzeugnis (9) der einfallenden und austretenden Lichtstrahlen
erweist sich nach Transformation auf die Koordinaten r = &/, und
y = &,/&, ebenfalls als kollinear zu einer Radlinie der Sippe 1:2: .:
(m—1), allerdings keiner zykloidalen. Ordnung und Klasse sind beide
gleich 2 (m—1).

Fiir die Rastpolbahn p der Winkelbewegung findet man gemél
(4) die Parabel

8 W. Wunderlich, Hohere Radlinien. Ost. Ing. Arch. 1 (1947), 277—296.
Nach der dort eingefiihrten Terminologie werden alle Radlinien mit den gleichen
Geschwindigkeitsverhiltnissen zu einer ,,Sippe”’ zusammengefat. — Die
Radlinien 2. Stufe sind identisch mit den Epi- und Hypotrochoiden.

® Die zykloidalen Radlinien nehmen unter den allgemeinen Radlinien dieselbe
Sonderstellung ein, wie die Zykloiden unter den Trochoiden.
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y=m(2®+1), (17)
fiir die zugehorige Gangpolbahn ¢ gemi8 (5) die Kurve
m
"= mmo 18)

die durch m-fache Winkelstreckung (Vervielfachung der Polarwinkel o)
in die Kampyla des Eudoxus* (m=1) iibergeht; sie ist invers zu einer
speziellen Radlinie 3. Stufe der Sippe 1:(1 4 2m):(1 —2m), die
wiederum als Mittelpunktskonchoide einer Rosenkurvet » = cos 2 m o
aufgefalt werden kann. i
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Abb. 3. Spezielle Spiegelkurve 4. Ordnung und 3. Klasse, mit der Eigenschaft,
ein Parallelenbiischel um 20 = 120° umzulenken.

Der nach m = 2 — dem parabolischeﬁ Spiegel — nichsteinfache
Spezialfall m = 3 ist in Abb. 3 dargestellt. Es handelt sich um eine
Spiegelkurve 4. Ordnung und 3. Klasse mit der kartesischen Gleichung

3(322— 12— 6y + 3)2 = 64 45 (19)
Sie ist eine kollineare Kardioide (16) und kann als negative FuBpunkts-
kurve der Hyperbel R = sin 2 ¢/sin 3 ¢ oder als Polarreziproke der
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Trisektrix von Maclaurin® R = sin 3 o/sin 2 ¢ erhalten werden. — Als
Kaustik (3. Ordnung und 4. Klasse) tritt eine Tschirnhausen-Kubik*
auf, wihrend die symmetrische unter den Antikaustiken (4. Ordnung
und 3. Klasse) als Polarkurve der Strophoide? 2 R = —tg a/2 beziiglich
des Einheitskreises um den Brennpunkt F (0, 1) aufgefaBt werden kann.
Das Erzeugnis (4. Ordnung und 4. Klasse) ein- und austretender Licht-
strahlen ist eine kollineare Pascalschnecke?.
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