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Ein geometrisches Fertigungsproblem

Von W. Wunderlich, Wien
Mit 4 Textabbildungen

Professor H. E. Grant vom Departement of
Engineering Drawing der Washington University
in Saint Louis (USA.) machte mich vor kurzem
mit einem geometrischen Problem bekannt, das aus
Industriekreisen an ihn herangetragen worden war.
Im Vergleich zur Einfachheit der Fragestellung
ist der mathematische Kern der Aufgabe recht
schwierig, da ihre exakte Losung auf eine Gleichung
24. Grades hinauslduft. Sie ldfit sich indes mittels
darstellend-geometrischer Methoden mit einer fiir
den praktischen Zweck vollkommen ausreichenden
Genauigkeit verhdltnismifiig rasch erledigen. Ab-
gesehen von dem Interesse, das die Aufgabe an sich
beanspruchen darf, scheint sie mir demmnach ge-
eignet, den gelegentlichen Vorteil zeichnerischer Ver-
fahren und den Nutzen der Darstellenden Geometrie
wieder einmal ins rechte Licht zu riicken. Dies war
fiir mich der Anlafl zu der vorliegenden Mitteilung,
die mit freundlicher Genehmigung Prof. Grants
erfolgt.

I. Problemstellung

Zwei ebene Winde o und £, die unter rechtem
Winkel zusammenstofien, sind durch ein zweifach
geknicktes Blechband zu verbinden, dessen Be-
festigungspunkte 4 und B in 2 und [ vorgegeben
_ sind, und das zwecks

rationeller Fertigung
aus einem cinfachen
Rechteckstreifen her-
gestellt werden soll
(Abb. 1). Mit Riick-
sicht auf  Nietkople
oder Beilagscheiben
sollen die beiden
Biegelinien einen be-

von 4 und B be-
sitzen. Zusatzlich wird
noch gefordert, daf
_ die Anfangsrichtung
des Bandes in anormal zu § sein soll.

Gefragt wird nach der Linge des Streifens,
also vor allem nach der Zentralentfernung e der fiir
die Niet- oder Schraubbolzen dienenden Locher,
ferner nach den Winkeln 6 und t der beiden
Biegelinien gegen die Streifenriinder und schlief3lich
nach den Biegewinkeln = und 9.

Zur zahlenmifiigen Festlegung der Angabe be-
dienen wir uns eines rdumlichen Normalkoordinaten-
systems Oxys, dessen x-Achse mit der Schnittlinie
der Grundebenen 2 und { zusammenfallen soll und
dessen y-Achse durch 4 geht, so daff z in die
Ebene § zu liegen kommt, ohne jedoch den Punkt B
enthalten zu miissen. Die Anordnung der Punkte A

Abb. 1

stimmten Abstand 7’

und B ist dann im wesentlichen durch drei Ab-
messungen @, b, ¢ gekennzeichnet, die die Koor-
dinatentripel von 4 (0, @, 0) und B (¢, 0, b) be-
stimmen.

Unseren Abbildungen liegen — nach gering-
figiger Abrundung der von Prof. Grant in Zoll
mitgeteilten Originaldaten — die speziellen Werte

a=90, 6=120, ¢ =40, =25 mm

zugrunde. Die mit 30 mm angenommene Bandbreite
ist fiir das eigentliche Problem unwesentlich. Die
Blechstirke wird vernachlissigt.

Il. Zeichnerische Lisung

Wir betrachten die Ebene 2 als GrundriB-
ebene und die Ebene Bals Aufrifiebene, ver-
zichten jedoch in der Zeichnung im allgemecinen auf
eine  besondere Kennzeichnung der Risse durch
Akzente. Die in den Ebenen 2 und [ gelegenen
Kreise um 4 bzw. B mit dem gemeinsamen Radius 7
seien mit %2 bzw. / bezeichnet.

Die beiden Bieglinien s und # des Bandes sollen
laut Forderung Tangenten dieser Kreise sein. Da
sie die Spuren der das Mittelstiick des Bandes ent-
haltenden Ebene 7 darstellen, miissen sie einander
in einem Punkt C der Riflachse x schneiden.

Abb. 2

Abb. 3

Wir wihlen fiir diesen Knotenpunkt C — sozu-
sagen probeweise -— zunidchst einen beliebigen
Punkt C; auf x und legen von dort aus die inneren
Tangenten s; und ¢, an die Kreise %2 und Z, deren
Bertihrungspunkte wir S; und 7'y nennen (Abb. 2).
Diese Tangenten bestimmen zusammen mit der
x-Achse ein Dreikant (eine dreiseitige Pyramide)
mit. der Spitze Cy und den Seitenflichen o, B und
71 =5;4;. Den Mantel dieser: Pyramide breiten
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wir nun in die Grundebene 2 aus. Zu diesem Zwecke
drehen wir zundchst die Ebene 7, um ihre Spur s,
bis der Punkt 7, nmach 7% in o .gelangt; wegen
Cily— Gl Cerhaltens Wwirn 77 im © Schnitt” "éines
Kreisbogens um C; durch 7'y mit dem Lot, das aus
dem der RiBachse angehérenden Grundriff 7' von 7
auf die Drehachse s, zu fillen ist (Grundriff des
Drehkreises von 77;). Errichten wir anschliefiend in
T? auf C,7 eine Normale von der Lange 7, so
gibt deren Endpunkt B die Stelle des Punktes B
in der Abwicklung (Verebnung) des Dreikantes an,
d. h. die Stelle der zu B gehérigen Bchrung in
jenem verebneten Blechstreifen, der die Verbindung
der Punkte 4 und B bei Beniitzung der Biegelinien
s, und #; herstellt.

Entsprechend der Zusatzforderung, die verlangt,
daff die Anfangsrichtung des Bandes zur Ebene
normal sein soll, miifite die Gerade AB] mit der
y-Achse zusammenfallen. Da dies im allgemeinen
nicht der Fall sein wird, so wiederholen wir die

Konstruktion fir andere Punkte C,, Cs, . . . auf x,
insbesondere auch fiir den unendlich fernen
Punkt C~o (Stechzirkelkonstruktion!). Der Ort der

so gewonnenen Punkte BY ist eine Kurve f, die die
verlangerte y-Achse in einem Punkt B° schneidet.
ABY=e gibt dann bereits den gesuchten L och-
abstand fir den verebneten Blechstreifen.

Kennen wir erst einmal den Punkt B°, dann ist
es leicht, den zugehorigen Knotenpunkt C auf x zu
ermitteln: Da die Entfernungen CB und CB° gleich
sein miissen; so erhalten wir C, wenn wir in der
Zeichnung die Symmetrale von B5° mit x zum Schnitt
bringen (Abb. 3). Nachdem wir in der Verebnung
noch den zu / kongruenten Kreis 20 .um B° ein-
getragen haben, ziechen wir aus C die zugehorigen
Tangenten s; ¢ und #° an die Kreise %2, Z und 29
Die Biegelinien s und £° bilden dann mit y die
gesuchten Winkel 5 und 7. Die Biegewinkel
o und ¢ schliefilich sind mit den Neigungswinkeln
der Ebene 7 =st gegen die Bildebenen o und {
identisch. Thre aus Abb.3
ersichtliche Ermittlung
beruht auf Drehungen
der Ebene 7/ um 2z
bzw. y, die sie in eine
zur Auf- bzw. Grund-
rilebene normale Iage
bringen.

Die weitere Vervoll-
standigung der Zeich-
nung, wie sie in Abb. 3
vorgenommen  wurde,
bereitet keinerlei Miihe,
wire jedoch zur Beant-
wortung der in der Auf-
gabe gestellten Fragen
gar nicht notwendig.

Fiir -die unter I an-
gegebenen speziellen Ab-
~ messungen lieferte eine Zeichnung in natiirlichem Mafs-
stab die folgenden Losunoswerte: e= 1725 mm;
5=061-80, ©=645%; @ =66-8°, $=359°.

Abb. 4

III. Rechnerische Behandlung

' Aus der geschilderten darstellend-geometrischen
Behandlung des vorliegenden Problems lafit sich
unschwer ein rechnerisches Losungsverfahren ab-
leiten. Wir fithren zu diesem Zwecke aufler den
bereits in I erklirten Grifien noch die folgenden
ein (Abb. 4):

Q6 = ClB0=—
00 e O e o v OB B0
LGS C A ==y =t TCR— TOCH) =y
SSCE = SOl

Ausgehend von einem passenden Niherungswert
fiir die Koordinate x des Knotenpunktes C berech-
nen wir zundchst den Ursprungsabstand y des zuge-
horigen Punktes B? aul der y-Achse; aus CB = CBO
folgt

=582+ ¢c>—2cx. (1)
Dann bestimmen wir die Hilfswinkel 3, 7 und {
aus
b
' tgc_f— By th:Z, (2)
ferner p. und v aus

. v . & . ‘__1' . 3
sin . = —sin g sin'y = p SN 7. (3)

Den Spurenwinkel ® der Ebene 7 =SCT {fin-
den wir als Hypotenuse des rechtwinkligen sphi-
rischen Dreieckes mit den Katheten &— . und
f — v, das zu unserem Dreikant o 3 v gehort; die
zugehorige Formel

cos o =cos (§—p) cos (—v) 4)
kann jedoch auch unmittelbar aus Abb. 2 abgelesen
werden. Da derselbe Winkel ® aber auch in der
Verebnung auftreten mufl, so erscheint die richtige
Lage von C durch die Bedingung

o= (E—p) + (C—v) (5)
gekennzeichnet.

Diese Bedmgung wird beim ersten Versuch noch
nicht erfillt sein, doch lift sich der Fehler schritt-
weise — etwa mit Hilfe der regula falsi — belie-
big weit herunterdriicken; auf diese Weise gelangen
wir mit ‘jeder gewiinschten Genauigkeit an den
wahren Wert von x und die iibrigen Grofien heran.

Damit haben wir dann aber auch schon die
Lochdistanz :

e=a-ty (G)
und die Biegelinienwinkel
6=900—(§&—u), T=900— ((—v). (7

Die Biegewinkel © und ¢ ergeben sich
aus dem schon erwihnten rechtwinkligen Kugel-
dreieck oder gemdf Abb. 3 mittels der Formeln

cotw =sin (E—p) cot (4 —v),
cot ¢ =sin (4 —v) cot (§—yp.). (8)
Fiir praktische Zwecke reicht die Genauigkeit
des Rechenschiebers vollkommen aus, liefert aber
natiirlich keine besseren Werte als eine Zeichnung.
Mit Hilfe fiinfstelliger Logarithmentafeln wurden
fiir die in Abschnitt I angegebenen speziellen Ab-
messungen die folgenden Losungswerte berechnet:
= 11475 ahm;, e = 1%42:68 nim;
6 =61945" 48", 1= 64°26" 36" ; ¢ = 66° 51" 00",
d==35053" 51!,
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IV. Grad des Problems

Wiirden wir aus den Gleichungen (1) bis (b)
alle Winkelgrofen und die Entfernung y elimi-
nieren, so wiirden wir zu einer algebraischen
Gleichung in x allein gelangen, deren Grad
von einem gewissen mathematischen Interesse fiir
die Beurteilung der Aufgabe ist.

In Umgehung dieses etwas beschwerlichen Weges
fiihren wir zunédchst weitere Hilfsgrofien

Cd=—m; CB=—0B%—n CS—s €L —CLl

ein, mit deren Hilfe sich alle auftretenden Winkel-

funktionen rational ausdriicken lassen. Setzen wir
dann in Gleichung (4) fir ® den Wert aus ()
ein und wenden wir die erforderlichen Additions-
theoreme an, so erhalten wir die algebraische Be-
ziehung
(sx -}-ar) (tx—+7y) — (as —rx) (ty —rx) =

= (sx-+ar) [t (x—¢c) -+ br]. (9)
Hierzu treten neben (1) noch die Definitions-
gleichungen fiir die neueingefiihrten Gréen s und #:

stT=atla?— 0= (x—c)2 52— 72 (10)

Wir haben nun in (1), (9) und (10) vier Glei-
chungen fiir die vier Unbekannten x, y, s, ¢; die
Anzahl der Lo&sungssysteme stellt ebenfalls den
gesuchten Grad dar. Beachten wir, daff (9) nur
scheinbar von viertem, in Wirklichkeit (nach ge-
horiger: Reduktion) jedoch von drittem Grade ist,
wihrend die iibrigen drei Gleichungen quadratisch
sind, so sind nach dem Theorem von Bézout
3.2%=24 Losungen zu erwarten. Durch eine ge-

nauere Untersuchung miifite man sich dann noch
iiberzeugen, dafl sich keine uneigentlichen Ldsungen
abspalten; hierbei sind geometrische Vorstellungen
in einem durch die Koordinaten x, y, s, ¢ beschrie-
benen vierdimensionalen Raum sehr foérderlich.

Fir ein Problem 24. Grades besteht jeden-
falls wenig Aussicht, die geschilderten Losungsver-
fahren wesentlich zu vereinfachen!

V. Varianten

Abschlieffend mag noch erwihnt werden, dafl
mit wesentlich den gleichen Mitteln wie unter II
auch die konstruktive Losung einer etwas verall-
gemeinerten Aufgabe gefunden werden kann,
bei welcher die Winde o und 3 keinen rechten
Winkel einschliefen, die Kreise 2 und Z verschie-
dene Grofle haben und der Anfang des Bandes eine
beliebig vorgeschriebene Richtung haben soll. Die
beiden ersten Abénderungen haben keinen Einfluf§
auf den Grad des Problems, die dritte erhoht ihn
um 8.

Eine andere Variante schreibt iberhaupt keine
Anfangsrichtung vor, verlangt dafiir aber eine
minimale Bandlédnge. Nach Konstruktion der
Fehlerkurve f gemdfs Abb. 2 hitten wir dann jenen
ihrer Punkte B} zu bestimmen, der den kleinsten
Abstand von A hat. Lafit sich derselbe — etwa
durch einfaches Abgreifen mit dem in 4 einge-
setzten Zirkel — auch nicht mit voller Sicherheit
ermitteln, so hat dies doch keinen merklichen Ein-
flufl auf die zugehorige Bandlange, da sich diese in
der Umgebung eines Extrems praktisch kaum dndert.
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