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Die isoptischen Kurven der Zykloiden.

Dreht sich eine Gerade t’ mit fester Winkel-
geschwindigkeit @ um einen Punkt S, der seiner-
seits mit fester Winkelgeschwindigkeit @ auf einem
Kreise k' wandert, so umhiillt sie bekanntlich*)
eine Zykloide. Wir betrachten nun neben die-
ser noch eine zweite Gerade t”, die sich mit dersel-
ben Geschwindigkeit @ um einen Punkt S dreht,
der mit der Geschwindigkeit m einen zu k" konzen-
trischen Kreis k” durchliuft; ihre Hiillkurve ist eine
zur ersten &dhnliche, konzentrische Zykloide.

Der Winkel ¢t"=a bleibt wihrend der Be-
wegung offenbar konstant, und der Schnitt-
punkt P =[{'t”] beschreibt eine Kurve, aus deren
Punkten das Zykloidenpaar unter dem Winkel a
erscheint, also eine isoptische Kurve des
Zykloidenpaares. Denken wir uns fiir den
Augenblick S” und S” fest, so beschreibt P nach

dem Satz vom Peripheriewinkel einen Kreis c,.

und zwar mit konstanter Geschwindigkeit; da sich
aber in Wahrheit ¢ mit S" und S” gleichformig um
O dreht, ist der Ort von P eine Trochoide:

Satz I Gleiten die Schenkel eines festen Win-
kels an zwei konzentrischen dhnlichen Zykloiden,
so beschreibt sein Scheitel i. a. eine Trochoide.

Jede mit dem Winkel fest verbundene Gerade
durch den Scheitel umbhiillt hierbei eine zu den
gegebenen ihnliche, konzentrische Zykloide.

Die Richtigkeit des zweiten Teiles von Satz 1
ergibt sich wieder unmittelbar aus dem Satz vom
Peripheriewinkel: Der zweite Schnittpunkt einer Ge-
raden des Biischels (£'t”) mit dem Kreis ¢ bleibt auf
diesem fest, er wandert mit der Geschwindigkeit @
um O, und die Gerade dreht sich um ihn mit der
Geschwindigkeit wp vollfiihrt also dieselbe Bewegung
wie ¢’ und t"”.

Wéhrend dieser Satz iiber das ,Reiten“ eines
Winkels auf einer Zykloide oder einem Zykloiden-
paar seit langem bekannt ist?!), sei hier eine Be-
merkung iiber die Polkurven dieser Bewegung
gestattet, die neu zu sein scheint.

Zunichst koénnen nach Satz I die Strahlen ', t”
durch zwei beliebige andere des Biischels P ersetzt
werden (natiirlich samt den zugehorigen Zykloiden),
ohne daB die Bewegung verdndert wird. Wir wih-
len jene Strahlen ¢; und f», die die Endpunkte Sy, S:
des durch O gehenden Durchmessers von ¢ mit P
verbinden. ¢ und % stehen aufeinander senkrecht,
und ihre Hillzykloiden 2,2, sind so gelegen, dafB

1) Chasles: ,,Apercu historique*, (Briissel 1837).

immer ein Scheitel der einen und ein Riickkehrpunkd,
der anderen auf einem Strahl durch O liegen.

Das Momentanzentrum Z erhilt man nun,
wenn man in den Beriihrungspunkten T, T» der
Schenkel &, t» mit den zugehorigen Zykloiden 2zi, z»
die Normalen errichtet und zum Schnitt bringt.
Diese Normalen umhiillen im Laufe der Bewegung
die Evoluten von 2z und 2., das sind bekanntlich
zu 2z und ze dhnliche Zykloiden, die iiberdies die-
selbe gegenseitige Lage haben wie z; und z..
Da die Normalen wie ¢ und ¢» senkrecht aufeinander
stehen, ergibt sich mit Beniitzung von Satz I fiir
den Ort der Punkte Z — also fiir die Rastpol-
bahn — eine zur Bahntrochoide von P #hnliche
Trochoide.

Denkt man sich z; durch Rollung eines Kreises
auf einem festen (f1) erzeugt, so kann die genannte
Normale leicht gezeichnet werden, da sie durch
den Beriihrungspunkt N; des Rollkreises mit 74
gehen muf; Ni liegt mit S; auf einem Strahl durch
O. Entsprechend erhilt man einen Punkt N. der
anderen Normalen auf dem Fixkreis f» von z..

Nunmehr 148t sich auch leicht eine Aussage iiber
die Gangpolbahn — d. i. der Ort von Z im be-
wegten System ({1 £2) — machen. Man liest aus der
Figur unmittelbar die Koordinaten t,, t, von Z im
Achsenkreuz ti, %> ab:

ti=S, N, - sin ¢, ta=238; N, - cos ¢

und erkennt die Gangpolbahn als Ellipse?).

Satz II. Das Gleiten eines festen Winkels an
zwei konzentrischen dhnlichen Zykloiden 148t sich
i. a. durch das Abrollen einer Ellipse auf einer
Trochoide ersetzen; letztere ist dhnlich zur Bahn
des Winkelscheitels.

Einen Sonderfall erhélt man, wenn k; und k» zu-
sammenfallen, so daB ¢ auf einen Punkt zusammen-
schrumpft. Es handelt sich dann um eine gewdhn-
liche Kreisrollung: Der Mittelpunkt P des Roll-
kreises beschreibt einen Kreis, die Durchmesser des
Rollkreises umhiillen (kongruente) Zykloiden.

Ein anderer Sonderfall ergibt sich durch das Zu-
sammenfallen von k; mit f» oder k. mit f;,. Dann
wird eine Achse der Ellipse gleich Null, und es han-
delt sich um die Bewegung beim Abwickeln einer
Zykloide.

Bei der umgekehrten- Bewegung — also beim Glei-
ten eines Zykloidenpaares an den Schenkeln des
festen Winkels — beschreibt der gemeinsame Mittel-
punkt O der Zykloiden eine Ellipse; man ent-
nimmt néimlich aus der Figur unmittelbar die Koor-
dinaten von O im Achsenkreuz i, to:

ty=—08, - singp, t,=08; - cos ¢ .

Ohne Beweis sei noch bemerkt, daB sich das
Gleiten eines festen Winkels an zwei konzentrischen,
dhnlichen  (auch komplexihnlichen) Pseudo-
zykloiden?® i a. durch das Abrollen einer
Hyperbel auf einer Pseudotrochoide er-
setzen liBt. Fiir die Bahnkurve des gemeinsamen
Mittelpunktes der Pseudozykloiden bei der umge-
kehrten Bewegung ergibt sich eine Hyperbel.
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2) Da entsprechende Stiicke von Rast- und Gangpolbahn
gleich lang sind, ldBt sich mithin zu jedem Trochoiden-
bogen unschwer ein Ellipsenbogen gleicher Linge angeben.

3) Wolffing: ,,Uber Pseudotrochoiden*, Zeitschrift
f. M. u. Ph.,, Bd. 44 (1899).






