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Einfacher Beweis fiir die Unabhiingigkeit der Petzvalschen
Bildkriimmung vom Dingort
Von
A. Reuschel (Optische Werke C. Reichert, Wien)
und
W. Wunderlich (Technische Hochschule Wien)

(Mit 2 Textfiguren)

Vorgelegt sei eine von s brechenden Kugel-
flichen gebildete, ausgerichlele Linsenfolge mit
den Mitlelpunkten C,, C,. ...Cs . Vermoge der
Brechung an der 1. Kugelfliche wird dem
Punkt P, des Objektraumes der auf dem Zen-
tralstrahl C,P, liegende Bildpunkt P;" zuge-
ordnel; analog soll diesem Punkl P, = P,
— ohne Riicksicht auf seine Entstehung — mit-
tels der Abbildung durch die 2. Kugelfliche der
Bildpunkt P,” auf C,P, zugewiesen werden usw.
Auf diese Weise fortfahrend. gelangt man
schlieBlich zu einem Bildpunkt Pg’, der als
das durch die gegebene Linsenfolge entstchende
~Petzval-Bild“ von P, Dbezeichnet wer-
den soll. '

Fiir einen aul der oplischen Achse liegenden
Dingpunkt fillt das Petzval-Bild mit dem
Gaublschen Bildpunkt zusammen. Dies
gilt nicht mehr fur die Punkte seitlich der

Achse, fir welche ndamlich ein optisches
Gerdat im  allgemeinen zwei Bildpunkte

liefert, den meridionalen und den sagi t-
talen. Der erste entsteht durch die Vereini-
gung der wenig geneiglen und in der Einfalls-
ebene liegenden Strahlen. der andere durch dic
Vereinigung der Strahlen, die in einer zur Ein-
fallsebene normalen Ebene verlaufen. Einem
ebenen Gegenstand enlsprechen somit im all-
gemeinen zwei nicht ebene Bildflichen, die
meridionale und die sagillale. Wenn diese beiden
Bildschalen micht zusammenfallen, dann ist ein
Zweischalenfehler (Astigmalismus) vor-
handen; im gegenteiligen Fall ist der Astigma-
tismus gehoben. Die Fliache, die in der Milte
zwischen den beiden erwihnten Bildschalen
verlauft, heiBt mittleres Bildfeld.

Bei Annahme einer einzigen brechenden
Kugelfliche stellt das Petzval-Bild P,’ eines be-
liebigen Dingpunktes P; dessen wahres Bild
(Zentralstrahlenbild) dar. Fir s> 1 hingegen
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konnle es zuniichst scheinen, als ob dem Pelz-
val-Bild tberhaupt keine physikalische Bedeu-
lung zukime, weil ja in jedem Zwischenbild
eine Richlungsiinderung des Lichtstrahls vorge-
nommen wurde. Es liBL sich jedoch zeigen, daB
das meridionale Bild vom Pelzvalschen mnach
derselben Seile hin dreimal so weit entfernt
liegt wie das sagiltale 1). Fiir asligmatisch kor-
rigierte Objektive fallen demnach die meridio-
nale und sagiltale Bildschale mit der Pelzval-
schen zusammen. Aber auch bei Systemen, die
Asligmalismus aufweisen, gestattet dic Pelzval-
sche Bildschale eine gewisse Aussage iiber die
Lage der meridionalen und der sagittalen Bild-
schale. Das Pelzvalsche Bild spielt somit tat-
siichlich eine wichtige Rolle.

Das Petzval-Bild einer zur optischen Achse x
senkrechlen Dingebenc ist also -— zum Un-
terschied vom Gaulischen Bild — wnicht wieder
eine Ebene, sondern eine gewisse Dreh-
fliache mil der Achse 2, die in ihrem auf
x gelegenen Scheijlelpunkt von der GauBschen
Bildebene beriihrl wird. Die Scheitelkr im-
mung der Pelzvalschen Bildfliche ist mach
dem Gesaglen von enlscheidender Bedeutung
fir die optischen Qualiliten eines zentrierten
Linsensyslems 2). Sie wird kurz die ,Petzval-
Krimmung“ schlechtweg genannt, seit der
Oslerreichische Mathematiker Josef Petzvatl
(1807 bis 1891), ein Pionier der mathematischen
Optik, als erster die merkwiirdige Tatsache er-

kannle, daB die genannle Scheitelkriimmung

1 M. Berek: Grundlagen der praktischen
Optik. Analyse und Synthese optischer Systeme
(Berlin und Leipzig 1930), 53 ff.

H. Chrétien: Cours de calcul des com-
binaisons gpliques. 3. Aufl. (Paris 1938),764 f.

7} Vgl. diesbeziiglich elwa S. Czapski—O.
Eppenstein: Grundzige der Theorie der
oplischen Instrumente nach Abbe, 3. Aufl.
(Leipzig 1924), 262 ff.. 279.




unabhingig vom OrtderDingebene,
also gegen Parallelverschiebungen derselben un-
empfindlich ist.

Der Pelzvalsche Lehrsalz, der sich aul die
Abbildung von Kugelflichen ausdehnen 1aBt,
die die optische Achse senkrecht schnciden,
halte seinerzeit in Iachkreisen groBes Auf-
sehen erregt. Pclzval selbst hatte seinen Salz
ohne Beweis veroffenllicht®). Die scither ge-
gebenen DBeweise Dberuhen fasl ausschlicBlich
aul Reihenentwicklungen und sind keineswegs
einfach und vor allem nicht durchsichlig. £) —
Es ist eigenarlig, bei dieser Gelegenheit fest-
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schen ibrig 1aBt. Das Fehlen cines cinfachen
Beweises ist wohl auch der Grund dafar, daB
die Bedeulung der Petzval-Kriimmung — uber
die sich Pelzval vollkommen im klaren war —
selbst von anerkannten Fachleuten noch jahr-
zehnlelang verkannt und miBverstanden wurde.,

Auf Grund der Rolalionssymmelrie eines zen-
triert vorausgesetzten Linsensystems kénnen wir
uns auf die Belrachlung einer Achsenebene
(Meridianebene) beschrinken. Bedeutet in Fig. 1
der Kreisbogen & mil dem Mittelpunkt € auf 2
und dem Radius r di¢ Trennungslinie zwischen,
zwei Medien mit den Brechzahlen n und n’, so

Fig. 1.
Pelzval-Bild einer Geraden (n’: n = 1-8).

stellen zu missen, daBl in der sogenanuten ..geo-
melrischen Optik* wahrhaft geometrische Me-
thoden sich verhiiltnismiBig selten finden. DaB
diesc jedoch nichl nur mit Erfolg, sondern auch
mil Vorteil eingesetzt werden konnen. soll der
in der Folge dargelegle elemenlare Beweis fiir
dic Invarianz der Pelzval-Krimmung zeigen, der
an Kirze und Durchsichligkeit nichts zu wiin-

) J. Peltzval: Bericht iber die Ergebnisse
einiger dioptrischer Unlersuchungen (Pest 18433,
27. — Bericht tber oplische Untersuchungen.
Sitzungsber. Ak. Wiss. Wien 24 (1857). 99 If,

49 H. Zinken, genannl Sommer: Uber
die Berechnung der Bildkrimmung bei opti-
schen Apparalen. Pogg. Ann. 122 (18645, 563—574.

A. Gleichen: Lehrbuch der geamelrischen
Optik (Leipzig und Berlin 1902). 218—222.

F. Schiffner: Bemerkung zu der soge-
nannlen Pelzvalbedingung der photographischen
Optik. Z. Math. Phys, 54 (1907), 92—95.

wird die Abhéngigkeil zwischen cinem Achsen-
punkt A und scinem Bildpunkt A’ durch die
bekannte Beziehung

1 11 1.1
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@) we  ne
zwischen «en von C aus gerechneten und mit
Vorzeichen verschenen Abstinden €4 = ¢ und
CA’ = ¢ beherrschl; das Licht wird wie iblich
als im posiliven Sinn der x-Achse (in den Fi-
guren von links nach rechls) fortschreitend an-
genommen und r als posiliv angeselzt, wenn
Miltelpunkt und Scheitel des brechenden Kreis-

bogens & im posiliven Sinn aufcinanderfolgen 5).

) Verwendct man zur Fesllegung eines
Punkles auf der optischen Achse seinen Ab-
stand vom Scheitel des brechenden Kreis-
bogens, so isl es iiblich, den Radius als positiv
festzuselzen. wenn Scheijtel und Mitt-elp_unk.t im
positiven Sinn aufeinanderfolgen. Bei dieser




Da die Achse x im Falle einer cinzigen bre-
chenden Kreislinie in keiner Weise ausgezeichnet
ist, so gilt die Beziehung (1) auch auf allen
iibrigen Durchmessern von k. Machen wir C
zum Nullpunkt eines Systems von Polar-
koordinaten c, 7, dessen Nullrichlung mit
“a zusammenfallen moge, so haben ein be-
liebiger Dingpunkt P (c. ) und sein Bild
(¢’, 'p) den gleichen Polarwinkel und ihre Polar-
distanzen sind ebenfalls durch dic Gleichung (1)
verknupft. Mit Hilfe der Gleichung {1; kann man
demnach die simllichen Punkte der Objekt-
fliche abbilden.

Dic optische Abbildung P — P’ stellt
nun eine auch fir den Mathemaliker durchaus
bemerkenswerle algebraische Punkiverwandt-
schafl dar; sie ist durch die Gleichung (1) tber
die jeweils realisierbaren physikalischen Mog-
lichkeiten hinaus geometrisch fiir alle Punkte
der Ebene erklirt. Um ihren Grad festzu-
stellen, der vor allem inleressiert, lassen wir
den Punkt P eine Gerade [ durchlaufen und
bestimmen den Ort [’ des zugehorigen Bild-
punktes P’. Es bedeutet dabei keine Einschrin-
kung, wenn wir, wie in Fig. 1, die Dinggerade /
normal zur Nullrichtung x annehmen, so daB
sie durch die einfache Polargleichung

(2) c.co89=¢,
beschrieben wird. Fir die Bildkurve I’ folgl
dann miltlels (1) sofort die Gleichung

(3) ¢’ [(n’ —m) ¢yg— N'r cos v | = — nre,
aus deren Bauart

’

(4) ¢(1—=zcosz)=p
wir schlieBen, daB [’ ein zu x symmelrischer
Kegelschnitt mit dem Brenmnpunkt € und
den charakleristischen Konstanten

n'r

(5) g = — - > }), =

— nr
A i
(7’ —n) ¢

n—n

ist. Das bedeulet. daB es sich bei der Abbildung
P — P’ um cine quadratische Trans-
formalion handelt. Wir bemerken noch, daB
siimlliche Punkte des Kreises & [¢==r) ctbenso
wie seine Milte C (c=0) ,Doppelpunkie’ der

Vereinbarung slimmtl also der Radius auch dem
Jorzeichen nach mil der Abszisse des Kreis-
milttelpunktes tiberein.

Im vorliegenden Aufsalz hingegen werden die
Abszissen ¢ und ¢ auf der oplischen Achse
vom Miltelpunkt des brechenden Kreis-
bogens aus gemessen. In diesem Falle ist die
oben gelroffenc Vorzeichenfestselzung  zweck-
miBig. Der Radius stimml dann samt seinem
Vorzeichen mil der Abszisse des Scheilelpunkles
tiberein. Abgesehen von dieser Abweichung halt
sich die hier verwendele Bezeichnungsweise
so weil wie moglich an das Normblatt DIN 1335.
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Abbildung sind, d. h. mit ihren Bildpunklen
zusammenfallen. Weiler wollen und brauchen
wir die Abbildung jedoch nicht zu -unler-
suchen ©).

Die beiden in (5) angefihrien Kegelschnilt-
konstanten haben bekannte Bedeutungen: = ist
dic numerische Exzenlrizitit und gibt Auf-
schluB tiber die Gestalt des Kegelschnitles: es
liegt eine Ellipse. Parabel oder Hyperbel vor,
je nachdem der Belrag von z' kiciner. gleich
oder groBer als 1 ist; p’ hingegen isl der soge-
nannte .Parameler” und tritt als Radiusvektor
fur ¢ = 90° auf, gleichzeilig aber auch als
Krimmungsradius im Hauptschei-
tel © =07

In der Talsache. daBl die Scheilelkriimmung
1'p der Bildkurve I gemilB 5) unabhiingiy isl
vom Abstand ¢, der Dinggeraden /. konnen
wir bereits den Kern des Pelzvalschen Satzes

%) Die Abbildung ist tbrigens zwei-zweldeulig,
(. h. jeder Punkl besilzt in streng gecometrischer
Auffassung zwei Bildpunkle und ist auch Bild

" zweier Dingpunkle. Dies liegt daran. dall als

Einfallspunkle jeweils zwei Gegenpunkle der
‘vollstindigen) brechenden Kreislinie & in Be-
tracht kommen.

Fir Freunde riaumlicher Belrachlungen sci
noch auf folgende Deulungsmoglichkeil der Ab-
bildung hingewiesen. die sich unmittelbar dar-
aus ableilen liBt. daB die Punktreinen P und P’
auf einem Durchmesser .projektive sind: Er-
richtel man tber dem Kreis & ecinen Dreh-
kegel und projizierl man_seine Punkle P
aus zwei Punklen O und O der Kegelachse
auf die Kreisebene. so hiingen die Projeklionen
P und P’ durch eine Transformalion vom
Typ (1) zusammen. Auf diese Weise kann man
ganz ohne jede Rechnung einsehen. daB eine
Gerade [ auf cinen Kegelschnill [© mit dem
Brennpunkt € abgebildel wird. Wihlt man o
inshesondere als Fernpunkl der Kegelachse. so
erweisl sich die Talsache. daB die Pelzvalsche
Bildkrimmung (Scheilelkrimmung des  Kegel-
schnilles ) von der Lage der Geraden [ unab-
hiingig ist, als ein Abbild des folgenden Salzes
der raumlichen Geomelrie:  Schneidel  man
einen Drehkegel mit Ebenen durch einen festen
Punkl O der Kegelachse und suchl von diesen
Kegelschnillen den NormalriB auf dic Grund-
kreisebene des Drehkegels, so haben alle Pro-
jektionskegelschnitte  dieselbe  Scheitelkrim-
mung. — Auch alle folgenden Uberlegungen
lassen sich auf diese Weise rein geomelrisch
durchfiahren.

7) Dies zeigl man clwa. indem man unter
Verwendung von karlesischen Koordinalen fir
cinen Kegelschnill b2x? -- agyy? = @*D* dic_vom
Brennpunkte ausgehende Kegelschniltsordinate
sowie den Krimmungsradius im Hauplscheitel
(7 = 0) berechnel, wobei sich ibereinstimmend
der Belrag b%/a crgibl.

Der durch (3) gelieferle Werl p* geniigt gleich-

falls der fir die Linsenkriimmung gelroflenen

Vorzeichenfestselzung.




erblicken. Dieses Verhallen ist tibrigens geo-
melrisch evident: Verschieben wir nimlich die
Gerade [ in Achsenrichtung, so bleibt ihr Fern-
punkt U unverindert, so daB auch dessen
Bild U’ fest bleibt; die Strecke CU’ gibt aber
den allen Bildkegelschnitlen gemecinsamen Para-
meter und Scheilelkrimmungshalbmesser p’ an.

Vorldufig haben wir allerdings nur cine ein-
zige brechende Fliche angenommen. Um eine
Aussage tuber die durch eine zweite Linsen-
fliche bewirkle weitere Abbildung des Zwi-
schenbildes /,” machen zu kénnen, miissen wir
auch auf die Abbildung krum mer Linien ein-
gehen. Wir belrachten also zuniichst an Stelle

/

Co 7 )

Kegelschnitt mit dem Brennpunkt C,
dessen Gleichung sich sofort hinschreiben 1B

(6) ¢(l1 —z:cos8%)=p mit (1l —z)=p.

Hiebei wird p wiederum als posiliv angeselzt.
wenn die konvexe Scile des Scheitelelementels
bei 4 in die posilive Richtung der x-Achse
weislt (vgl. Fig. 2).

Dieser eindeutig bestimmte Kegelschnitt 7
bildet sich dann zufolge (1) aul eine Linie I’ mit
der Gleichung

1 1 1 1 1

n'e ‘n

(7)

Fig. 2.
Petzval-Bild ciner Ellipse, die den Mittelpunkt
des brechenden Kreisbogens zum Brennpunkt
hat (n’: n=18).

der Dinggeraden ecine Dingkurve [, die zur
x-Achse symmelrisch sein soll und im Achsen-
punkt (Scheitel) A (¢, ,0) den Krimmungs-
radius p Dbesilzen moge, und fragen wieder
nach dem enlsprechenden Kriimmungsradius
P’ der Bildkurve /. Da oskulierende
Dingkurven stels auch oskulieren de
Bildkurven besitzens), so muB sich 2
darch p ausdricken lassen wnd wird nicht
durch den Gesamtverlauf der Kurve beeinfluBLt.
Diese Freiheil ausniilzend, kénnen wir uns eine
moglichst bequeme Linie [ mit der vorgeschrie-
benen Krimmung 1/p wihlen, ebwa ecinen

8) Riicken mnimlich drei urspriinglich  ge-
trennte Schnittpunkte zweier Dingkurven zu-
Ssammen, so vereinigen sich auch die entspre-
chenden drei Punkte, die die Bildkurven ge-
meinsam haben.

Die Bildkurve [ ist also wiederum ein zu g
symmelrischer Kegelschnitt mit ¢ als
Brennpunkt. Ein Vergleich von (4)und (7) liefert
far die Konstanten die Formeln

8 & = ,ﬁ:r,s,,_ ) Pl _nrp .

(n—n')p +n'r (n— 2y p 4+ n'r

Bemerkenswert ist wieder, daB der Parameter
oder Scheitelkriimmungshalbmesser p’ von I
nicht von ¢, also auch nicht yon ¢, abhangt.
Damit ist jetzt die allgemeinere, dem Satz von
Petzval zugrunde liegende Tatsache bewie-
sen, daB die Krimmung 1/p’ des Bildelementes
nur von der Krimmung 1/p des abgebildeten
Elementes abhingt, nicht aber von dessen Ort
aul der Achse! Der aus (8)ersichlliche Zusam-
menhang [iBt sich auf die ibersichtlichere
Gestalt
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bringen. Es ist kein Zufall, daB diesc Formel
mit der Abbildungsgleichung (1) abereinslimmt,
denn fur ¢ = 90° ist c=p und ¢ =p’. Der
Sachverhall liegt geometrisch wieder auf der
Hand (Fig. 2): Alle zu & symmetrischen Kegel-
schnilte [ mit dem Brennpunkt C und dem
Scheitelkrimmungsradius p haben denselben
Parameler und gehen daher durch zwei ge-
meinsame Punkte Q (- p, 90°); diesen entspre-
chen zwei gemeinsame Punkte Q' (-~ p’, 90°)
der Bildkegelschnitte I’, und da letztere eben-
falls C als Brennpunkt besilzen, haben sie mit-
hin gemeinsamen Parameler und Scheitelkriim-
mungsradius p’.

Der eigentliche Salz von Petzval folgt nun
unmittelbar durch sukzessive Wiederholung. Die
Abbildung vermdége eines brechenden Kreises.
k;, der zwei Mittel mit den Brechzahlen n,
und n, trennt, verwandelt ein zu a normales
Dingelement /; mit der Krammung 1,p, in ein
analoges Element [,’ = [, mit der vom Dingort
unabhiingigen Krimmung 1/p,; dessen Bild-
element [y’ = [;, erzeugt durch cinen weiteren
Kreis k, als Grenze gegen das niichste Mittel
mit der Brechzahl n;, hat eine Scheitelkriam-
mung 1/p;, die unabhéngig vom Ort von [,
also auch vom Ort des Dingelementles [, ist,usf.

In dieser Wieise kann beliebig oft weilerge--

schlossen werden, wenn nur alle Kreismitben
C; auf derselben Achse x liegen. Der Ubergang
von einer Krimmung zur nichsten crfolgt dann
stets durch das auf (9) beruhende Geselz

Pipa Pepy M P Mgy W T

Bei insgesamt s brechenden Kugelflichen.

ergibt sich schlieBlich der Scheitelkriimmungs-
radius py = pyyy des Petzval-Bildes durch
Summation: ders Gleichungen (10) fir i=1,..,s
aus
1 1: £

i n o) n o9y +,-i‘14(

Diese Kriummung ist also vollkommen unab-
hiingig: von der- Entfernung des abgebildeten
Scheitelelementes. und; von der Lage der Zwi-
schenbilder. Die Invarianz: der Pelzvalschen
Bildknimmung gegeniiber- Parallelverschiebun-
gen: der Dingfliche langs. der optischen Achse
hati sich damit auf’ hochst: elementare und- an-
schauliche Avt ergeben.

I i |
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Man kann also die Krimmung des Pelzval-
schen Bildfeldes schon berechnen, wenn auBer
den Brechzahlen simllicher Medien und den
Radien der brechenden Kugelflichen nur noch
dic Krammung der Objeklfliche gegeben ist.
Hingegen braucht tber die lage der Objekl-

fliache, iiber die Dicke der Linsen und tber die

GroBe der Luflabstinde der ausgerichtelen Lin-
senfolge nichls bekannt zu sein. Es ist dureh-
aus begreiflich, daB dieser auBerordentlich be-
merkenswerle Zusammenhang, den Petzval
noch dazu ohne Beweis mitgeteill hatte, seiner-
zeil groBes Xufsehen erregt hat. Je mehr sich
die Pelzvalsche Bildfliche der achsennormalen
Ebene nahert, um so geringer ist die Petzval-
sche Bildkrimmung. Man ist deshalb heslrebt,
den Krimmungsradius p, maoglichst groB zu-
machen. '

Bei einer ausgerichleten Linsenfolge, die
frei von Astigmatismus ist. fallen das
meridionale, sagiltale und mittlere Bildfeld mit

_dem Pelzvalschen zusammen. Man kann daher

{ur ein solches anasligmatisches System ohne
iede Durchrechnung von irgendwelchen Strahlen
auf Grund der Formel (11) sofort die Krimmung
des Bildfeldes. angeben. Insbesondere ist fiir ein
optisches System mit anastigmatischer
Bildfeldebnung, bei dem also der Zwei-
schalenfehler und die miltlere Bildfeldwolbung
gleichzeitig gehoben sind, das Verschwinden
der Pelzval-Krimmung zwar notwendig, aber
nicht hinreichend. Ist die Petzval-Kriimmung
null, so konnen Asligmatismus und Bildfeldwol-
bung noch betrichiliche Werte haben. Ist aber
die Pelzval-Krimmung null und auBerdem einer
dieser beiden Bildfeldfehler gehoben, so ist es
auch der andere. Es liegt dann ein anasltigmati-
sches Syslem mil ebenem Bildfeld vor.

Unter der Voraussetzung: eines ebenen
Dingelementes (p, = o= ) fallt in (11) der
erste Summand. weg und 1/pg’ slellt die ein-
leitend. gekennzeichnete .Yetzval-Krim-
mung“ dar. Fiar ein Tiockenobjektiv
wird das erste und letzte Miltel von Luft
gebildet und demnach ist n, = ny = 1 zwr
selzen: Fir ein Immersionsobjektiv ist
n, die Brechzahl des Immersionsmilltels; auBer-
dem. ist die Vorderfliche der Fronllinse ge-
wohnlich. eben (r; = oo). Fiwr eine h.omo-
gene Immersion stimmen iberdies die
Brechzahlen. fir Immersionsmittel. und: Front-
linse tberein (n, = ny). )
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