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Zur Statik der Strickleiter.
Von

Walter Wunderlich in Wien.

1. Der vorliegende Aufsatz ist als Beitrag zur yDifferenzen-
geometrie® gedacht, die sich bemiiht, differentialgeometrische Be-
ziehungen durch elementargeometrische Sachverhalte an geeigneten
finiten Modellen zu veranschaulichen und zu begriinden. Die Forderung
dieser Arbeitsweise ist vor allem einer Reihe von einschligigen Ab-
handlungen zu verdanken, die in dieser Zeitschrift erschienen sind?).

Im Sinne der genannten Bestrebungen hat der Verfasser unlingst
zur Demonstration der Schraubwendelfldche ein Vorlesungsmodell nach
dem Muster einer Strickleiter herstellen lassen, das aus einer Anzahl
von gleich langen Holzstéiben besteht, deren Enden in gleichen Ab-
stinden in zwei Schniire eingekniipft sind. Bei richtiger Haltung des
Modells stellen sich Gleichgewichtslagen ein, bei welchen die Sprossen
eine #quidistante Folge von Erzeugenden einer Wendelfldche bilden.
Daneben existieren jedoch noch unsymmetrische Gleichgewichtsformen,
und diese sollen hier niiher untersucht werden. Den Schliissel hierzu bietet
die Feststellung, daB — bei Vernachlissigung des Eigengewichts —
in jedem Knotenpunkt die Sprossenachse und die beiden Seilstrecken
aus statischen Griinden in einer Ebene liegen miissen. — Auf die
nicht uninteressanten Stabilititsfragen, die bei dieser Gelegenheit
auftreten, wird nicht eingegangen. Besonderes Augenmerk wird hin-
gegen den Grenzformen zugewendet, die bei infinitesimaler Verdichtung
der Sprossenfolge entstehen. — Auf die naheliegende Verallgemeine-
rung, die die Gleichabstindigkeit der Knoten aufgibt, mag hier blof
hingewiesen sein.

2. Zur Untersuchung stehen also zwei gelenkige Streckenziige

A, A,... und B,B,... mit konstanter und gleicher Seitenlinge h, deren
gleichbezifferte Ecken durch starre Strecken der gemeinsamen Lénge
A;B; = ¢ verbunden sind; wir wollen von » Holmpolygonen® und
', Sprossen® reden. ;

Jede Gleichgewichtslage dieser idealisierten ,Strickleiter® ist da-
durch gekennzeichnet, daf je drei von einem Knotenpunkt ausgehende
Strecken in einer Ebene liegen, denn nur dann konnen die in dem

1) Einige diesbeziigliche Hinweise enthilt die Arbeit von R. SAUER: Parallelo-
grammgitter als Modelle pseudosphdrischer Flichen, Math. Z. 52 (1950), 611—622, die
auch gewisse Beriihrungspunkte mit dem vorliegenden Aufsatz aufweist.
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Knoten angreifenden Krifte (Zugspannungen in den Holmseiten, Stiitz-
druek in der Sprosse) einander aufheben. Diese Bedingung sei in
jedem Knoten erfiillt; die ihm solcherart zugeordnete Ebene heille
. Knotenebene*.

Fassen wir nun ein Maschenviereck der Leiter ins Auge: Es handelt
sich wegen der paarweise gleichen Gegenseiten um ein windschiefes
Parallelogramm, oder — nach einem besseren Vorschlag von BENNETT By
ein ,Isogramm®. Ein solches Viereck ist achsensymmetrisch beziiglich
des Gemeinlots der beiden Diagonalen. Demnach ist der (vorzeichen-
begabte) Winkel zweier benachbarten (orientierten) Knotenebenen stets
auch an der Gegenkante zu finden. Dieser , Schrankwinkels sei fiir
die Holmseiten 2 mit p, fiir die Sprossen ¢ mit — y bezeichnet; unter
der ,Schrinkung® einer Seite soll hingegen der Quotient aus dem
Sinus des Schrinkwinkels und der Seitenlinge verstanden werden.
Nach Benserr gilt dann die leicht zu beweisende Beziehung

siny _ siny

(1) y - ¢

welche besag¢, daB Nachbarseiten eines Isogramms entgegengesetzt
gleiche Schrinkungen besitzen ®).

Da je zwei aufeinanderfolgende Isogramme unserer Leiter eine Seite ¢
samt dem zugehorigen Schrinkwinkel —y gemein haben, so stimmen
zufolge (1) auch simtliche Holmschrinkwinkel @ iiberein. Somit gilt

Satz 1. Die beiden Holme einer im Gleichgewicht befindlichen
(regelmdipigen) Strickleiter bilden zwei gleichseitige Polygone fester und
iibereinstimmender Schrénkung. Der von den zu einer Sprosse gehorigen
Knotenebenen gebildete Winkel ist lings der ganzen Leiter konstant.

3. Nunmehr soll der zur Leiter gehorige Krdfteplan nach den
Regeln der graphischen Statik entwickelt werden. Bezeichne a; die
in A4; angreifende, nach A1 gerichtete und positiv gezihlte Spann-
kraft im linken Holm, analog b; die Kraft in der rechten Holmstrecke
BiBiyi; ¢ sei schlieBlich die von 4: nach Bi orientierte Sprossenkraft
(Fig. 1). Im Knoten 4; wirken danach die Krifte —a;—1, ai, —G, im
Gegenknoten B; die Krifte —bi_y, bi, ¢;. Im Hinblick auf das be-
stehende Gleichgewicht haben beide Vektortripel die Summe Null und
die sie geometrisch reprisentierenden (und gleichbezeichneten) Strecken
lassen sich in Dreiecksform aneinanderreihen. Wir ordnen die beiden
Dreiecke so an, da sie die Seite + ¢; gemeinsam haben. Die folgenden
Kraftdreiecke lassen sich dann lings der Seiten a; und b; anschlieBen,
so daB auf diese Weise fortfahrend ein Kriifteplan in Gestalt einer
Doppelpyramide entsteht, in welcher jedem Leiterstab eine parallele

2) G. T. BENNETT: The skew dsogram mechanism, Proc. London Math. Soc. 13
(1914), 151—173.

%) Man driicke den Abstand einer Ecke von der gegeniiberliegenden Knoten-
ebene auf zwei Arten aus.
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Kante entspricht und jeder Leiterknoten durch eine Dreiecksfliche
vertreten ist (Fig. 1): Die gemeinsame Basis wird von den aneinander-
gereihten Bildvektoren der Sprossenkrifte c¢; gebildet, wihrend die in
je einer Spitze % bzw. B zusammenlaufenden Mantelkanten die Holm-
krifte a; bzw. b; reprisentieren.

Fig. 1: Einzelmasche der Strickleiter und zugehoriger Ausschnitt des Kréfteplans.

Wir bezeichnen im i-ten Isogramm die bei 4; und Biy. auftretenden
Innenwinkel mit «;, jene bei B; und Aiyq mit fi. Sie gehorchen der
Beziehung %)

©;

2) tg 5 - tg g = 0S5 : COS =¥ — const

und ihre Summe ist < 2m. Dieselben Winkel stofen in der dem Iso-
gramm zugeordneten Ecke G; des Krifteplanes zusammen: Alle an
der Basis der Doppelpyramide auftretenden Vierkante sind mithin
achsensymmetrisch. Die lings der Kanten gemessenen AuBenwinkel
stimmen iiberdies mit den Schrinkwinkeln des Isogramms iiberein.

Satz 2. Der zu einer im Gleichgewicht befindlichen Strickleiter
gehorige Krifteplan ist eine konvere Doppelpyramide, deren Mdntel
lings siamtlicher Kanten den gleichen Keilwinkel m — ¢ aufweisen und
auch lings des Basispolygons unter einem konstanten Winkel m®—y
zusammenstofen.

4. Die Symmetrieachse des von §; ausstrahlenden Vierkants hal-
biert den Winkel der Kanten a; und b;, fillt also mit der Normale
des durch €; gehenden Drehellipsoids I'; zusammen, das die Pyramiden-
spitzen % und B zu Brennpunkten hat. Die Normale ist nun auf
Grund der Fokaleigenschaften gemeinsame Hauptachse der o' Be-
riihrungskegel, die aus €; an simtliche durch die Brennpunkte 2 und

%) Man berechne die Normalprojektion der Diagonale A;B;,, auf die Symme-
trale des Winkels B; 4; 4;,, = «, auf zwei Arten.
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B bestimmten Flichen 2. Grades gehen. Die beiden, ebenfalls zu der
Flichennormale symmetrischen Kanten ¢; und i1 gehen durch Spiege-
lung an I'; auseinander hervor und sind gegeniiberliegende Erzeugende
auf einem der genannten Kegel: Sie beriihren mithin beide ein ge-
wisses Ellipsoid 4; und ein gewisses Hyperboloid 4; der durch die
Brennpunkte % und B definierten konfokalen Schar. Zur néchsten
Ecke €1 weiterschreitend, erkennen wir unmittelbar, daB Aoy = 4
und 47,-4_1 — A;: Der Grundkantenzug ¢, ¢, ... der Doppelpyramide
ist mithin einem bestimmten Drehellipsoid 4 und einem konfokalen
Drehhyperboloid A mit den Brennpunkten U, B umschrieben.

Es 1iBt sich nun weiter zeigen, dal auch simtliche Ellipsoide I
zusammenfallen. Zufolge (2) ist ndmlich

3) tg %itg B —tg T tg O

und der Korrespondenzsatz liefert iiber

nach passender Erweiterung

sin e, — sin f, sin «, — sin f,

Tsin(e, + B | sine

4)

sin (e + B1)
Auf Grund des Sinussatzes in den Teildreiecken B, und 4, haben
wir dann mit [a;] = @, |b;] = b; und || = ¢

b,—b, a,

= c—a' oder a,+b,=a,+b,,

Cy 2

also allgemein

5) a; + b; = const.

Der Grundkantenzug «,, ¢,, ... der Doppelpyramide ist mithin einem
bestimmten Drehellipsoid I' mit den Brennpunkten U, B eingeschrieben.
Zusammenfassend gilt demnach

Satz 3. Das Basispolygon der Doppelpyramide, die den Krdfte-
plan einer im Gleichgewicht befindlichen regelmdfpigen Strickleiter
darstellt, it sich als Weg eines Lichtstrahls auffassen, der an einem
verldngerten Drehellipsoid, dessen Brennpunkte mit den Pyramiden-
spitzen zusammenfallen, wiederholt reflektiert wird.

Oder in der Sprache der Statik:

Satz 4. Bei einer im Gleichgewicht befindlichen regelmdipigen
Strickleiter ist sowohl die Vektorsumme als auch die Betragssumme
gegeniiberliegender Holmspannungen lings der ganzen Leiter konstant.




Zur Statik der Strickleiter. 17

Da sich die Gleichungen (2) bis (5) auch in der umgekehrten
Reihenfolge entwickeln lassen, so gilt als Umkehrung der Sitze 2
und 3 der auch an sich bemerkenswerte

Satz 5. Wird das Wegpolygon eines wiederholt an einem eifor-
migen Drehellipsoid reflektierten Lichtstrahls aus den beiden Brenn-
punkten projiziert, so entstehen zwei Pyramiden mit durchwegs gleichen
Keilwinkeln, die auch lings des Lichtpolygons unter einem konstanten
Winkel zusammentreffen.

DaB eine solche Doppelpyramide stets als Krifteplan einer regel-
miBigen Strickleiter angesehen werden kann, liegt auf der Hand.
Verlduft das Grundpolygon iibrigens ganz in der Aquatorebene
(¢; = P = const, a; = b; = const), dann bildet die zugehorige Leiter-
form das einleitend erwihnte Wendelflichenmodell.

5. Denken wir uns die in Satz 2 und 3 genannte Doppelpyramide
unter Erhaltung ihrer Kantenlingen wverknmickt — was ja bei jeder
offenen Doppelpyramide sicher moglich ist — so kommen die Basis-
ecken G; wegen (5) wiederum auf ein eiformiges Drehellipsoid I'" gleicher
Hauptachsenlinge zu liegen, dessen Brennpunkte A', B’ durch die
Neulagen der Pyramidenspitzen gegeben sind. Da die Seitenwinkel
«;, B; der Basisvierkante unverinderlich sind, so bleiben die Vierkante
stindig achsensymmetrisch. Die Symmetrieachsen hilften die Winkel
der Brennstrahlpaare, sind also Normalen der Fliche I, und der
Grundkantenzug ist der Weg eines wiederholt an I"" gespiegelten
Lichtstrahls. Zufolge Satz 5 ist daher auch die neue Grestalt der Doppel-
pyramide der Krifteplan einer regelmiiBigen Strickleiter, allerdings
nicht mehr der urspriinglichen.

Die AuBenwinkel v, y der Vierkante &ndern sich gemif der zu
(2) dquivalenten Formel
(6) . tg % ‘tg % = ¢08 ﬁi}ﬁ—‘ : cos i;ﬂ == const.

Die Neuwerte %', ' lassen sich daher nach dem Vorgang von R. SAvER?)
etwa mit Hilfe eines ,Knickparameters“ i darstellen durch

) tg%:l-tg%,tg%:l—l-tg%.

Mit den Schrinkwinkeln ' und 7' ist dann aber auf Grund der
BexnertT-Relation (1) auch das Abmessungsverhiltnis der Leiter bekannt.
Abgesehen von einem willkiirlichen MaBstabsfaktor betragen die neuen
Sprossenabstinde und -lingen dann

h ; ¢

® W= grmra—meosy> ¢ = AFH—(—#oosy "

6. Von besonderer Bedeutung ist die zu 4 = 0 gehdrige platte
Grenzform: Hier erscheint die Doppelpyramide wegen 3’ =0 und

Mathematische Zeitschrift. Bd. 55. 2
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y' = = vollstindig in die Ebene ausgebreitet und das verebnete Basis-
polygon ist der Weg eines wiederholt an einer Ellipse reflektierten
Lichtstrahls (Fig. 2). Diese einfach zu konstruierende Sonderform stellt
das (doppelt iiberdeckte) Netz der Doppelpyramide dar und kann zur
Herstellung eines verknickbaren Kartonmodells derselben dienen®).

Satz 6. Bei der Verebnung der Doppelpyramide aus Satz 2 und
3 geht das Basispolygon in ein ebenes Vieleck iiber, das einer Ellipse
eingeschrieben und einer konfokalen
Ellipse umgeschrieben ist. Die Ver-
bindungen der Ecken mit dem einen
oder anderen Brennmpunkt ent-
sprechen dabei den Mantellinien.

Es existiert iibrigens noch eine
zweite platte Knickform der Doppel-
pyramide, nimlich fiir 4 = oo
(" = =, 9" =0). Auch hier tritt ein
einer Ellipse eingeschriebenes Re-
flexionspolygon auf, das jedoch einer
konfokalen Hyperbel umschrieben
ist und die Hauptachse im Zickzack-
wege fortwihrend iiberschreitet.
Diese Grenzlage lieBe sich mit dem
Kartonmodell nur nach Trennung
der beiden Mintel verwirklichen,

Fig. 2: Platte Grenzform indem man dann jeden Teil fir
als Netz der Doppelpyramide. sich ,einwickelt®.

Zu den beiden platten Grenz-
formen der Kriftepyramide gehoren natiirlich auch ebene Gleich-
gewichtslagen der Strickleiter. Die Leitermaschen bilden dabei iiber-
schlagene Vierecke (,Antiparallelogramme®), und zwar iiberkreuzen
einander fiir 4 =0 die Sprossen (k' <s'), fir 4= o0 hingegen die
Holme (2" >s").

Hervorgehoben sei schlieBlich noch, daB sich nunmehr auch ein
Ausgangspunkt fiir eine bequeme darstellend-geometrische Behandlung
des vorliegenden Fragenkreises bietet, denn aus der platten Grenz-
form liBt sich eine nicht ausgeartete Gestalt der Doppelpyramide
unschwer rekonstruieren, und mit deren Hilfe ist dann auch die zu-
gehorige Gleichgewichtsform der Strickleiter schrittweise zu entwickeln.

5) Zur genauen Festlegung der meist schleifenden Schnitte des Lichtstrahls
mit der Ellipse bediene man sich des konjugierten Durchmessers, der die be-
treffende Sehne halpiert. Er 1iBt sich mittels einer Scheiteltangente und des zu-
gehorigen Kriimmungsmittelpunktes schnell angeben, wenn man weib, daf} jedes
aus zwei konjugierten Durchmessern und einer Scheiteltangente gebildete Drei-
eck seinen Hohenschnittpunkt im Scheitelkrimmungszentrum hat (vgl. Fig. 2).
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Auf diese Weise entstand Fig. 3, die eine Abbildung in Grund- und
Aufri darstellt.

dem der
@ " Schraubperioden

Fig. 3: Gleichgewichtslage einer (gewichtslosen) Strickleiter .
samt zugehoriger Kriftepyramide.

7. AbschlieBend vollziehen wir nunmehr — wie am Ende jeder
differenzengeometrischen Untersuchung — den von vornherein be-
absichtigten GrenzprozeB h— 0, der bei festgehaltenem Schréinkungs-
wert (1) gleichzeitig ¥ — 0 bedingt. Wir gelangen damit zu einer ,konti-
nuierlichen Strickleiter mit gekriimmten Holmen, bei welcher die
Sprossen die Erzeugendenschar einer gewissen Strahlfliche ( Regelfliche)
> erfiillen. Da die Knotenebenen zu den Schmiegebenen der Holm-
kurven werden, so stellen letztere zwei im festen Abstande c ver-

2%
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laufende Schmieglinien (Haupttangentenkurven) der Fliche X dar;
je zwei zusammengehdorige Schmiegebenen schlieBen den festen Winkel
— y ein. Die beiden Holmkurven sind iiberdies durch konstante Torsion
gleichen Wertes

1o e s v _ siny
® g5 1}1—I>no e
ausgezeichnet. Sie bilden nach allem ein ganz spezielles jener Kurven-
paare fester Windung, wie sie .bei der Bickrunp-Transformation der
pseudosphirischen Flichen als Paare entsprechender Schmieglinien
auftreten. :

Da das Gemeinlot zweier Nachbarsprossen gegen die Zentraltangente
der Strahlfliche = konvergiert, der Zentralpunkt aus Symmetriegriinden
in die Sprossenmitte zu liegen kommt und die Tangentialebenen in
den Sprossenenden den Winkel — y einschliefien, so besitzt die Sprossen-
fliche den konstanten Drall

IR, o
(10) p=—getg 5.

Die Doppelpyramide des Krifteplans wird zu einem von den
Brennpunkten eines verlingerten Drehellipsoides ' ausstrahlenden
Doppelkegel, dessen Basiskurve eine geoditische Linie g von I" ist.
Letzteres ist eine Folge der Achsensymmetrie der urspriinglichen
Vierkante: Die Verbindungsebene aufeinanderfolgender Grundkanten
wird zur Schmiegebene von g und enthiilt schon vorher die mit der
Symmetrieachse identische Flichennormale €).

Zusammenfassend gilt also

Satz 7. Die Sprossen einer kontinuierlichen, im Gleichgewicht
befindlichen Strickleiter fester Breite bilden eine Strahlfiiche konstanten
Dralls, deren Striktionslinie die Sprossenmitten verbindet. Die Sprossen
sind parallel zu den Tangenten einer gewissen geoditischen Linie auf
einem eiférmigen Drehellipsoid. Die Holme der Leiter bilden ein BicKLUND-
Paar zweier Kurven konstanter gleicher Torsion und sind Schmieg-
linien der Sprossenfliche. lhre Tangentenrichikegel werden von den
Brennstrahlen des Ellipsoids erzeugt, die die Geoddtische g treffen.

Auf Grund des bekannten periodischen Verlaufs der geoditischen
Linie ¢ liBt sich auch eine gewisse Periodizitit der Strickleiter vor-
hersagen. Die beiden Holmkurven werden im allgemeinen durch ge-
wisse Schraubungen in sich bzw. ineinander transformiert. Im beson-
deren Fall der zu i = 0 gehorigen ebenen Gleichgewichtsformen
sind es Schiebungen.

%) Einleuchtend wire auch die Berufung auf das FErmaTsche Prinzip, wonach
das Licht im einheitlichen Medium den kiirzesten Weg nimmt: Der das Basis-
polygon nach Satz 3 darstellende Weg des reflektierten Lichtstrahls verlduft
urspriinglich zwischen zwei konfokalen Ellipsoiden I' und 4 und wird mit 4— I’
zum kiirzesten Weg auf I
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8. Die beiden Mintel des vorhin besprochenen Doppelkegels stoBen
nach Satz 5 lings ihrer Grundlinie g unter dem konstanten Winkel
m — p zusammen, der an jeder Stelle durch die Schmiegebene gehilftet
wird: ¢ ist mithin pseudogeoddtische Linie auf jedem der Teilkegel,
also eine ,bikonische Pseudogeoddtische“”). Neu ist wohl auch der
aus Satz 6 flieBende

Satz 8. Wird eine auf einer Drehfliche 2. Grades gezogene geo-
ddtische Linie aus einem Bremnpunkt projiziert und der Projektions-
kegel verebnet, so geht sie in einen Kegelschnitt gleicher Haupt-
achsenlinge iber, der die Kegelspitze zum Brennpunkt hat.

.

Dieser Sachverhalt kann auch in der folgenden Form ausgesprochen
werden:

Satz 9. Rollt eine Drehfliche 2. Grades lings einer geoditischen
Linie geradlinig auf einer Ebene fort, so beschreibt jeder Flidchenbrenn-
punkt eine ebene Bahn, und zwar eine DELAUNAYSChe Kurve in einer
die Rollspur enthaltenden Ebene®).

9. Um zu den geodétischen Linien des zweischaligen Hyperboloides
zu gelangen, hitte man Holmspannungen verschiedenen Vorzeichens
zuzulassen, was natiirlich nur zu labilen Gleichgewichtslagen fiihren
wiirde. Ubrigens taucht auch unter der bisherigen Voraussetzung
bloBer Zugspannungen in beiden Holmen ein Stabilitdtsproblem auf,
wie ein Experiment mit dem Wendelflichenmodell ganz auffiillig zeigt :
Bei fortschreitender Verwindung, die die Hohe zwangslidufig verkleinert,
erfolgt plotzlich ein Umschlagen in eine nahezu ebene Gleichgewichts-
form, die keine Wendelfliche mehr reprisentiert.

Um zu den geodétischen Linien des Drehparaboloides zu gelangen,
wiren unendlich groBe Spannungen in einem der Holme zuzulassen,
der unter ihrer Einwirkung eine vollkommen geradlinige Gestalt an-
nehmen wiirde. Die zweite Holmkurve bleibt gekriimmt und ist als
BickLuND-Transformierte einer Geraden identisch mit der Schmieg-
linienform einer jener speziellen Schraub- oder Drehflichen konstanter
negativer Kriimmung, die durch Verschraubung oder Drehung einer

) ,Pseudogeoditische Linien® nannte der Verfasser jene Flichenkurven, deren
Schmiegebenen gegen die Trigerfliche unter einem festen, jedoch nicht rechten
Winkel geneigt sind. Von den bikonischen Pseudogeoditischen handelt die Arbeit:
y»Raumkurven. die pseudogeoditische Linien zweier Kegel sind“ Mh. Math. 54
(1950), 55— 70. DaB sich unter diesen merkwiirdigen Kurven auch die echten
Geoditischen der Drehflichen 2. Grades finden, wurde schon friiher gezeigt:
»Uber die Nystromsche Strahlkongruenz und die geodiitischen Linien der Flichen
2. Grades“, Soc. Sci. Fennica, Comm. phys. math. 15 (1950).

8) Nach DerauNay werden bekanntlich die von den Brennpunkten eines auf
einer Geraden rollenden Kegelschnittes beschriebenen Bahnkurven benannt. Im
Falle der Parabel ergibt sich die Kettenlinie.
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gemeinen Traktrix um die Asymptote entstehen. Diese Holmkurven
lassen sich mittels hyperbolischer Funktionen noch elementar dar-
stellen, wihrend zur Beschreibung der allgemeinen Gleichgewichtslage
der Strickleiter elliptische Integrale oder Funktionen notwendig wiren,
die bereits in die geoditischen Linien der zugehorigen Drehflichen
9. Grades (mit Mittelpunkt) eingehen.

(Eingegangen am 11, Juli 1951.)





