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Uber die L-Torsen der Fliachen 2. Klasse

Von Warter WunperricH in Wien

1. In gewissem Sinne dual zu den im Rahmen der konformen Geometrie des
dreidimensionalen Raumes (also der Mosrusschen Kugelgeometrie) betrachteten
und nach G. DArBoUx benannten ,,D-Kurven' einer Fliche — jenen Kurven, deren
Schmiegkugeln die Fliche beriihren') — sind vom Standpunkt der LAGuERRESchen
Kugelgeometrie jene einer Fliche umschriebenen Torsen von Interesse, -deren
Schmiegkugeln die Ausgangsfliche beriihren. Unter den Schmiegkugeln einer Torse A
sind dabei solche Kugeln zu verstehen, die vier zusammengeriickte Tangentialebenen
von A beriihren; ihre Mittelpunkte erfiillen offenbar die Gratlinie der durch die
Normalebenen von A eingehiillten abwickelbaren Fliche, welche bekanntlich die
rektifizierende Torse fiir die Gratlinie von A darstellt. Auf die genannten, einer
doppelt gekriimmten Fliche umschriebenen und LAGUERRE-invariant mit ihr ver-
bundenen ',,L-Torsen** hat W. BLAscHKE hingewiesen 2).

Fiir die Flichen 2.Ordnung sind die D-Linien, wenigstens prinzipiell, bereits
‘a. a. 0.1) von Darsoux selbst bestimmt worden; ihre Darstellung fiihrt im allge-
meinen auf elliptische Integrale. In einer demnichst erscheinenden Arbeit habe ich
eine sehr einfache und vorwiegend rein geometrische Behandlungsweise dieser Kurven
dargelegt und dieselben als affine Béschungslinien (mit zur Grundfliche konzyklischen
Tangentenrichtkegeln) gekennzeichnet?®). Die — im Euklidischen keineswegs rein
duale — Ermittlung der L-Torsen fiir die Flichen 2. Klasse ist meines Wissens noch
ausstindig und soll jetzt hier nachgetragen werden.

2. Diesbeziiglich gilt der

Satz 1: Die Gratlinien der oo? einer Fliche 2. Klasse umschriebenen L-Torsen
sind geoddtische Linien auf den konfokalen Flichen.

Als Grenzformen treten noch die der Fliche umschriebenen Drehkegel hinzu,
deren Spitzen bekanntlich die Fokalkegelschnitte der Flache erfiillen.

1) G. DarBoUX, Des courbes tracées sur une surface, et dont la sphere osculatrice est tangente
_en chaque point & la surface. C. R. 73 (1871), 732—736. — Beziiglich weiterer Literatur siche Enz.
math. Wiss. III-D 3, Nr. 39.

2) W. Brascuke, Uber die Geometrie von Lacuerre III; Beltra.ge zur Flichentheorie. Abh.
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Beim Beweis von Satz 1 wollen wir uns zundchst auf den ,,allgemeinen Fall*
beschrinken. Seien also @ und P zwei regulire konfokale Quadriken und A eine aus
gemeinsamen Tangenten ¢ gebildete Torse, die @ lings einer Kurve & beriihrt und
sich mit ihrer Gratlinie I auf & stiitzt. Die Beriihrungspunkte der laufenden Er-
zeugenden ¢ mit ¢ und ¥ seien S und 7' genannt, die zugehorigen Tangentialebenen o
und 7. Diese bilden bekanntlich einen rechten Winkel?), und da o auch die Schmieg-
ebene von I abgibt, so ist I eine geoditische Linie von ¥ (CHASLES).

Die Schmiegkugelmitten S* der Torse A erfiillen zufolge einer eingangs gemachten
Bemerkung den Grat der rektifizierenden Torse A von I; A ist bei uns die ¢ lings !
umschriebene Torse, welche auch als das Polargebilde der Kurve!l beziiglich der
Quadrik ¢ angesehen werden kann. Der Gratpunkt S* von A ist mithin der Pol
der Schmiegebene o von I beziiglich #. Nun erfiillen die Pole einer festen Ebene
beziiglich aller Fliachen einer konfokalen Schar bekanntlich eine Gerade, die wegen
des in der Schar enthaltenen absoluten Kegelschnittes zu der Ebene normal ist.
Das bedingt in unserem Fall, angewandt auf die Ebene o, daB deren Polgerade SS*
die Flichennormale von @ in S ist, womit nachgewiesen ist, da @ von den Schmieg-
kugeln der Torse A beriihrt wird, letztere also tatsichlich eine L-Torse von @ ist.

DaB sich auf diese Weise simtliche L-Torsen der Grundfliche @ ergeben, wenn
die ,,Stiitzfliche* ¢ innerhalb der Schar variiert, liegt auf der Hand. Die Gesamt-
‘heit der L-Torsen gliedert sich danach in co! einfach ausgedehnte, den einzelnen
Stiitzflachen zugeordnete Systeme von je co! Exemplaren. Die Beriihrungskurven &
der Torsen eines solchen Systems bilden auf der Grundfliche @ zusammen mit den
durch ' als Leitfliche definierten Geodtischen % ein konjugiertes Netz innerhalb des
von der Kriimmungslinie ¢ = @ berandeten Gebietes.

3. Bedenken wir, da$ sich der Ubergang S — o — 8* aus den Polarititen 8
und £ an @ und ¥ zusammensetzt, so erkennen wir, da$ der direkte Ubergang S — S*
durch eine Affinitit A = Q P bewerkstelligt wird, welche die Hauptebenen fest
1aBt.

- Werden die beiden Quadriken in kartesischen Normalkoordinaten a;, ,, 2,
durch die Gleichungen

3 3 ’ g 3 Cy
@...Za{ =1undw...za}_l=1(a,.#0) 0
ol S ' :
beschrieben, so stellt sich die genannte Affinitit dar durch
%...xfz(l—%)x,- G=12.3). @)

4) Die aus ¢ an die Flichen der @ und P enthaltenden konfokalen Schar legbaren Tangential-
ebenen bilden die Paare einer quadratischen Involution mit den Doppelebenen ¢ und 7; dem der
Schar angehérenden absoluten Kegelschnitt entsprechend enthilt die Involution ein Paar von Mi-
nimalebenen, ist also symmetrisch (¢ L 7).










48 W. WUNDERLICH ARCH. MATH.

werden sie in die unter z/4 ansteigenden echten Bdschungslinien der Hyperboloide

X2+ X2 1

e O , ®)
verwandelt. Diese Kurven sind hinlé‘mglich bekannt und lassen sich auf Grund der
folgenden Bemerkung bequem ansetzen: Eine Ebene, die mit konstanter Geschwindig- -
keit um eine Achse rotiert und gleichzeitig in Richtung dieser Achse eine harmonische
Schwingung mit beliebiger Frequenz vollfiihrt, hiillt die Tangentenfliche einer
Boschungslinie ein, die auf einer Drehquadrik verlduft. In sinngeméBer Abwandlung
dieser Tatsache erhalten wir die hier interessierenden Boschungslinien als Gratgebilde

der Ebenenschar

I

X, sinp—X,co8p+ Xg=eshpp. (10)

Zweimalige Ableitung nach g liefert zwei weitere Gleichungen, denen die Gratpunkte
geniigen miissen. Ausrechnung der X, fithrt dann auf die gewiinschte Parameter- -
darstellung einer solchen Bischungslinie Z,:

X, = ep(ch py cos p — p sh py sin @)
X, = ep(ch py sin ¢ + p sh pg cos @) (11)
X, =e(1+p% sh pp.
I, verlauft auf dem Drehhyperboloid
X2+ X2 X2
P T
und dieses stimmt mit @, (9) iiberein, wenn wir 2 =1 und 1+ p? = 1/2 setzen.
Wir erkennen nebenbei, da$ sich diese Boschungslinien im Normalrif§ auf die X, X,-
Ebene als Hyperzykloiden abbilden?).  Die Schichtenlinie X; = 0 der Tangenten-
fliche einer solchen Boschungslinie ist hingegen eine Parazykloide, die iibrigen sind
Parallelkurven derselben. :
Kehren wir jetzt mittels der Kollineation (8) wieder zum urspriinglichen System
zuriick, und beachten wir, daB die aus den Punkten des Grundkreises an die kon-
fokalen Hyperboloide legharen Tangentialkegel kongruente Drehkegel sind, so
kionnen wir zusammenfassend aussprechen den
Satz 3: Jede nichtkonische L-Torse des Kreises 2% + 2,2 =1, 13 = 0 wird als
Ebenenort durch

— e, (12)

@y sing — z,c089p —xzshpp +1 =0 (13)
dargestellt. Ihre Gratlinie
x; = Ap(etgh py cos @ — p sin )
z, = Ap(ctgh py sin ¢ + p cos @) (14)
xy = A/sh pp mit A =1/(1+p?)

) W. BrascukE, Bemerkungen iiber allgemeine Schraubenlinien. Mh. Math. Phys. 19 (1908),
188—204.
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ist Nabelgeoditische eines Drehhyperboloides und erscheint bei Zentralprojektion aus
dem Mittelpunkt auf eine Ebene ':1:3 = const als Hyperzykloide. Die Schichtenlinien
¥y = const der Torse durchsetzen ihre Erzeugenden unter dem. festen Winkel o, — arcctg p
und sind, abgesehen vom Grundkreis, Parallelkurven von Parazykloiden. Die Grat-
linie ist mithin @-Evolutoz'de des Kreises. -

Der Ort der Schmiegkugelmitten der L-Torse, beschrieben durch
n* = —Apising, x,* =Ap?cos ¢, x,* = — Ashpp, (15)

liegt auf einem Drehzylinder und geht bei dessen Verebnumg in eine hyperbolische
Sinuslinie iiber. : : &

Das Schmiegkugelzentrum (15) ergibt sich gema8 Nr. 2 als Pol der Ebene (13)
beziiglich der Tragerfliche (7) der Geodatischen (14).

7. Aus den hier betrachteten L-Torsen einer Fliche 2. Klasse @ lassen sich nun
durch Ausiibung irgendeiner LAGUERRE-Tramsformation die L-Torsen der ent-
sprechenden Flichen 4. Klasse ¢ gewinnen, die W. Brascuxe ,,Hyperzykliden* ge-
nannt hat®). Hierzu gehoren inshesondere die Parallelflichen von ¢, die sich durch
Anwendung der Dilatation ergeben, also durch Parallelverschiebung der (orientierten)
Ebenen des Raumes auf einen bestimmten (vorzeichenbegabten) Normalabstand;

- esist klar, daB hierbei die Schmiegkugelzentren unverindert bleiben. Allgemeinere —
Ja abgesehen von gewissen Grenzformen iiberhaupt die allgemeinsten — Hyper-
zykliden kann man bereits bei Beschrénkung auf die sogenannten ,,LLAGUERREschen
Spiegelungen' erhalten, die konstruktiv am bequemsten zu handhaben sind.

Liegt eine zu einem Kegelschnitt k ausgeartete Quadrik vor, so ist die zugehorige
Hyperzyklide insofern speziell, als sie, den Punkten von % entsprechend, ein System
von oo! eingeschriebenen Kugeln besitzt, also zu den Kanalflichen gehort.

Ist £ speziell ein Kreis, so fiihren die co! ihn enthaltenden Kugeln zu einem
zweiten System von Berithrungskugeln seiner Lacuerre-Transformierten, die damit
als Dupinsche Zyklide zu erkenmen ist. Deren L-Torsen miissen sich mithin gemah
Satz 3 elementar darstellen lassen. Insbesondere gelangt man mit Hilfe der Dilatation
zu den L-Torsen des 7'orus. Diese Dinge sollen hier jedoch nicht weiter verfolgt
werden.

Eihgegaﬁgen am 28. 7. 1950

i) w. BrascukE, Untersuchungen iiber die Geometrie der Speere in der Euklidischen Ebene.
Mh. Math. Phys. 21 (1910), 3—60 (§ 13).
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