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U—o mmﬂ_bawng mﬁg vollés éwnﬁgmm der an Maschinen auftretenden,
mitunter. recht komplizierten’' Béwegungsvorginge zu scthaffen, ist die

Aufgabe der Bewegungsgeometrie oder Kinematik. Umgekehrt befihigt

" sie den Kenner, mit Hilfe der theoretischen Bewegungsgesetze einen vor-

~ geschriebenen und bestimmten Wiinschen geniigenden Bewegungsvorgang
durch zweckentsprechende Getriebe praktisch zu verwirklichen. Damit
ist die Bedeutung der Kinematik fiir den- schopferischen Maschinen-
ingenieur angedeutet. — Dieser Gegenstand, der bei mmu.caﬁmwﬁ:m von
Geschwindigkeits-. und Beschleunigungsbetrachtungen eine 429.:%5%
Stellung zwischen reiner Geometrie und Mechanik einnimmt, blickt als
technische Wissenschaft auf ein Alter von etwa 76 Jahren zuriick und fand
speziell in Deutschland und Frankreich eifrige Pflege von seiten der Tech-
niker und Mathematiker?). Heute ist der Hauptbestand der Kinematik
bereits als klassisch anzusehen, doch bieten sich der Forschung und vor
allem der Anwendung noch reiche Moglichkeiten.

Unter ,, Bewegung® ist im vorliegenden Rahmen stets eine Lagever-
inderung eines starren Systems zu verstehen, also eine — wonanEm.nro.r
vorausgesetzte ~— Folge kongruenter Transformationen; Vorginge, wie sie
etwa beim Stromen einer Fliissigkeit oder eines Gases auftreten, bleiben
hier auBer Betracht. Hangt die Lagenfolge von einem einzigen Parameter
ab (der als Zeit gedeutet werden mag), dann lauft jeder Systempunkt

auf einer ganz bestimmten Bahn und man spricht von einer zwanglaufigen

""" Bewegung. Nur von solchen Beyegungen soll im folgenden die Rede sein.

‘Man | pflegt. s»mv&wwmnna w.mnw&uﬁwm -vorzunehmen:.
g Ebene A.Wmimm‘dsm.. Eine zum starren System gehorige Ebene

gleitet langs einer festen Ebene. Jede dazu parallele Ebene macht dann -

Jasselbe und alle Punkte beschreiben ebene Bahnen. Fiir Punkte auf einer

Ebenennormale fallen- die Bahnen kongruent aus, so dal man die |

Normaldimension unterdriicken kann. Es sind vorwiegend diese ebenen

" radgetriebeusw).. oo o iy "
Ein Punkt O “des dawwm.mﬁmb, Systems ist

&, > Jede Kugelflache mit O

Bewegungen, die den Techniker interessieren (Kolbenmechanismen, Stirn-_

durchlaufen spharische Bahnen; weil -

G d von der Radialdimension kann

s bestehen zahireiche Analogieri zur ebenen
“det ‘sphiirischen aufgefaBt werden’ kann. -

ispicléweise der ‘Theorie der Kegelrider und
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3. Riumliche Bewegung. Hier gilt keine der genannten Einschrin-
kungen und die Bahnen sind allgemeine Raumkurven, Die Theorie dieser
allgemeinsten Bewegungsart ist ziemlich schwierig und findet nur wenig
Anwendungen. Sie spielt unter anderem filr die gelegentlich beniitzten
,,Hyperboloidrader* (Zahnrader mit windschiefen Achsen) eine Rolle.

" Diesmal soll nur die ebene Bewegung betrachtet werden. Als Beispiel

halten wir uns etwa das Schubkurbelgetriebe einer Kolbenmaschine

“vor Augen (Abb. 1). Die Bewegungen der Kurbel und des Kolbens sind
. sehr trivialer Natur — Drehung bzw. Schicbung —, die Bewegung der
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Abb. 1 . Abb. 2
Schubkurbeltrieb mit Geschwindigkeitsplan Gelenkviereck (Kurbelschwinge)

Pleuelstange weist aber schon wesentlich allgemeineren Charakter auf.
Eine naheliegende Verallgemeinerung wire das als Bogenschubkurbel
arbeitende Gelenkviereck (Abb.2). — Es sei nebenbei gestattet, auf
die reichen Moglichkeitén zur Belebung des Mathematikunterrichts
hinzuweisen, die in diesen einfachen Mechanismen stecken: Dreiecks- und
Vierecksaufgaben gewinnen in solcher Einkleidung erhohtes Interesse und
die Beweglichkeit zwingt geradezu zum funktionalen Denken. Elementar-
geometrische und trigonometrische Methoden, analytische Geometrie, ja
selbst Differentialrechnung und Reihenentwicklungen konnen eingesetzt
werden; es konnen Diagramme entwickelt und graphisch differenziert
werden, und das alles fiir ganz ungekiinstelte ,technische™ Fragestcl-
lungen.

Um jede Lage eines bewegten Systems X' gegenilber einem ruhenden
(oder als ruhend angesehenen) System 2’ festhalten zu konnen, denkt man
sich fiir gewshnlich in X’ eine Strecke A'B’ ausgezeichnet, deren einzelne
Lagen A,B;, A3B,, ... im Bezugsystem 2 eingetragen. werden konnen.
Jede solche Strecke A;B; (deren Léinge natiirlich durch A’B’ gegeben ist)
kennzeichriet eindeutig die jeweilige Lage des ganzen Systems 2’. Bei
Kenntnis der beiden Bahnen von 4’ und B’ laBt sich sogar der konti-
nuierliche Bewegungsvorgang verfolgen und etwa it einem Stiick durch-

" sichtigen Pauspapiers, auf dem die Strecke 4'B’ anfgezeichnet ist, experi-

mentell vorfiihren (vgl. Abb: 1 und 2). Das solcherart verwendete Paus-

.. papier ist ein-hervorragend anschaulicher und daher guBerst wertvoller
- Behelf in der ebenen Kinematik; wiewohl es nicht zu den klassischen Kon-
Lt z..,mnaw,mgmﬁm:ng zihlt, woﬁﬁ—z&mﬁn es. bei. gewissenhaftem Gebrauch
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' . mindestens diéselbe Genauigkeit wie Zirkel und Dreieck und spart iiberdies
., ari Hilfslinien; So148¢ sich beispielsweise die Bahn jedes weiteren PunktesC'
~ durch einfaches Durchstechen gewinfien, »: .o - I A
Das Furidament der ¢benen Kinematik ist nun der Satz, daB irgend zwei
Lagen eines starren Systems stets durch eine Drehung ineinander iiber-
gefithrt werden konnen. Hierauf. soll etwas niher eingegangen werden.
Hiufig wird so argumentiert (Abb. 3): Sind 4,B, und A,B; zwei Lagen
der das bewegte System reprisentierenden Strecke A’B’, ferner P der
Schnittpunkt “der Symmetralen von A,Ag und B;B,, dann folgt - aus

den Streckengleichheiten 4,B,=A3B,, 4,P= "R ‘ :
—A,P, B,P=B,P die Kongruenzder Drei- -
ecke 4,B,P und A,B,P, so daB diese durch
- Drehung um P zur Deckung gebracht werden
- konnen. Diese einleuchtende SchluBfolgerung
_weist jedoch eine gefihrliche Liicke auf: Die
Kongruenz der Dreiecke steht zweifelsfrei
fest, diese allein ist aber nicht hinreichend,
sondern es ist noch die Gleichsinnigkeit
notwendig. Dies zeigt sich deutlich im Sonder-
fall zusammenfallender Symmetralen, wenn
der unbestimmte Schnittpunkt P willkiirlich
angenommen wird: Die beiden Dreiecke fallen dann gegensinnig kongruent
aus und kénnen nicht durch Drehung um P zur Deckung gebracht werden!?)
— Ganz gefshrlich wird die angewandte SchluBweise eine Dimension
hoher, namlich bei der raumlichen Bewegung: Man kann die beiden System-
- lagen durch zwei kongruente Dreiecke A,B,C, und A,B,C, reprasentieren
und im Schnitt der drei Symmetralebenen von A4y, BBy und C,Cy
einen Punkt P finden, der mit den Dreiecken zwei kongruente Pyramiden
bestimmt, so daB man versucht ist, .anzunehmen, daf dieselben durch
Drehung um' P zur Deckung gebracht werden konnen. Diese Folgerung
wiire aber vollkommen falsch, da zwei Raumlagen eines starren Systems
im allgemeinen nicht durch Drehung, sondern nur durch Schraubung
zusammenhangen. Hier liegt somit ein interessanter Trugschlu8 vor, der

 offenbar auf der gegensinnigen Kongruenz der Pyramiden beruht.

Abb. 3

Der Beweis der fiir die Ebene behaupteten Tatsache wird besser etwas

- anders aufgezogen; indemi man das bewegte System durch ein rechtwinke-

" “liges und orientiertes Achsenkreuz x'y’ reprasentiert.- Sind zwei System-
. lagen durch die gleichsinnigen Achsenkreuze %y, und %y, festgehalten
- (Abb. 3y, so muB ein allenfalls vorhandenes Drehzentrum P sicher auf der

- . duBeren Winkelsyrumetrale-der Achsen #;, %, liegen: Drehung um irgend-
" . einépi’ Pinkt dieser Symmetrale und um-den Betrag <%y =A@ 1aBt x,

ale:, voti- .y;y,. gewahlt, 50 bringt' diese Drehung ‘wegen
§" 21 ‘Achserpaar und damit die beiden System-

%‘*ﬁ 3 e

esern.. | Sonderfall st leicht zu erkennen:

,?”&mwm___.wc,mﬁ_a&m

gtsammentallen..: Witd P nun gleichzeitig auf der AuBen-

rid. = dann arten die Dreiécke 4,B, P
S genc . und nundoch nﬁuom .

)

lagen zur Deckung. — Da die benutzten Symmetralen einen rechten

Winkel einschlieBen, so ist die Existenz eines Drehzentrums gesichert

falls die beiden Achsenkreuze nicht gerade gleichsinnig parallel liegen.

In diesem Falle wird man zur Ver

einfachung der Redeweise statt von einer

,,Schiebung*“ von einer ,,Drehung um einen unendlich fernen Punkt"’
sprechen, so daB der genannte Satz als allgemein giiltig angesehen werden

kann.

Nachdem nunmehr die Existenz eines Drehzentrums einwandfrei

.gu.
h
Abb. 4

Momentanzentrum und Geschwindig-
keitsverteilung

Abb. 5
Ellipsenzitkel

gesichert ist, ist auch gegen die An-
wendung der ersten Konstruktion nichts
mehr zu sagen. Allgemein mufB} die
Symmetrale zwischen den beiden Lagen
C, und C, irgendeines Systempunktes
C' stets durch den Drehpol P gehen
(Abb. 3).

LiBt man nun die Zeitspanne Af zwi-
schen den betrachteten Einzellagen 1
und 2 des bewegten Systems immer
kleiner werden und gegen Null streben,
so unterscheiden sich die Systemlagen
immer weniger voneinander und das
Drehzentrum P konvergiert gegen eine
bestimmte Grenzlage Py, das zudem
betreffenden Augenblick gehérige Mo-
mentanzentrum, auch ,,Momentan-
pol’“ genannt. Aus den verwendeten
Symmetralen werden nun die Bahn-
normalen, die sich allesamt in P,
schneiden und von denen zwei zur
Ermittlung von P, geniigen (Abb. 4).
Man kann bei Kenntnis des Momentan-
zentrums also samtliche Bahnnormalen
und damit auch simtliche Bahn-
tangenten angeben. Beispicl: El-
lipsenzirkel (Abb. 5. Zwei Punkte

A’ und B’ werden auf zwei rechtwinkeligen Geraden gefiihrt). Auch
iber die Bahngeschwindigkeit eines Punktes 1aBt sich eine Aus-
sage machen, unmittelbar gestiitzt auf die grundlegende Definition als
,,Grenzwert des Quotienten aus Lagendnderung As durch Zeitspanne A¢*.
Man erkennt aus der Betrachtung von Abb. 3, daB die Lagendnderungen
der Systempunkte proportional zur Entfernung vom Drehzentrum sind,
so daB ihre Geschwindigkeiten in jedem Augenblick proportional zur Ent-
fernung vom jeweiligen Momentanzentrum ausfallen. Beispiel: Kon-
struktion der Kolbengeschwindigkeit vp aus der gegebenen Kurbel-
geschwindigkeit v.4 (Abb. 1). Man zieht mit Vorteil die um einen rechten
Winkel geschwenkten Geschwindigkeitsvektoren heran, deren Spitzen fiir
‘je zwei Systempunkte auf einer Parallelen zur Verbindungsstrecke der
Punkteliegen ; diese Konstruktion bleibt auch bei unerreichbarem Momentan-

zentrum ausfiihrbar,

s



nn o E u&oﬂwwﬁraon M,.w#.m@gw_. existiert, betrachten wir wieder die Bewegung des Ellipsenzirkels

: isend W8t :sich also SR b8 el ;o : S

genten . und der: Bahngese ywindigkeiten M#oaﬂmnrmﬂuwww giger o (Abb. 5). Aus OP=A'B’'=const folgt, daB die ,,Rastpolkurve’ p ein
beliebigen &b i Bewegung in ‘jedem Augenblick dieselben = . . Kreis um den Schienenschnittpunkt O ist, wahrend sich fiir die ,,Gang-
. Verhiltnisse Wie bei:einer gewshnlichen 'Drehung. Man pflegt. - , polkurve” ' wegen < A'P'B’'=n/2 der Thaleskreis iiber A’B’ ergibt.
: wwagaabammuan..,,rmmum»%&mw_gﬁﬁa zu- sprechen; doch: bestehen a - Es rollt mithin der Kreis p’ in dem doppelt so groSen Kreis . Da ein
 hinsichtlich diéser mit einem unklaren Begriff operierenden anschaulichen - . . ~#  auf A'B’ gelegener Punkt C', der bekanntlich eine Ellipse beschreibt,
Vorstellung dieselben Bedenken, - wie ‘gégen., allg sonstigen ,,unendlich: . gegeniiber dem Rollkreis p’ in keiner Weise ausgezeichnet ist, so wird
‘Kleinen* Dinge. -~ T E R et e e B S i . ganz allgemein jeder Punkt des bewegten Systems eine Ellipse durch-
Macht man sich femer klar, daB eine mit dem bewegten System mitgenom- - . laufen; fir die Umfangspunkte von p’ schrumpfen die Bahnen allerdings
mene Linie ihre-Hillkurve nur in eifem solchen Punkt beriihren kann, - - : auf die Durchmesser von p zusammen. — Diese ,Ellipsenbewegung”
dessen Bahntangente mit der. Berithrungstangente zusammenfallt, so . liegt dern sogenannten Ovalwerk zugrunde, einem auf LEONARDO DA VINCI
erkennt man, daB alle Beriihrungsnormalen zusammengehdriger Gleit . zuriickgehenden Mechanismus zur Herstellung elliptischer Profile auf der

kurven stets durch das Momentanzentrum gehen. - Dieser Grundsatz, der , Drehbank. —

zur Konstruktion der Hiillkurve dienen kann, liefert auch den Schliissel
zur Thedrie der Zahnréader. = R - : ) :
Fassen wir nun eine ganze Folge von Lagen eines kontinuierlich bewegten ¢ ‘
Systems X’ ins Auge, die samtlich den gleichen Zeitunterschied A4¢ auf- .
weisen mogen ; es handelt sich also sozusagen um eine Filmserie der Bewe-
gung. -Der Ubergang von der 1..zur 2. Lage laBt sich, wie wir wissen,

Zum SchluB mogen diese grundlegenden Dinge auch noch kurz im ana-
lytischen Gewande dargestellt werden, und zwar in einer besonders eleganten
and noch viel zu wenig verbreiteten Form. Bei vielen metrischen Unter-
suchungen in der Ebene — und dazu gehort nicht zuletzt die Kinematik —
empfiehlt es sich, das Paar der Normalkoordinaten #, y zu einer komplexen

i g : S Zahl x+iy==z zusammenzufassen, die Ebene also als Gausssche Zahlen-
durch eine Drehung um einen bestimmten Punkt \u: mammm.wm.? manuﬁu - ebene zu betrachten. Eine Schiebung, die durch den Vektor mit den
dieser ‘.Unmgb,m,a# S dommau#m:. Punkt Py, von a E...Umn a % ist. A, Komponenten a, b definiert ist, driickt sich dann einfach durch die Ver-
Waﬂmﬁﬂﬂmmm—wm M%ymﬂhuw_m W@mﬁ%ﬁ%ﬁﬂ“ﬂ%ﬁ MW». H_MH. %\WWMMW% Swmn .. mehrung aller z um die komplexe Konstante ¢ =a +ib aus; eine Drehung
: M m.addm » e ou mn 2 .Ua&.Eb ammo_.mﬁ amn_w@m: gich EmEm um den Ursprung und um den Winkel ¢ wird hingegen durch die Multi-
in dem der Ubergang von cet & o d Pl mm ek ht also die Streck plikation aller z mit der komplexen Konstanten y =cos ¢ -1 - sin ¢ bewirkt,
mcs.BE mu 12 und P’y als auch Py, un 3._ 5 DARDESE: Mo EU mw Mu._- : wobei nach EULER y=e' geschrieben werden darf.
%Mﬁmﬁmﬁ%%ﬂwﬂ_w@ﬂ%mww%&Uﬂwm%m%ﬂwwmmwoﬂMMMMMWWB wd.“”mmﬁmm - i Wir Wm&mumd uns nun in der festen Ebene der WQ.BEonn Koordinate
System entstehen mithin zwei Polygone = und 7' mit entsprechend . z==1x 1y, analog in der .cwimmﬁan Ebene der Nown&nﬁn {=£&+1m. Die
gleichen Seiten (jedoch unabhén gigen Winkeln). Bei der Folge der Ersatz- . Lage der bewegten Ebene wird festgehalten durch die (komplexe) Ursprungs-
drehungen wilzt sich ' auf 7 ab, wie tibrigens mit Hilfe des Pauspapiers koordinate z, und den (reellen) Verdrehungswinkel @= < x&=<y7.
I e ale ‘ : Die Lage eines bestimmten Systempunktes { ist im festen System dann

sehrschénbeobachtet = ..
- werden kann; Dieur- - -
spriingliche ~ Bahn-
kurve “jedes Punktes
wird dabei durch ein”
gewisses Kreisbogen- -
. polygon angenshert,”
- Nimmt-magi pundas,.
" Zeitintervall “A¢- im-:  trennt. ) .
< B@nggw% HMMQR lge: i i m.nfmo Durch Ableitung nach ¢ ergibt sich die Geschwindigkeit
usgewililte Lagenfolge: immer. dichter

S g : Zeitlupenaufriahme = und die Walzpolygone w und o’ . . 1 ‘ &, z=2o+ & -igp. @)

‘gegeben Q.E.or rmzy LS. a)
Ein Bewegungsvorgang wird nun durch die Anderung von z, und ¢
in Abhingigkeit von der Zeit ¢ beschrieben: z=2z, ®), p=@ (t)}). Glei-
.chung (1) stellt dann bei festem { schon die komplexe Gleichung der
Bahnkurve des Punktes { dar. Ihre gewdhnliche Parameterdarstellung
128¢ sich daraus sofort gewinnen, indem man Real- und Imaginirbestandteile

)

Ld

konvergierea gegen zwel ,, Polkurve

Das ist so zu verstehen: Die Zahl z stellt die komplexe Zusammenfassung
der Geschwindigkeitskomponenten in #- und s-Richtung dar; sie wird
- geometrisch durch den Ortsvektor des Punktes z in der GAussschen Zahlen- -
“ .+ ebene reprasentiert. 5 I i o : e

x.V Die .W:mu.um,mawaionrum wird v&uﬂm_meoomwo.am.,‘u-‘ A,
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, dwbﬁwv ia%m&?ﬂmminﬁg 2u finden, haben wir nur nach dem Punkt
Cavi s o it der Geschwindigkeit z=0 zu fragen. GemiB (2) ist dies der Punkt;
B sy derin der bewegten Ebene durch - - T T

U pr=ae e " @)
Leln Emﬂ. festen ‘Ebene durch ~ " S
. i T .,Z.Au_..nune..Tn.& n?“»e.rfwem\mw : 5 | ,. ©(4)

. mwnmﬁwo_sn..ima.. mmimnm&ou der GroBen ¢ und z, aus (1), (2) und (4)
- liefert ‘die fiir alle Punkte geltende Beziehung . ‘ ;

2= (2 —12¥%) ip, . . 3

. ; - die den bekannten Sachverhalt wiedergibt, daB die Bahngeschwindigkeiten
T . proportional und normal zum Abstand der Systempunkte vom Momentan-
Eant o Sehen wir in den Gleichungen (3) und (4) 7o und @ (und natiirlich auch
gy Tre . die Ableitungen zo und @) als Funktionen von ¢ an, $o haben wir die Para-
e T meterdarsteltungen der beiden Polkurven vor uns. DaB diese aufeinander
o . " abrollen, 4Bt sich ganz leicht zeigen. Differenzieren wir die Gleichung (4),

Qo so erhalten wir )

: BT e 2% =1+ (@ - ip + (e, (6)

P . =0 gemiB (3) ,

e LR " oder’ - . :

L N “dz* =€ - dl*, (7
was besagt, daB8 die Bogenelemente durch Drehung um den Winkel @ zur
Deckung gebracht werden kénnen. Darin steckt aber nicht nur die Bogen-
gleichheit; sondern, da ¢ der Verdrehungswinkel der beiden Koordinaten-
systeme ist, auch die Berithrung der Polkurven. .

Es ist anzunehmen, daB diese analytische Methode — die eine Art von
_Vektorrechnung der Ebene (ohne eigene Rechenregeln!) abgibt — der
. o B “ Denkweise und dem Geschmack des Ingenieurs besonders liegt, wie ja die

2l ey ausgedehnte Anwendung der gleichen Prinzipien in der Wechselstromtechnik
<. 7t " peweist. Die hervorragende Eignung dieser Methode fiir die Kinematik

ey

. - .7 springtin die Augen, und sie ist hierzu vom Vortragenden selbst und in-
... .. einer von ihm geforderten Untersuchung mit Erfolg eingesetzt worden?).
o e g Es wire erfreulich, einen breiteren Interessentenkreis dafiir gewinnen zu

o

*Outirk, Tng.-Ava 1 (1946), 277296, —
urven. Ebbnda, 4 (1960), g1, 0" o, et

ebrie der ebénen Bewegung mit Verwendung komplexer
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