Kuklidische und nichteuklidische D-Linien aiif Quadriken.

Memoria di WALTER WUNDERLICH (a Wien).

Zusammenfassung. - Die auf einer Fliche 2. Ordnung verlaufenden Kurven, deren Schmieg
kugeln die Fliche beriihren, werden hier erstmalig vom synthetischen Standpunki aus
betrachtet. In einfachster Weise ergeben sich dabei wicht nur die wenigen® bekannten,
sondern auch zahlreiche neue geometrische Eigemschaften dieser im allgemeinen trans- .
zendenten Kurven, die gleichzeitig einer darstellend-geometrischen Behandlung zugdng-
lich gemacht werden, - Die unschwer durchzufiihrende Ubertragung der im euklidischen
Raum herrschenden Beziehungen auf einen Raum mit CAYLEY-KLEINScher Metrik weist
auf manche interessanten Zusammenhdinge hin.

1. - Einleitung.

1. Die auf einer vorgelegten Fliche verlanfenden Kurven, deren Schmieg-
kugeln die Fliche beriithren, werden « D-Kurven » genannt, nach G. DAR-
BOUX, der sie als erster betrachtet hat (‘). Diese Kurven fallen offensichtlich
in das Interessengebiet der Inversionsgeometrie, da ihre charakteristische
Eigenschaft durch Inversionen nicht zerstort wird. - Da diese Linien von
Ableitungen 3. Ordnung abhiingen, konnte es im ersten Augenblick scheinen,
dass auf einer Fliche oo® D-Kurven liegen und ihre Bestimmung die Losung
einer Differentialgleichung 3. Ordnung erfordert. Dies ist indessen mnicht der
Fall, wie die folgende grundlegende Uberlegung lehrt.

Sei ! eine D-Linie der (von einer Kugel verschiedenen) Fliche ® und X
ihre Schmiegkugel in einem allgemeinen Punkte 7. X schneidet @ nach einer
Kurve h, die mit ! vier in T vereinigte Punkte gemein hat; da h als Schnitt
bertihrender Flichen in T einen Doppelpunkt aufweist, wird / den einen
Zweig von h einfach und den anderen in drei zusammengeriickten Punkten
schneiden, also oskulieren. Jeder durch die Tangente ¢ von ! (und %) gelegte
ebene Schnitt von ® hat mit » wenigstens 2 + 1 =3 zusammengeriickte
Punkte gemein und sein Krtimmungskreis liegt auf der Kugel X, die damit
als die zum Linienelement (7, #) gehorige Meusnierkugel zu erkennen ist. Unter
den Ebenen durch ¢ ist die Schmniegebene t© von I (und h) ausgezeichnet; alle
und nur die das Element (7, ¢, t) oder das entsprechende Element des zweiten
Ziweiges von h enthaltenden Flichenkurven haben mit # wenigstens 3+ 1 =4
zusammenfallende Punkte gemein und besitzen demnach X als Schmiegkugel.
Insbesondere weist der ebene Schnitt t® in T einen Scheitel auf.

(1) G. DarBoux, Des courbes tracées sur ume surface, et dont la sphére osculatrice est
tangente en chaque point & la surface, < Comptes rendus », 73, (1871), 732.736.
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Nehmen wir umgekehrt in einem Flichenpunkt 7' eine beliebige Fort-
schreitungsrichtung ¢ an, so gehort zu dieser eine bestimmte Meusnierkugel X,
und deren Schnittlinie # mit ® legt eindeutig die zugehdrige Schmiegebene
fest (3). Die Ermittlung der D-Linien von ® beruht nun auf der Aneinander-
reihung solcher Elemente (7, ¢, 7)* aus einem Vorrat von oo’ Hxemplaven,
verlangt also nur die Integration einer gewthnlichen Differentialgleichung
2. Ordnung, die DARBOUX a. a. O. (') aufgestellt hat. Auf der Fliche existie-
ren mithin bloss oo® D-Linien, fiir die sich iiberdies aus den eben entwik-
kelten Vorstellungen sofort eine zweite Kennzeichnung ergibt: Ks sind jene
Flichenkurven, deren Kriimmungskreise die Fliche hyperoskulieren ().

BEs liegt auf der Hand, dass sich die angesteliten Uberlegungen auch
ohne weiteres in Rahmen einer nichteuklidischen Metrik durch-
fithren lassen.

2. Im folgenden sollen nun speziell die D-Kurven auf Fléchen 2.
Ordnung betrachtet werden. DARBOUX selbst hat bereits a. a. O. (‘) ihre
Bestimmung mit Hilfe elliptischer Koordinaten auf Quadraturen zuriickge-
fithrt. Deren Auswertung (mittels komplexer elliptischer Funktionen) wurde
jedoch erst von A.PELL (*) vorgenommen, der den Verlauf der D-Linien auf
einem dreiachsigen Ellipsoid diskutierte und eine bemerkenswerte Eigenschaft
dieser speziellen Kurven entdeckte, die anch von A. ENNEPER und J. G. HARDY
betrachtet worden waren (°).

Im Gegensatz zu allen diesen rein analytischen Untersuchungen soll hier
in Verfolgung des eingeschlagenen Weges vorwiegend die konstruktiv-syn-
thetische Methode verwendet werden, die gerade im Fall der Flichen 2.
Ordnung besonders angezeigt erscheint und tatsiichlich miihelos und in sehr
durchsiehtiger' Weise zu interessanten und neuen Ergebnissen fithrt. Einer
rechnerischen Auswertung dieser Betrachtungsweise steht mnattirlich nichts
. entgegen.

() Hinsichtlich des von den Ebenen t eingehiillien Kegels 5. Klasse, sowie der von
den zugehtrigen Kriimmungskreisen erzeugten zyklischen Fliche 10. Ordnung lese man die
inhaltsreiche Abhandlung von G. DARBOUX, Sur le contact des couwrbes et des surfaces, ¢ Bull.
sci. math. astr.», (II), 4, (1880), 348-384.

%) Ahnliche Uberlegungen lassen sich fiir die Schmieglinien (Asymptotenkurven) einer
Fliche anstellen, die ja durch beriithrende Schmiegebenen gekennzeichnet sind: Obwohl
hier Ableitungen 2. Ordnung eingehen, existieren doch bloss oo! derartige Kurven auf
einer Fliche und ihre Bestimmung erfordert nur die Integration einer Differentialgleichung
1. Ordnung. Bs sind iiberdies jene Flichenkurven, deren Tangenten die Fliche oskulieren.

(*)-A. PrLy, «D» lines on quadrics. «Transact. Amer. Math. Soc. », 1, (1900), 315-322.

() A: ENNEPER, Bemerkungen tiber dié Differentialgleichung einer Art von Kurven auf
Fldchen, « Nachr. Gottinger Ges. Wiss.», (1871), 577-583; J. G. HArDY, On Darboux lines
on surfaces, « Amer. J. Math.», 20, (1898), 283-292. - Eine kurze Zusammenfassung bringt
G. Loria, Curve sghembe speciali II, (Bologna, 1925), 225 ff.
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II. - Euklidische D-Kurven auf Quadriken.

3. Sei von jetzt ab ® eine Fliche 2. Ordnuug, Kegel und Zylinder inbe-
griffen. Die vorhin beniitzte Schnittlinie » mit einer berithrenden Kugel X
ist nun eine rationale Quartik mit einem Knoten im Beriihrungspunkt 7' und
vier unverinderlichen Fernpunkten I,, I,, I,, I,, ndmlich den absoluten
Punkten von ®. Jede Quartik %z wird daher aus ihrem Doppelpunkt 7' durch
einen Kegel 2. Ordnung A projiziert, der einerseits die beiden Doppelpunkits-
tangenten { zu Erzeugenden hat und lings derselben von den zugehirigen
 Schmiegebenen <t beriihrt wird, anderseits die Fixpunkte I, enthélt; die
Fernkegelschnitte der oo® Kegel A erfiilllen daher lediglich ein Biischel mit
den Grundpunkten I,,.

Die von den Tangenten einer auf ® verlanfenden D-Linie [ gebildete
Torse wird nun lings ihrer Erzengenden ¢ von den Schmiegebenen t und
daher auch von den zugehorigen Kegeln A beriihrt. Die Fernkurve der Torse
wird mithin in jedem ihrer Punkte von einem der Kegelschnitte ¢ des Bii-
schels I,I,I,I, berithrt, ist also notwendig mit einem dieser Kegelschnitte
identisch, da keine Hiillkurve existiert. Wir haben damit den

SATz 1. - Die Tangentenflichen der D-Kurven einer Quadrik schneiden
die Fernebene nach den Kegelschnitten eines Biischels, das die Fernkurve der
Quadrik und den absoluten Kegelschwitt enthdlt. Umgekehrt ist jede Fldchen-
kurve, deren Tangenten einen der Biischelkegelschwitte tre/fen, eine D-Linie
der Quadrik.

Dieser Satz ist bei Mittelpunktsfliichen 2. Orduung aqulvalent zu dem

Sarz voN PgLL. - Die zu den Tangenten einer D-Linie einer Mitlel-
punkisquadrik parallelen Flichendurchmesser sind gleich lang.

A. PELL scheint jedoch nicht beachtet zu haben, dass solche Durchmesser
auf einem Kegel 2. Ordnung liegen. In der Tat, schneidet man @® mit einer
konzentrischen Kugel Q, so ergibt sich eine zentralsymmetrische Quartik mit
den Fernpunkten 7,, welche aus dem Mittelpunkt O durch einen Kegel 2.
Ordnung A, projiziert wird, der einerseits gleich lange Flichendurchmesser
trigt und anderseits einen der Fernkegelschnitte ¢ enthilt.

Bezieht man tibrigens ® affin auf Q, so bleiben beim Ubergang von @
zu Q alle in Richtung der Erzeugenden von A, gemessenen Lingen unverin-
dert, insbesondere also auch die Bogenlingen der durch 2 bestimmten
D-Linien von ®. In diesem Sinne wire eine zweite Aussage von A. PELL
richtigzustellen, der filschlich behauptet, die Bogen einer D-Linie von @
blieben bei Projektion aus dem Flichenmittelpunkt auf Q erhalten.

4. Die Ermittlung der D-Linien einer Quadrik @ ist nunmehr zuriickge-
fithrt auf die Bestimmung von Fliichenkurven mit einem bekannten Tangenien-
richtkegel A,, der iibrigens mit ® konzyklisch ist. Sieht man von den zerfal- -
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lenden Kegeln A, ab, die auf die ebenfalls als D-linien anzusehenden
Kreisschnitte von @ fithren, und denks man sich A, durch eine riumliche
Affinitit in einen Drehkegel verwandelt, so gehen die D-Kurven von @ in
Boschungslinien auf der affinen Quadrik iiber. Die D-Kurven auf Quadriken
sind also affine Bis:hungslinien und lassen sich nach der gleichen, im
wesentlichen projektiven Methode behandeln, die der Verfasser fiir die gewdhn-
lichen Boschungslinien auf Quadriken entwickelt hat (%)

Vor dem Eingehen auf den allgemeinen Fall soll noch hervorgehoben
werden, dass fiir Drehfiichen 2. Ordnung gewbhnliche Boschungslinien als
D-Kurven auftreten, da hier die konzyklischen Kegel A, von vornherein
Drehkegel sind. Es gilt hier der ,

SATZ VON BLASCHKE - Die D-Linien einer Drehquadrik sind bei lotrechter
Achsenlage identisch mit ihren Bdschungslinien.

Diese speziellen Boschungslinien mit ihren zahlreichen merkwiirdigen
Eigenschaften sind wiederholt untersucht worden, u. a. von W. BLASCHKE,
der anscheinend als einziger bemerkt hat, dass ihre Schmiegkugeln die
Tragerfliche berithren (*). Diese Kurven erscheinen bei Normalprojektion
auf eine Parallelkreisebene bekanntlich als Radlinien oder Grenzfille davon
(Ellipsoid : Epizykloiden ; einschaliges Hyperboloid: Hypo-oder Hyperzykloi-
den; zweischaliges Hyperboloid: Parazykloiden; Paraboloid: Kreisevolventen).
Auf dem Drehkegel ergeben sich die wohlbekannten zylindrokonischen Spi-
ralen (Loxodromen), auf dem Drehzylinder die gemeinen Schraublinien.

8. Da im Falle eines Zylinders oder Kegels @ jede zu einem bestimmten
Richtkegel A, gehorige Schar affiner Boschungslinien eine kontinuierliche
Schiebungs-oder Streckungsgruppe vertriigt, ist ihre Integration leicht durch-
zufithren und wir konnen uns auf die Betrachtung regulirer Quadriken ®
beschriinken. Wir machen hierbei Gebrauch von der Transformation durch
das Polarsystem von ® und bezeichnen den Polarkegel des unendlich fernen
Leitkegelschnittes ¢ mit I'; sein Scheitel ist der (eigentliche oder uneigent:
liche) Flichenmittelpunkt O. Ferner bedienen wir uns der Zentralprojektion
aus O auf eine beliebige Bildebene m und kennzeichnen dabei alle Bildele-
mente durch einen Akzent; die Projektion u’' des Fernkegelschnitts u von @
stellt den scheinbaren Umriss der Fliche dar.

Sei nun [ eine auf ® verlaufende Kurve, deren simtlichc Tangenten
den Leitkegelschnitt ¢ treffen. In der Polaritit von @ entspricht jeder solchen

(6) W. WUNDERLICH, Uber die Béschungslinien auf Fldchen 2. Ordnung, « Sitzungsber.
Akad. Wiss. Wien », 1565, (1947), 309-331. - Vgl. auch die hieran ankniipfende Arbeit von
F. FaBricius-BIerre, Uber projektive Boschungslinien auf Flichen 2. Ordnung, < Danske
Vid. Selsk., Mat. fys. Medd. », 25, (1950), 3-21

(") W. BLASCHKE, Bemerkungen iiber allgemeine Schraubenlinien, « Mh. Math. Phys. »
19, (1908), 188-204,
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Tangente ¢ die konjugierte Flichentangente ¢, und da diese den Polarkegel I'
von ¢ beriihren muss, so erscheint sie in der Projektion aus O als Tangente ¢’
des festen Kegelschnittes I'. Als Bilder reziproker Polaren sind ¢ und ¢
iiberdies konjugierte Geraden beziiglich des Umrisskegelschnittes o' (Fig. 1).
Fassen wir nun «' als Massgebilde einer wichteuklidischen Metrik von CAYLEY-
KreiNschem Typus in der Bildebene auf, so haben wir # und ¢ in diesem
Sinne als « orthogonal » anzusehen. Das Bild /' der affinen Boschungslinie ¢
ist demnach eine Orthogonaltrajektorie der Strahlenschar #, also eine Ewol-
vente des Kegelschnitt-s 1" im Sinne der genannten Massbestimmung.

SATZ 2. - Die oo' affinen Boschungslinien einer reguldren Quadrik @, dic
zu ein>m in der Fernebene gegebenen Leitkegelschnitt ¢ gehiren, erscheinen bei
Projektion aus dem Fldchenmittelpunkt auf eine Ebene als Evolventen eines
Kegelschnittes I, und zwar im Sinne jener Cayley-K leinschen Melrik, die sich
auf den scheinbaren Umriss der Quadrik grimdet. I' ist die Spur des zu c
beziiglich ® polaren Kegels I'.

L-I -
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Fig. 1. - D-Linie eines zweischaligen Hyperboloides. Projektion
aus dem Fliichenmittelpunkt auf eine a hsennormale Ebene: Hy-
perbolische Evolvente der Ellipse I'.

Die Art der in Satz 2 genannten Metrik hiingt von den Realititsverhilt-
nissen des Fernkegelschnittes der Quadrik ab und geht aus der folgenden
Zusammenstellung hervor:

Ellipsoid o e ... . Elliptische Metrik
Einschaliges Hyperboloid . . . . . Indefinite Metrik
Zweischaliges Hyperboloid . . . . Hyperbolische Metrik (Fig. 1)
Elliptisches Paraboloid . . . ... Euklidische Metrik (%)
Hyperbolisches Paraboloid . . . . Pseudoeunklidische Metrik.

() Im Falle des Paraboloids zerfillt die Fernkurve u in zwei durch das Projektions-
zentrum O gehende KErzeugende u,, u,, sodass das Massgebilde u' der Bildebene m aus zwei
Fernpunkten w,’, u,’ besteht. Wihlt man fiir n:‘speziell eine Kreisschnittebene, so fallen die
Masspunkte mit den absoluten Kl‘eispunkten, zusammen,
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6. Der abzuwickelnde Kegelschnitt I' der Bildebene kann als die Pro-
jektion einer gewissen, der Fliche ® angehorenden Quartik g aufgefasst
werden. Diese Quartik ¢ ist die Bertihrungslinie der ® und ¢ umschriebenen
Torse 4. Klasse und grenzt das Realitiitsgebiet der zu ¢ gehorigen Boschungs-
linien ab, die mit Spitzen auf g aufsetzen. Hier fallen die Spitzentangenten ¢
— wie bei jeder D-Kurve — mit Hauptkriimmungsrichtungen zusammen,
ebenso mithin die dazu konjugierten Tangenten ¢ von ¢; hieraus ist zu
ersehen, dass ¢ eine Kriimmungslinie von ® ist.

Bekanntlich besitzen die Kriitmmungslinien einer reguliren Quadrik die
Minimalerzeugenden der Fliche zu gemeinsamen Tangenten. Uber Satz 2
hinausgehend gilt daher der

SArz 3. - Die \D-Kurven einer reguldren Quadrik erscheinen bei Projek-
tion aus der (eigentlichen oder wuneigentlichen) Fldichenmitle auf eine Ebene
als Evolventen konfokaler Kegelschnitte im Sinwe jener Geometrie, die sich auf
den scheinbaren Flichenumriss als absolutes Gebilde griindet. Die abzuwwik-
kelnden Kegelschnitte sind die Bilder der (gewohnlichen) Kriimmungslinien
der Fldche, die gemeinsamen Brennpunkte rithren von den Nabelpunkten her.

Fig. 2. - D-Linie eines elliptischen Paraboloides. Parallelprojektion
in Achsenrichtung auf eine Kreisschnittebene: Euklidische Evolvente
der Hyperbel IV = ¢’ mit den Brennpunkten M’ nnd N'.
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Damit bietet sich nun die Moglichkeit, die Konstruktion der D-Linien
von Quadriken mit darstellend-geometrischen Methoden in Angriff zu nehmen,
da sich die Kegelschnittsevolventen — auch bei nichteuklidischer Metrik —
graphisch leicht und mit geniigender Genauigkeit ermitteln lassen. Fig. 2
illustriert den Sachverhalt fiir das elliptische Paraboloid (°).

7. Die Tangentialebenen des Kegels I' schneiden aus der Quadrik @
ein System die Grenzquartik ¢ = I'® doppelt berithrender Kegelschnitte aus.
Diese Kegelschnitte % bilden zusammen mit den zu ¢ gehorigen D-Linien !
ein konjugiertes Nelz, denn sie sind die Bertihrungskurven der aus den Punk-
ten des Leitkegelschnittes ¢ an ® legharen Tangentialzylinder.

Projizieren wir die Fiiiche stereographisch aus einem Nabelpunkt P auf
eine zugehorige Kreisschnittebene =, so werden die KErzeugenden auf zwei

S P (Nabelpunkt)

"q' (Cartesisches Oval)

Fig. 8. - D-Linie eines Ellipsoids ®. Zentralprojektion aus dem Nabelpunkt P
auf die zyklische Durchmesserebene 7: Orthogonaltrajektorie einer Schar von
Kreisen %/, die ein Cartesisches Oval g’ doppelt beriihren; diese Kreise
schneiden den Kreis ®m = u,’ (den <reellen Vertreter» von w’) nach Gegenpunk-
ten und haben ihre Mittelpunkte anf dem Bildkreis ¢’ des Leitkegelschnittes.
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Minimalstrahlenbiischel abgebildet und konjugierte Richtungen der Fliche
erscheinen im Bild normal. Jeder ebene Schnitt bildet sich als Kreis ab und
jede Kriimmungslinie ¢ hat als Projektion eine ebene Quartik mit absoluten
Spitzen, also im allgemeinen ein Cartesisches Oval (°). Durch Betrachtung
des vorhin genannten konjugierten Netzes erhalten wir dann den

Sarz 4. - Die D-Kurven einer reguliren Mittelpunkisquadrik ® erschei-
nen bei Zentralprojektion aus einem Nabelpunkt der Fliche auf eine zugehorige
Kreisschnittebene als Orthogonaltrajekiorien einer Schar von doppelt berithrenden
Kreisen eines Cartesischen Ovals. Diese Kreise schneiden den Bildkreis der
Fernkurve von © orthogonal wnd ihre Mittelpunkte liegen auf dem Bildkreis
des Leitkegelschniltes.

Damit haben wir eine zweite, bequem durchzufiihrende Moglichkeit,
D-Linien von Quadriken zeichnerisch zu ermitteln (Fig. 3).

Im Falle des elliptischen Paraboloides wird das Cartesische Oval zu
einer Pascalschnecke, und das in Satz 4 genannte Orthogonalnetz ist invers
zur Tangentenschar eines Kegelschnittes und dessen Evolventensystem.

Besonderes Interesse verdient der Fall der Drehflichen: Hier zerfallt die
Quartik ¢ in zwei Parallelkreise, die sich bei stereographischer Projektion
aus einem Scheitelpunkt konzentrisch abbilden. Die zugehorigen D-Linien
erscheinen hierbei als Orthogonaltrajektorien einer Drehschar kongruenter
Kreise, also als Traktrizen eines gewissen Kreises ('°).

8. Ist die Grundfliche ® ein Elipsoid, so konnen wir sie mittels einer
reellen Affinitit in eine Kugel ®, transformieren. Hierbei geht das in Nr. 7
betrachtete konjugierte Netz aus Kegelschnitten & und D-Linien ! in ein
Netz aus Grosskreisen k, und dessen Orthogonaltrajektorien 1, iiber. Diese
Kreise k, beriithren den der Grenzquartik ¢ entsprechenden sphdrischen Kegel.
schnitt q, in Gegenpunkten und haben ihre sphirischen Mittelpunkte auf
einem anderen sphérischen Kegelschnitt. Demnach gilt

Sarz 5.~ Die oo' D-Kurven eines Ellipsoids, deren Spilzen auf einer
Kritmmungslinie liegen, sind affin zu den sphirischen Evolventen eines sphii-
rischen Kegelschnills. Diese lassen sich auch als Trakirizen (mit der Schlepp-
linge m/2) eines anderen sphiirischen Kegelschnitts auffassen und sind die
Rollbahnen der Umfangspunkle einer Kreisscheibe, deren Ebene swh auf dem
Mantel eines Kegels 2. Ordnung abwilst.

Steht der Umfang des sphiirischen Kegelschnittes ¢, zum Umfang des
rollenden Grosskreises k, in einem rationalen Verhilinis, so ergeben sich

(°) Das System der Kriimmungslinien bildet sich auf ein Or thogo'nalsystem konfokaler
Cartesischer Ovale ab.

(1) Vgl. hierzu W. WunDERLICH, Uber die Schleppkurven des Kreises, «Sitzungsber.
Akad. Wiss. Wien », 156 (1948) 155-173.
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lauter geschlossene Rollkurven (die jedoch nur dann algebraisch sind, wenn g,
in ein Kreispaar zerfillt). Auf jeden Fall besteht aber ein Schliessungstheorem :

SATZ 6. - Von den =o' zu- einer Kriimmungslinie gehorigen D-Kurven
eines Ellipsoids schliesst sich entweder jede oder keine.

9. Die Polare oder Planevolute l* einer affinen Boschungslinie I — also
der Ort ihrer Schmiegkugelzentren — ist offenbar wiederum eine affine
Boschungslinie, denn die Normalebenen von ! beriihren in der unendlich
fernen Ebene den zum Leitkegelschnitt ¢ von [ besiiglich des absoluten
Kreises polarreziproken Kegelschnitt ¢*, der somit auch von allen Tangenten
der Hvolute I* getroffen wird. In unserem Fall, wo ! D-Linie einer Quadrik
ist, lassen sich iiber /* bemerkenswerte zusitzliche Aussagen machen, die
darauf beruhen, dass hier jede Schmiegkugel auch Meusnierkugel der Tri-
gerfliche ist (Nr. 1).

An dieser Stelle erweist sich die analytische Methode als giinstiger. Sei
— unter Beschriinkung auf Mittelpunktsflichen — die Grundquadrik @ in
kartesischen Normalkoordinaten x; (i = 1, 2, 3) durch

3
(1) f y z oc,-a:,-”:a
. §=1.
angesetzt. Die Fernkurve und der absclute Kreis spannen das Biischel der
Leitkegelschnitte ¢ auf, die den Fortschreitungsrichtungen der D-Kurven die
Bedingung : '
(2) : z ()\ BT ai)d{l}f = O
auferlegen. Der zu ecinem festen Parameterwert A gehorige und von einem

beliebigen Flichenpunkt T(x;) ausstrahlende Elementarkegel A = Tc¢ wird (in
laufenden Koordinaten y;) dargestellt durch

(3) 2 — o) — g =0.

Die T zugeordnete Meusnierkugel X ist im Biischel ®A enthalten und
ergibt sich durch Addition von (3) zn der in y; angeschriebenen Gleichung (1) mit
(4) A S y,'z —2% (l —~— ai)w,-yi + A2 mf = 20/,

woraus sich nun das zu T gehirige Schmieghugelzentrum T*(x;*) ohne weiteres
ablesen lédsst:

) o (1 £r %)w,-.

Der Ubergang von T zu T* wird mithin durch eine die Hauptachsen fest
lassende Affinitit bewerkstelligt, und es gilt — iibrigens auch fiir Grundfli-
chen ohne Mittelpunkt —

SAmz 7. - Jede allgemeine D-Kurve einer Quadrik ® und ihre Planevolute
(Polare) sind affin aufeinander bezogen. Die Evolute ist daher ebenfalls affine
Baoschungslinie einer Quadrik ®*.
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Die Evolute 1* verliuft auf der zu @ affinen Quadrik ®*, die zufolge (5) d/urch

; oc,-ac,-*" 5 a
(6) _ i T ey
dargestellt wird, und geniigt der (2) entsprechenden Differentialgleichung
daci** i
(7) P Kot 0.

Die Kurven /* sind demnach im allgemeinen keine D-Linien ihrer Triiger-
fliche @* da diese und die Tangentenrichtkegel (7) nicht notwendig konzy-
klisch ausfallen. Wohl trifft dies jedoch fiir Drehfiichen (x, = a,= a,) zu,
und zwar durch die Rotationssymmetrie bedingt, derzufolge ! wie auch I*
gewohnliche Boschungslinien sind (vgl. Nr. 4). Der affine Zusammenhang
zwischen den Boschungslinien auf Drehquadriken und ihren Planevoluten
wurde iibrigens — von ganz anderem Gesichtspunkt aus — bereits von W.
BLAscHKE festgestellt (*%).

Zu erwihnen wiren schliesslich die besonderen Parameterwerte A =0,
a; und oo, fiir welche die Affinitéit (5) ausartet; die zugehdrigen D-Linien
sind der Reihe nach die geradlinigen Erzeugenden, die verschiedenen Kreis-
schwnitte und die Minimalkurven der Fliche.

Ohne Beweis sei mitgeteilt, dass sich als Umkehrung von Satz 7 zeigen
lisst, dass es ausser den D-Linien der Quadriken iiberhaupt keine anderen
Raumkurven gibt, deren Punkte mit den zugehorigen Schmiegkugelzentren
durch eine Affinitit verkniipft sind (*?).

10. Der Schmiegkugelradius R ergibt sich zufolge (5) aus
(8) l Ve %j z ocfwf.

Fir den Zentralabstand H der zugehorigen Tangentialebene gilt wiederum

(9) H? = o? Ty ocfwf.

Damit hat man den- ' ‘
SATz voN HARDY. -~ Fiir alle Punkte einer D-Linie ciner Mittelpunkts-

quadrik ist das Produkt aus Schmiegkugelradius und Zentralabstand der

eugehorigen Tangentialebene konstant: RH = a/\.

(*Y) W. BLASCHKE bewies a. a. O. (7), dass jede mit dem begleitenden Dreibein einer
solchen Boschungslinie starr verbundene KHbene eine Torse einhiillt, deren Gratlinie eine
zur ersten Kurve affine Boschungslinie gleicher Art ist.

(#2) W. WUNDERLICH, Hine kennzeichnende HKigenschaft der D-Linien von Quadriken,
« Mh. Math. », 55, (1951), 76-81. - Hine synthetische Ableitung der Affinitit (5) enthiilt der
Bericht des Verfassers: Beispiele fiir das Auftreten projektiver Bischungslinien auf Qua-
driken, «Mat. Tidsskr », 1951, 1-26.
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Nun weiss man aber, dass H* der Flichenkriimmung K proportional ist,

und so folgt zunichst unmittelbar fiir Mittelpunktsflichen — und nach einem
Grenziibergang auch allgemeiner — der :
SATz voN ENNEPER. - Fiir alle Punkte einer D-Linie einer reguliren

Quadrik ist der Radius der Schmiegkugel wmgekehrt proportional zur 4. Wur-
zel aus dem Krivmmungsmass der Fldiche.

11. Die Tangenten ¢* der Evolute I* sind die Krimmungsachsen der
D-Linie /. In einer Spitze S von ! fillt die Kriimmungsachse mit der Fld-
chennormale zusammen und die zugehorige Schmiegkugelmitte S* stellt das
eine Hauptkriimmungszentrum der Fliche @ in S dar. Die Normalenfliche
lings der von den Spitzen S erfiillten Kriimmungslinie g berithrt mithin die
Quadrik ®* und zwar lings derselben zu ¢ affinen Quartik ¢* wie die Zen-
trafiiche von .

Beachten wir iiberdies, dass die Flichen ® und ®* anf Grund ihrer
Gleichungen polar beziiglich der Quadrik

0(,'%;2 _a
(10 2 Xoch, _—?L
liegen, und dass diese zu ® konfokal ist, so gelangen wir nebenbei zu dem
SATZ VON WAELSCH. - Die Zentrafliche einer Quadrik wird von deren
Polarreziproken beziiglich der zu ihr konfokalen Flichen eingehiillt (*°).

12. Abschliessend sei noch die analytische Auswertung von Satz 2
skizziert, die zwanglos zu einer Parameterdarstellung unserer D-Kurven fiihrt.
Wir beschriinken uns dabei etwa auf den auch von A. PELL (‘) behandelten
Fall eines dreiachsigen Ellipsoids

3

(11) , 3=

e R (@, > a, > a,>0)

mit dem der D-Kurve vorgeschriebenen Tangentenrichtkegel

12 3 dai® 2o Pt % 2
( ) at (A — ) g . (ag > e ag)'

(2

Nach Einfithrung der bequemeren affinen Koordinaten X;—=axi/a; (vgl. -
Nr. 8) und mit Beniitzung der Abkiirzungen (@ —A): (A — a)) = b;® sind die
oo! zum Parameterwert A gehorigen D-Linien festgelegt durch

(13) X:+ X3+ X:=0, bdX:+bdX:—dX:=0,

(13) E. WAELSCH, Uber das Normalensystem wnd die Zentrafliche der Fldchen zweiter
Ordnung, I1. Mitt., «Sitzungsbel'. Akad, Wiss. Wien », 97, (1888), 1-8,
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wobei b] . b;. Die Gleichung des Polarkegels I' lautet

, X 2= S
(14) b—; + 52 b2 — X:=0.
Die als Bildebene = gewiihlte Ebene X, =1 schneidet I' nach dem abzuwik-
kelnden Kegelschnitt I

2 2 £
(15) )'Ifg -+ }bi =1 oder X, =20, sin¢, X, =10, cos g,
wobei die in m herrschende Metrik durch den vom Asymptotenkegel des
Ellipsoids herrithrenden nullteiligen Masskegelschnitt X?+ X?+1=0 und
das zugehorige (elliptische) Bogenelement

dX:+ dX:+ (X,dX, — X,dX,)

bt
(16) as* = o+ Xi+ I

geregelt wird (**). Angewandt auf den Kegelschnitt (15) ergibt sich

Bi(1 -+ bE) — (B2 — b?) sin? ¢
e e ) 2 i 2 2
S W= B — e ap

und damit fiir den Bogen
9

1 +b} . dep
(18) ghk S W f ige G
b, V1 + b, (L + b sin’ ¢)V1 — k* sin* g
dcp b2 bz
i C mit k=
bVI+ 0 ) Vi—keimy B+

Die auftretenden elliptischen Integrale sind die LusENDREschen Normalinte-
grale 3. Gattung Il(p, bk? k) und 1. Gattung F(p, k). Der Wert der Konstan-
ten C hiingt-von der Stelle ab, an der die Abwicklung beginnt.

‘Der ermittelte Bogen s ist nun auf der gegenliufig orientierten Kegel-
schnittstangente

: (19) X, = b,(sin ¢ — £ cos o), X, = b,(cos p + ¢ sin ¢)

(*4) Mit Beniitzung des Symbols (xy) = = aywy; (@ = a; z, k=0,1, .. m) gilt- fir
das zum Massgebllde (xa) = 0 gehorige Bogenelement

= (20x)2ds? = (axx)(dedx) — (xdx)?,

wobei den inhomogenen Koordinaten entsprechend xy =1 und dxy, =0 zu nehmen ist,
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aufzutragen. Hierzu ist ebenfalls das Liingenelement (16) zu beniitzen, wobei
in (19) ¢ fest und ¢ veriinderlich zu denken ist; man findet so

Pi—@ )
2 e Rl eSS S 1
(20) 4 ,/Pﬁ—th ver Somtookel S T ndeiel B
0

mit P = b; cos® ¢ + b sin® ¢, @ = (b — b)) sin ¢ COS @,
R=0]8in* ¢ + b;cos*p+1, W?= PR — Q’z P+ atb?,

und umgekehrt

: R

) : t—Q-f— Weots'

Binsetzung dieses Wertes in (19), wobei s aus (18) zu entnehmen wiire, fiithry

auf die Parameterdarstellung der Kegelschnittsevolvente in der Bildebene.
Proportional hierzu kénnen die Koordinaten des laufenden Punktes der

D-Linie angesetzt werden :

(22) X, = pb,[ W sin ¢ cos s — (1 + b) cos ¢ sin 8]
X, = pb,[ W cos ¢ cos s +- (1 + b}) sin ¢ sin s]
X, = p[Wcoss + @sins].

Gemiiss (13) findet man fiir den Proportionalititsfaktor
(23) p=1WVR

und hat damit nun die Darstellung der D-Linie in Abhingigkeit von einem
‘Winkelparameter ¢; der Bogen s ist als Funktion von ¢ durch (18) gegeben,
die Bedeutung der eingefithrten Abkiirzungen ist in (20) festgehalten. Der
Ubergang zu den Originalabmessungen «@; und den urspriinglichen Koordina-
ten x; = a;X; liesse sich ohne weiteres vollziehen, brichte jedoch keinerlei
Vorteile.

Nach dem vorgefithrten Muster lisst sich auch jede andere Annahme
fir B-Kurven auf Quadriken analog und — im Gegensatz zu A. PELL —
stets auf reellem Wege erledigen.

III. - Nichteuklidische D-Kurven auf Quadriken.

13. Einleitend wurde bereits auf die Moglichkeit hingewiesen, den Begriff
der D-Linien auf nichteuklidische R#ume auszudehnen. Dies soll nun
unter Voraussetzung einer CAYLEY-KLEINschen Massbestimmung Wleder fiir
eine Quadrik als Grundfliche niher ausgefiihrt werden.
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Zur Rechnung bedienen wir uns des besonders geeigneten Matrizen-
kalkiils (**). Sei — unter Verwendung einer symmetrischen Matrix 4 — 4 —

(24) . zdw=0

die Gleichung der (nicht ausgearteten) Massfidiche Q einer CAYLEY-KLEINschen
Metrik, und analog

(25) xBx =0

die Gleichung der (nicht notwendig reguliiren) Quadrik ®, deren D-Linien
untersucht werden sollen. Ist T'(wi) ein allgemeiner Punkt von ®, dann wird
seine Tangentialebene (in laufenden Koordinaten #;) dargestellt durch

(26) 2Bx =0,
und ihr absoluter Pol U(y;) ergibt sich aus Ay = Bx mit
(27) 9y = A'Bax.

Jede ® in T berithrende Kugel X hat ihren Mittelpunkt T* auf der Flichen-
normale TU; seine Koordinaten x;* lassen sich daher aus «; und ¥i linear
kombinieren :

(28) x* = A + py.

Die absolute Polarebene ¢ von T* — die « Zentralebene » von ¥ — schreibt
sich z4x* = 0, also '

(29) 20x =0 mit C=2\4~+ pB.

Die in dem von der Doppelebene ¢ und der absoluten Fliche Q aufgespann-
ten Biischel enthaltene Kugel X lisst sich dann ansetzen mit

(2Cx)* — v - 54z — 0,

welche Gleichung auch fiir z—=a bestehen muss, da 2 den Punkt T enthilt.
Mit Riicksicht auf (29) und (25) ergibt sich v = A’x4x und damit als end-
giilltige Gleichung von X

(30) (2Cx)* — A* « xAw - 24z = 0.

(*) Vgl. z. B. L. BieserBacH, Analytische Geometrie, (Teubner, 1930), oder J. G. SEM-
pLE-L."RotH, Algebraic geometry, (Oxford, 1949). - Die homogenen Koordinaten ®; =0,
1,2, 3) eines Raumpunktes werden stets zu einer Spaltenmatrixz « zusammengefasst. Bezelch
net « die durch Stiirzung daraus hervorgehende Zeilenmatrie, so bedeutet acy_acy das
innere Produkt Za,y,. Ist A eine vierzeilige quadratische Matrixz mit den Elementen Qi s
so ist unter dx =y die Spaltenmatrlx mit den Elementen y,—= 3 a;x; zu verstehen, unter
A hingegen die Zeilenmatrix y. Die Produktmatrix C= AB besteht aus den Elementen

cir=23a;bj; und es gilt die Stiirzungsregel €= BA. Fiir sinnvolle Produkte besteht das
" assoziative Gesetz.
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Die Schnittquartik S® —=h, die in T einen Doppelpunkt besitzt, wird
aus 7' durch einen Kegel 2. Ordnung A projiziert. Dieser gehort dem Biischel
X® an, lisst sich also als Linearkombination von (30) und (25) ansetzen :

(#Cw)* — A2 - wAx - 242 — p - 2Bz =0 ;

der Wert von p errechnet sich aus der Bedingung, dass die Polarebene des
Punktes T, dargestellt durch

xCx + 200 — A* « xAx _.:,'Aa: — pzBx = (\pxdx — p)zBx = 0,

unbestimmt werden muss, mit p= Apxdx. Die Gleichung des Kegels A
lautet daher 9 :
(31) (#0x)* — A - xAx - 202 = 0.

Wir ersehen daraus, dass dieser Kegel einem Beruhrungsbuschel mit der Dop-
pelebene o (29) angehort, das auch die Fliche W

(32) 20z = A2z + pzBe =0

enthiilt, Da ¢ mit der Polarebene von T beziiglich W identisch ist, ist A der
aus T an W legbare Beriihrungskegel. Die « Leitquadrik » W gehort zufolge
(32) dem konzyklischen Biischel ®Q an.

14. Diesen wichtigen Sachverhalt kann man auch rein synthetisch
einsehen. Sei W eine beliebige, mit der Grundfliiche ® konzyklische Quadrik
and » die beiden Fliichen gemeinsame (absolute) Quartik. Wir legen aus
irgend einem allgemeinen Punkt 7 von ® den Tangentialkegel A an W; der
Berithrungskegelschnitt » hat seine vier absoluten Punkte V auf « (Fig. 4).
Schneiden wir die beiden einander linge v berithrenden Flichen W und A

Mq[‘f\f/(i che 82

P

Fig. 4. - Nichteuklidische Berﬁhrunuskugel einer Qua-
drik ®. Die Schnittkurve h wird aus dem Beriihrungs-
punkt T durch einen Kegel 2. Grades A projiziert, der
einer zu ® konzyklischen Quadrik ¥ umschrieben ist.
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mit der Fliche ®, so erhalten wir zwei einander beriihrende Schnittlinien,
und zwar die absolute Kurve « und eine Quartik %, die in T einen Doppel-
punkt besitzt ; die Beriihrung zwischen % und « findet in den genannten
vier absoluten Punkten V von v statt. ,

Durch eine Kurve 4. Ordnung, welche wie h die Massfliche Q in vier
einer Ebene o angehorenden Punkten V beriihrt, lisst sich aber immer eine
Kugel 2 legen: Es ist dies jene dem durch % bestimmten Biischel angehdrende
Fliche, welche den Kegelschnitt Qo enthilt, denn diese.wird Q nicht nur in
den Punkten V, sondern in allen Punkten des genannten Kegelschnittes
beriihren. Diese Kugel tangiert — wie alle nichtsinguliren Biischelfliichen —
die Grundfliche ® im Punkt 7, womit zuniichst die Umkehrung des zu
beweisenden Sachverhaltes bestitigt ist. Da sich fiir die anderen oo' zu @
konzyklischen Flichen W jedoch alle iibrigen Beriithrungskugeln X des Fli-
chenelementes in T' ergeben, kann der Beweis als abgeschlossen gelten.

Die Zentralebenen o der oo' zu einem festen Punkt T gehorigen Beriih-
rungskugeln erfiillen als Polarebenen der das Biischel Q® bildenden Fli-
chen W selbst ein Biischel; dessen Achse liegt in der Tangentialebene von T
und ist die reziproke Polare der Flichennormale beziiglich ®.

15. Nunmehr schliessen wir #hnlich weiter wie im euklidischen Fall
(Nr. 3): Sei T ein laufender Punkt und ¢ die zugehorige Tangente einer
nichteuklidischen D-Linie | der Quadrik @ ; die zu T gehorige, ® definitions-
gemiiss beriihrende Schmiegkugel £ von ! schneidet ® nach einer Quartik A,
die aus T durch einen Kegel 2. Ordnung A projiziert wird. Die Schmieg-
ebene t von ! gilt auch fiir % und beriihrt daher nicht nur die Tangenten-
fliche A von 7, sondern auch den Kegel A lings #, woraus folgt, dass A die
mit A verbundene, zu ® konzyklische Quadrik W in einem Punkt von ¢ beriihrt.

Besitzt aber eine Torse auf jeder ihrer Erzeugenden eine Berithrung mit
einer Fliche einer kontinuierlichen, einfach ausgedehnten Schar, dann ist
sie entweder der Einhiillenden oder aber einer Einzelfliiche umschrieben. Im
Falle eines Biischels kommt nur die zweite Moglichkeit in Betracht, sodass
wir als Ubertragung von Satz 1 aussprechen konnen den

Sarz 8. - Die Tangenten (und Schmiegebenen) jeder wichteuklidischen
D-Kurve einer Quadrik ® beriihren eine gewisse konzykliche Quadrik. Umge-
kehrt ist jede auf © werlaufende Kurve, deren similiche Tangenten eine kon-
* ayklische Quadrik berithren, eine D-Linie von ®.

Die Ermittlung der nichteuklidischen D-Kurven einer Quadrik ist damit
zuriickgefithrt auf ein Problem, welches auf Grund eines bekannten Satzes
von CHASLES #quivalent ist zur Bestimmung der geoddtischen Linien einer
Fliche 2. Grades. Bei Zuriicksetzung der Realititsverhiiltnisse kann hier
sogar ein kollinearer Zusammenhang behauptet werden. Die Rechnung wird
jedenfalls auf hyperelliptische Integrale fithren und sich nur bei besonderer
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Lage der Grundfliche zur absoluten Quadrik vereinfachen, also beispielsweise
fir Drehflichen (‘). Diese Dinge sollen hier jedoch nicht weiter verfolgt
werden. .

Von Bedeutung fiir den Verlauf der D-Kurven einer Quadrik @, die zu
einer bestimmten Leitfliche W gehoren, ist vor allem die ® uud W gemeinsam
umschriebene Torse 4. Klasse und ihre Berithrungslinie ¢ mit ®. Es ist dies
eine Quartik, die, falls sie reell ist, das Realitiitsgebiet der betreffenden Schar
von D-Linien abgrenzt; dieselben setzen auf ¢ mit Spitzen auf. Die Erzeu-
genden der Torse geben die Spitzentangenten ab, und da diese einerseits
Hauptkriimmungsrichtungen anzeigen, anderseits zu den Tangenten von g
konjugiert sind, ist wie im euklidischen Fall ¢ als Kriimmungslinie von @
zu erkennen. - Das System der D-Linien besitzt ferner die absolute Quar-
tik «» als Binhiillende; sie wird von den D-Linien beriihrt, und fungiert,
falls sie reell ist, ebenfalls als Realitiitsgrenze.

16. Die Frage nach dem Zusammenhang zwischen den Punkten T einer
D-Linie und den zugehorigen Schmiegkugelzentren T* lisst sich mit Hilfe
der Entwicklungen aus Nr. 13 sofort beantworten: Aus den Gleichungen (27)
bis (29) folgt die Beziehung

(33) a* = (A + pd— B = A~ Ca,

wobei zufolge Satz 8 X : p = const. Hs gilt mithin

SATz 9. - Die Punkte eimer nichteuklidischen D-Kurve einer Quadrik und
die zugehorigen Schmiegkugelmitten entsprechen einander in einer Kollineation,
die das Hauptachsentetraeder der Fliche festldsst.

Jeder Punkt P(y; nimlich, dessen Polarebenen beziiglich der Grundfliche
und der absoluten Quadrik zusammenfallen (By = c4y), wird durch die Kol-
lineation (33) in sich selbst iibergefiihrt : '

y* =y + pAd—" . cdy = (A + pojy

Die Planevoluten der oo' durch eine feste Leitfliche W definierten
D-Linien der Quadrik @® verlaufen siAmtlich auf der kollinearen Fliche
®* (x*AC—'BC—'Ax* =0). Sie besitzen natiirlich ebenfalls eine gemeinsame
Tangentenleitfliche W#* (x*4C—*A4x* = 0), sind aber nur dann selbst D-Linien,
wenn ®* und W* konzyklisch sind, was im allgemeinen nicht zutreffen wird.

(46) Bei Drehfldichen zerfillt die absolute Quartik w in zwei Kegelschnitte; ist einer
davon nullteilig, so kann das Flichenpaar ®, ¥ kollinear in zwei euklidische Kugeln iiber-
gefiihrt werden. Uber den Verlauf der den D-Linien von @ entsprechenden sphirischen
Kurven handeln die Arbeiten von A. RANUM, On spherical quasi-spherical curves, < Ann,
di mat.», 7, (1929), 283-316 und E. J. NysTroM, Die Umhiillungstorsen zweier Kugeln, «Soc.
Sci. Fennica, Comm. phys. math. », 9, (1936), 1-15. Dass diese Kurven mit den sphdrischen
Biindelloxodromen identisch sind, hat der Verfasser gezeigt: Uber die Torsem, derem Erzeu-
gendenzwei Kugeln beriihren, « Soc. Sci, Fenn. », 14, (1949), 1-16.
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Fragen wir nun, unter welchen Umstéinden dies doch der Fall ist, so
haben wir zum Ausdruck zu bringen, dass ®* W#* und Q einem Biischel
angehoren, oder — nach Riicktransformation mittels der regulir vorausge-
setzten Kollineation (33) — dass die Matrizen B, C und CA—*C linear abhiin-
gig sind. Vom komplexen Standpunkt aus bedeutet es keine Einschrinkung,
sondern lediglich eine zweckmiissige Koordinatenwahl, wenn wir die (regu-
léire) Matrix A mit der Einheitsmatrix I identifizieren; es bleibt dann die
lineare Abh#ngigkeit der Matrizen B, C und C*® oder, mit Riicksicht auf (29),
jene von I, B und B* zu deuten. Ist B reguliir, dann liegt auch Abhiingigkeit
zwischen I, B und B! vor, d. h. die Fliichen Q, ® und die absolute Polare
von @ gehden einem (zu sich selbst dualen) Biischel an: Da der triviale
Fall des Beriihrungsbiischels (@ = Kugel) ausser Betracht bleiben kann, bleibt
nur der Fall, dass die Flichen ein gemeinsames Erzeugendenvierseit besitzen
(® = CrrrrorDsche Fliche).

Jede Cliffordquadrik ist invariant gegeniiber einer zweigliedrigen konti-
nuierlichen Bewegungsgruppe und trigt dementsprechend oc* nichteuklidische
« Schraublinien », die die Bahnkurven der eingliedrigen Untergruppen dar-
stellen (*"); diese Schraublinien sind natiirlich mit den D-Kurven der Fliche
identisch, und es liegt auf der Hand, dass die zugehorigen Evoluten gleich-
falls Schraublinien sind. und daher ebenfalls D-Linien ihrer Trigerflichen
abgeben. - Der noch offengebliebene Fall einfachsinguliirer Flichen (Rg B = 3)
fithrt zu keinem Krgebnis, wie eine niithere Betrachtung lehrt.

Wie in Euklidischen gilt ferner stets, dass die reziproken Polaren der
Quadrik @ beziiglich der zu ihr konfokalen Flichen identisch sind mit den’
* ihr zugeordneten Flichen ®* und dass diese die (nichteuklidische) Zen-
traficiche von @ einhiillen (vgl. Nr. 11).

o0

17. Nicht ohne Interesse ist die duale Ubertragung der hier durch-
gefithrten Betrachtungen. Polarisiert man die konzyklischen Flichen 2. Ord-
nung ®, W an der Massfiiche Q. so erhiilt man zwei konfokale Fldichen 2.
Klasse ®, W. Das W berithrende Tangentensystem einer auf ® verlaufenden
D-Linie ! wird in die Erzeugendenschar einer ® umschriebenen Torse A
verwandelt, die sich mit ihrer Gratlinie k& auf W stiitzt: % ist demnach eine
geodditische Linie von W.

Jede Schmiegkugel = von ! wird in eine Kugel X transformiert, die vier
benachbarte Ebenen der Torse A beriihrt und auch kurz deren « Schmiegkugel »
genannt werden mag. Die co! Schmiegkugeln von A beriithren die Torse in

(*7) Diese nichteuklidischen Schraubungen wurden eingehend studiert von K. STRUB-
ECKER, Uber die Schraubungen des elliptischen Rauwmes, «Sitzungsber. Akad. Wiss. Wien »,
139, (1930), 421-450, und : Uber nichteuklidische Schraubungen, « Mh. Math: Phys. », 88, (1931),
63-84. Vgl. auch W. WuNDERLICH, Darstellende Geometrie nichteuklidischer Schraubfidchen,
« Mh. Math. Phys. », 44, (1936), 249-279. : o
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den Punkten jener Kurve I, lings welcher sie der Quadrik ® umschrieben
ist; ¢ ist kollinear zur D-Linie / und konjugiert zu dem durch die Leitfl:iche
W auf @ definierten System von Geoditischen. :

Nennt man mit W. BLASCHKE « L-Torsen » einer Fliiche jene ihr um-
schriebenen abwickelbaren Flichen, deren Schmiegkugeln die Grundfliche
berithren — es handelt sich offensichtlich um einen fiir die LAGUERREsche
Geometrie interessanten Begriff (*!) — so gilt nach dem Gesagten (dual zu
Satz 8) :

Sarz 10. - Die L-Torsen einer Quadrik sind die Tangentenfiiichen geoddi-
tischer Linien auf den konfokalen Quadriken.

Die in diesem Satz enthaltene Eigenschaft der geodiitischen Linien auf
den Flichen 2. Grades scheint zwar auch im Euklidischen noch nicht ausge-
sprochen worden zu sein, ldsst sich aber mit Hilfe der Fokaltheorie unschwer
direkt beweisen (*°). Dass iibrigens der zuniichst im nichteuklidischen Raum
abgeleitete Satz 10 auch im euklidischen Rahmen richtig bleibt, ist durch
einen geeigneten Grenziibergang sofort sicherzustellen.

Der Ort der oo' Schmicgkugelzeniren einer Torse ist die Gratlinie der
von ihren Normalebenen eingehiillten Torse, also der rektifizierenden Torse
ihrer eigenen Gratlinie. Der Ort der Schmiegkugelmitten der vorliegenden
Torse A ist daher die Gratlinie jener Torse, die der Quadrik W lings der
Geoditischen % angeschrieben ist: Da sich diese Gratlinie durch Polarisation
von A an W ergibt, folgt, dass sie ebenfalls zur D-Linée ¢ (und zur Beriih-
rungskurve I von A) kollinear ist.

18. Abschliessend sei noch an die auf G. DARBOUX zuriickgehende
Transformation erinnert, die das CAYLEY-KLEINsche projektive Modell
der nichteuklidischen Geometrie in das konforme Modell von POINCARE iiber-
fihrt, in welchem bekanntlich Kugeln und Kreise ihre euklidische Gestalt
haben und die euklidische Winkelmetrik herrscht. Diese einzweideutige, qua-
dratische Punkttransformation ordnet jedem zu einer festen (euklidischen)
Kugel Q inversen Punktepaar P,, P, jenen Punkt P zu, der zum Mittelpunkt
der Strecke P P, beziiglich Q invers liegt (*"). Beschreibt P eine Ebene o,
so durchlduft das Paar P,, P, jene Orthogonalkugel o, , von 2, die den
Fixkreis Qa enthilt; eine beliebige Kugel X, (uud ihre inverse X,) entspricht
jedoch einer Drehfliiche 2. Ordnung X, die @ lidngs eines Kreises beriihrt,
also einer nichteuklidischen Kugel im Sinne jener CAYLEY-KL®INschen Me-
trik, die sich auf die absolute Fliche Q griindet.

(18) 'W. BLASCHKE, Uber die Geometrie von Laguerre III, <« Abh. Math. Sem. Hamburg »,
4, (1926), 1-12.

(*9) W. WunpERLICH, Uber die L-Torsen der Flichen 2. K| lasse, <« Arch. Math.», im Druck.

(2°) G. DARBOUX, Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques, et
sur la théorie-des imaginaires, (Paris, 1873).
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Diese Darbouxtransformation P — P, , tiihrt nun die Flichen 2. Ordnung
in jene ausgiebig untersuchten Flichen 4. Ordnung iiber, die den absoluten
Kugelkreis als Doppelkurve enthalten und von DARBOUX Zykliden genannt
wurden. Es liegt auf der Hand, dass dabei die vorhin betrachteten nichten-
klidischen D-Kurven der Quadriken in die euklidischen D-Linien der Zykliden
tibergehen, womit sich ein bequemer Zugang zur Behandlung der letzteren
erdffnet. Gewisse Sitze lassen sich unmittelbar  iibertragen, beispielsweise
die Tatsache, dass sich die Spitzen der D-Linien auf die Kriimmungslinien
verteilen, oder das Schliessungstheorem. Ferner ist klar, dass die rechnerische
Bestimmung der D-Kurven einer allgemeinen Zyklide auf gewisse hyperellip-
tische Integrale hinausliuft, wie sie bei der Ermittlung der geodiitischen
Linien auf Quadriken auftreten (*!). _

Im besonderen gehen die DupiNschen Zykliden — darunter der Torus —
vermoge der DARBoUXschen Transformation aus den in Nr. 16 erwiihnten
Cliffordfidchen hervor. Ihre D-Kurven entsprechen daher den nichteuklidischen
Schraublinien auf den Cliffordfliichen und schneiden auf Grund der « Win.
keltreue » dieses Zusammenhanges die (vier) Kreissysteme der DupPinschen
Zykliden jeweils unter festen Winkeln: Sie sind demnach im allgemeinen in-
vers zu den bekannten Torusloxodromen (*%), im besonderen mit ihnen identisch.

Diese Dinge sollen hier nicht weiter verfolgt werden, um den Rahmen
der vorliegenden Arbeit nicht zu iiberschreiten. Der Verfasser hofft jedoch,
bei anderer Gelegenheit auf diesen Gegenstand zuriickzukommen.

(**) G. DarBoux selbst hat a. a. O. () die D-Linien der Zykliden unter Beniitzung
pentasphiirischer Koordinaten durch hyperelliptische Integrale dargestellt. - Auf die D-Li-
nien einer sehr speziellen Zyklide stiess der Verfasser bei seiner Untersuchung Uber die
polykonischen Loxodromen, « Ann. di mat. », 29, (1949), 177-186.

(*?) K. STRUBECKER, Zur sphdrischen Raumgeometrie, « Mh. Math. Phys. », 38, (1931),
275-290.
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