673

Uberblick iiber die Krummungsverhaltnlsse
des Ellipsoids

Von W. Wunderlich

1. Einleitung.

Die drtliche Kriimmung einer Fléche wird durch
die beiden Hauptkriimmngsradien 1/x,,1/x, ausreichend gekenn—
zeichnet. Besonderes Interesse kommt aber auch gewissen
Kombinationen zu, so vor allem dem biegungsinvarianten

OAUSSschen Kriimmungsma8 K = x,2,und der mittleren Kriimmung
H --%(oh+9%5, die das gemeinsame Mittel der Normalkriimmun-

gen fiir orthogonale Fortschreitungsrichtungen darstellt,
ferner aber auch dem Hauptkriimmungsverhdltnis J =3x,=
= 1-¢’y das durch die Exzentrizitit ¢ Riickschliisse auf die
Gestalt der DUPINschen Indikatrix gestattet.

Zur Beurteilung der Verteilung dieser GriSen
auf einer Flidche kdnnen die Ortslinien dienen, auf welchen
sich diese GrdfBen nicht &ndern. In der vorliegenden Note
werden nun fiir das dreiachsige Ellipsoid die Kurven ermit-
telt,léngs welchen K,J,K,x,oderx konstant sind. Es ergeben
sich der Reihe nach Kuwsven 4,, 8., 12., bzw. 16. Ordnung,
deren Verlauf fiir ein spezielles Beispiel auch im Bild
festgehalten ist. WMir die Kurven K = const wird eine sehr
- anschauliche, elementare Behandlung dargelegt.

2, Kurven konstanten Kriimmungsmafes.

Der Untersuchung wird folgende Erklérung des
GAUSSschen Krimmungsmafes K zugrunde gelegt,die bei ellip-
tischen Flichenpunkten anwendbar istiBezeichnet f den In-
halt des Ovals, das eine im Abstand h parallel zur Tan-
gentialebene gelegte Ebene aus der Fliéche herausschneidet,
dann gilt
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2
(1) K- un (85|

Zum Beweis denke man sich die Fléche auf ein
Normalkoordinatensystem bezogen, dessen Achsen X,Y,Z2 mit
den Hauptkriimmngsrichtungen bzw. der Flédchennormale zu-

sammenfallens : _
(2) Z = chz +Br2 + m.h;o-,"ﬁ ‘a>°’ |3>°0

Der Hauptnormalschnitt Y = O hat als Kriimmungsradius den
Parameter 1/2« der Schmiegparabel % =xX’, besitzt daher
die Kriimmung x,= 2o » Analog hat man x,= 2B , mithin
(3) : R e o e el b

Bedenkt man, daB die Schichtenlinie % = h bis auf Abwei-
chungen h8herer Ord{/g%% durch die Ellipse mit den Halbach-

sen \VBb/x und V angenshert wird, so hat man fir
die Schichtenfléche

(4) P e 4 Gl.0.0.
5 P

sus (3) und (4) folgt dann sofort (1). it
Im Falle eines Ellipsoids ¢ (a,b,c) 148t sich
nun die Schichtenfliche f zu dem parallelen Zentral —
schnitt F ins Verhdltnis setzen, wobei dasselbe nur von
T den entsprechenden Schichtenkoten h
/ / \ und m abhingt und aus einer affinen
| m ) Kugel vom Radius m berechnet werden
; J kann, da es affin-invariant ist

r

N (Fig.1)s

() | §- E- Mal B2 k.

Geht man mit diesem Ausdruck fiir £ in die Formel (1) ein,
so erhilt man mit : ;

) - x -(F)

das KriimmungsmaB durch den Zentralabstand m der Tangen—
tialebene wund den parallelen Zentralschnitt F ausge-
driickt. : ‘ i :
Alle einer Kugel umschriebenen gleichseitigen
Drehzylinder (mit quadratischem Achsenschnitt) sind kon-
gruent, woraus durch Anwendung einer inhaltstreuen Affini-
tit folgt, daB alle entsprechenden Umzylinder eines El-
lipsoids gleiches Volumen habens '

(1) V = 2mP = oonst = 2x;abe. :
Elimination von F aus (6) und (7) liefert dann die SALMON-
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sche Kriimmungsformel [1]

2
(8) K --2-:—2—5-

a b ¢

Fiir jede Ortslinie K = const gilt danach auch

m = const und man erhilt sie als Beriihrungslinie der dem

gegebenen Ellipsoid ¢ (a,b,c) und der konzentrischen Kugel

A (m) umschriebenen Torse 4., Klasse 6 . Es ist dies eim

Kurve 4.0rdnung,die von dem zu A Dbesziiglich ¢ polarrezi-

proken Ellipsoid ¥ (a?/m,b’/m,c’/m) ausgeschnitten wird.
Bliminiert man aus dem Gleichungspaar von ¢ und ¥

2 2 @ AR S
Ll RaL B (azbo)
a b c a b c m

jeweils eine Koordinate, so erhdlt man die Normalprojek-
tionen der fraglichen Ortslinien auf die Hauptebenens:

;?(32—02) +,1?(b2-02) -4 _.23
a4 b4 m2
(10) 52(32-1:2) _ 22(»2-c?) ol :t_:_z_ (a2 uz o)
a ot m
YZ(aZ_.bZ) ; _25(&2—02) E‘f- s
b4 v c4 m2

Es ergeben sich drei Systeme &hnlicher und koachsialer Ke—
gelschnitte — wie auch rein geometrisch leicht einzusehen
wire — und zwar Ellipsen im Grund-und KreuzriB, Hyperbeln
im Aufri (Fig.2). Fir m = b tritt offenbar eine in zwei
Ellipsen zerfallende Ortslinie auf.,

Die Kurven konstanten KriimmngsmaBes auf den
Flichen 2.Grades haben {ibrigens noch eine bemerkenswerte
differentialgeometrische Eigenschaft: Die beriihrenden Nor-
malschnitte weisen im Berilhrungspunkt einen Scheitel auf.
Um dies schnell einzusehen, beachte man, daB die zu einem
beliebigen Punkt P einer Kurve K = const gehtrige Fléchen—
normale p und die Erzeugende q der Torse © in einer Durch-
messerebene J liegen. Der durch p und den unendlich fernen
Pol von § gelegte ebene Schnitt besitzt mithin einerseits
p zum Durchmesser und anderseits die reziproke DPolare g
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von q als Tangente im Punkt P,der wegen p L q Scheitel ist;
als zu Q konjugierte Flichentangente ist § aber auch. Tan~-

nte der Beriihrungskurve von O, also der Kurve K = const.
?eIm allgemeinen gehen durch einen Flichenpunkt drei
Fortschreitungsrichtungen, deren Normalschnitte daselbst
Scheitel aufweisen.Das durch Integration dieser Linienele—
mente gewonnene dreifache Kurvensystem einer Fléche wurde
von DE LA GOURNERIE betrachtet, insbesondere auch fur den
Fall der Flichen 2. Ordnung, wo sich neben den beiden Er-
zeugendenscharen die Kurven K = const einstellen [21).(Die
Kurven konstanten KrimmngsmaBes auf dem Ellipsoid decken
sich iibrigens auch mit den von L, POINSOT in die Kreisel-
theorie eingefilhrten "Polhodien").

Bezifferung Bezifferung

Bezifferung
fir 3¢, und 2¢,

Fig.2:0ktant des dreiachsigen Ellipsoids
¢ % 2, V2,1 ) in Grund-,Auf-und Kreuzrif
mit eingetragenen Kurven konstanten Kriim=—
mungsmages K (voll), Kurven konstanter
Hauptkriimmng =, oder ,(punktiert) und
Kurven konstanten Hauptkrimmngsverh&lt-
nisses J (Doppellinien)
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3. Kurven konstanter Hauptkrimmung.

Mir das Folgende wird der Einsatz des Matrizen—
kalkiils bequem sein [3]. Bezeichne 4 die Spaltenmatrix mit
den Elementen x,y,z und — mit der Tilde als Stlirzungszei-
chen — 4§ die entsprechende Zeilenmatrix (x,y,z); ist
ferner (L= (0 die Diagonalmatrix mit den Hauptelementen
« = 1/a’y, B=1/b*> und 7 = 1/¢?, dann kann mit Beniitzurg
der {iblichen Produktregeln die Gleichung ( 9,) des Ellip—
gsoids ¢ in der Gestalt

(11) Glg=1

geschrieben werden.Die Tangentialebene Tin einem Fléchen -
punkt P (¢,) lautet

(12) G0 = 1 oder s = 1 mitme=Ug,,
ihr Zentralabstand betrdgt

(13) m=1/u mit u?=mwm = A'Eo(lz,({o.
Bine ® in P beriihrende Kugel ¥ mit dem Radius r kann dann
angesetzt werden durch

(14) (@—Q1)(Q-4€1)=r2, wobei A{1=,<€o-r%:"= o= mrw .

Sie schneidet das Ellipsoid nach einer Kurve 4.0rdnung mit
Doppelpunkt, deren Doppelpunktstangenten die beiden Fort-
schreitungsrichtungen in P anzeigen, zu welchen die ¥or -
malkrimming x = 1/r gehdrt. Zusammenfallende Richtungen
kennzeichnen die Hauptkrimmungen X,y %, .Zur Behandlung die-
ger Srtlichen Verhiltnisse empfiehlt es sich,durch 4 = 4,
+ 4' drtliche Koordinaten x',y',2' einzufiihren. Einsetzung
in (11) und (14) liefert die neuen Darstellungen.

(111) P .o GOy +24,04 = 0
(14') E sea A‘E'Ae"" ZEIAZO(IA{' - 0.

Substraktion der mit 1/mr = ux multiplizierten zweiten
Gleichung von der ersten liefert unter Beniitzung der Ein~
heitsmatrix ¢ '

(15) 4'eq =0 mit e O-uxf.

Dies ist die Gleichung eines vom Flichenpunkt P ausstrah-
lenden Kegels 2.0rdnung A , der die Schnittkurve ¢Y aus
P projiziert und demnach deren bereits genannte Doppel-
punktstangenten enthélt. Dieselben fallen zusammen, Wwenn
A die Tangentialebene T beriihrt, mit anderen Worten deren
Polare t enthilt. Wird also t durch eine Spaltenmatrix 4
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festgelegt, dann ist i%«' = O die Polarebene von ¥ besziig—
lich A , und diese stimmt gemi8 (12) mit der Tangential -
ebene 4,0l = O liberein, wenn

(16) 1% =4,00 oder 4=%"0«,.
t llegt nun auf A (oder in T ), wenn
(17) I%4 = 0, dsb, 0% Olg, = C.

Diese Bedingung 1&8t sich sofort explizit hinschreiben und
lautet (bei Unterdriickung der Indizes)

2.2 2.2 2.4

(18) o= uR - O B et
2 2.2 2.2 2.2

wobei u© = a’x"+ Py + YT .|

Man hat damit eine vadratische Bestimmu

Gleio r die Hauptkriimmungen X,y %,in einem Fléchen—
punkt %ix,y,zs, die, ausgefihrt, folgendes Aussehen hats

mitﬂ-ocz(ﬁ+'y)xz +[32('X+0L)y2 4-'3’:‘?(0:,4-(5)552

Diese Gleichung ist in den Koordinaten von 8,
Grade — man hdtte noch das Mittelglied zu isolieren und
dann zu quadrieren — stellt also fiir x= const eine Fl& -
che 8.0r ‘dar, die das gegebene Ellipsoid ¢ nach Kur-
ven 16.0rdnung schneidet, die die Brter konstanter Haupt -
darstellen. Zur punktweisen Ermittlung einer sol-
chen, zu einem vorgelegten x gehdrigen Kurve erteile man
der als Parameter aufgefaBten GriBe u jeweils feste Wertes:
Man erhdlt dann acht Punkte im Schnitt der drei koachsi-
alen Ellipsoide & (oax’+ py’+ yz’= 1), (p= const,vgl.18,)
und @ (M = const, vgl.19,), was rechnerisch die AuflSsung
eines linearen Gleichungssystems filr x?,y’und z’erfordert.
Das Ergebnis lautet: :

2 - acu’ -

£ - ey
2 !~[_3§2-1a

(20) P AN B'X"'B B~

2 M-yu-oB
7=y (=B
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wobei noch M vermsge (19,) durch u.auszudriicken ist.
Hinsichtlich des Verlaufs der Kurven x= const

vgl.Fig.2
’ 4, Kurven konstanter mittlerer Krilmmng,

Aus (19) ist einmal unmittelbar das Hauptkriim-
mungsprodukt %, = axfy/u'abzulesen, was die SALMONsche
Irﬁmmngsformel (8) bestitigt, zum anderen aber auch die
Hauptkriimmungssumme x,+x, =2H zu entnehmen, womit sich fir
die mittlere Kriimmung H die Formel

(21) H = 21

ergibt. Werden filr u und M die aus (18) ,und (19) ersicht-
lichen Ausdriicke eingesetzt, so stellt E’= const eine Fli-
che 6,0rdnung dar, die aus dem gegebenen Ellipsoid als Ort ort
konstanter mittlerer Kriimmung eine Kurve 12.0rdnung heraus—
schneidet. Zur punktweisen Berechmmg dieser Kurven, deren
Verlauf aus Fig.3 zu ersehen ist,kann wiederum das Formel-
system (20) dienen, wobei jetzt ¥ - 2Eu’ zu setzen ist.

%%
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Fig.3: Oktant des dreiachsigen Ellipsoids
$ (2, V2,1) mit eingetragenen Kurven kon-
stanter mittlerer Kriimmung H.
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5. Kurven konstanten Hauptkrimmungsverhélinisses,

Nach Aufldsung der quadratischen Gleichung (19)
orhilt man fir das Verhiltnis der Hauptkrimmungen den Aus—
druck

A M- M=~ 4 E
(2) I T W W daby

Werden die Wurzeln weggeschafft, so ergibt sich die Bezle-
hung

(23) a2 - (341)2epyal,

die mit den bekannten Bedeutungen von M und uin den Koor—

dinaten vom 4.Grade ist, also fiir J = const eine Fléche 4.

Ordnung darstellt. Diese Fléche schneidet das Ellipsoid

nach Kurven 8.0rdnung,die die Orter konstanten Haupikriim —

mungsverhéltnisses oder #hnlicher DUPINscher Indikatrizen

abgeben. Anschaulich gesprochen kdnnen diese Kurven als die
Bahnen "unendlich kleiner" starrer Ellipsen angesehen wer-
denydie sich auf der Oberfliche des Ellipsoids fortbewegen.
(DaB sich such end 1li che Kegelschnitte ohne Form-
#nderung auf einer Fléche 2.Grades fortbewegen lassen,
scheint noch nicht beachtet worden zu sein. Hieriiber soll
gelegentlich an anderer Stelle berichtet werden. )Zur punkt-
weisen Brmittlung der Kurven kann wieder das Formelsystem
(20) herangezogen werden, wobei M jetzt vermoge (23) durch
u ausgudriicken ist. Fir J~>1 giehen sich die Kurven,wie
?u erw§rten ist, auf die Nabelpunkte N der Fldche zusammen
Fig.2).

Bs liegt auf der Hand, da8 sich die Kurvenscha-
ren J = oconst und K = const in das Kurvennetz x,, =consi
(das durch jeden Flichenpunkt zwei Linien sendet) als Dia-

gonalsysteme einfiigen, wenn die Bezifferung nach geometri-

schen Reihen mit gleichen Quotienten fortschreitet (Fig.ZX‘
Bei arithmetischer Reihung der Kurven x,=const lassen sich
dieselben wiederum durch die Schar H = const zu einem Drei~

ecksnetz vervollstindigen.




681

Li teraturangabe,

[1] G. SAIMON-W.FIEDLER; Die Elemente der analytischen

[2] J. DE LA GOURNERIE,

[3] L.BIEBERBACH,

Qeometrie des Raumes (Leipzig
1863), 285,——Eine andere geome—
trische Ableitung findet sich
bei E.MULLER-J.KRAMES: Konstrulk-
tive Behandlung der Regelfld-
chen (Wien 1931), 64f.

Journ.Meth.Liouville 20 (1885),
145-156; Traité de géometrie
descriptive III (Paris 1864;,

Analytische Geometrie (Teubners
Math., Leitfiden, Bd.29, Leipzig
1930), § 11f.




	CCF15102010_00244
	CCF15102010_00245
	CCF15102010_00246
	CCF15102010_00247
	CCF15102010_00248
	CCF15102010_00249
	CCF15102010_00250
	CCF15102010_00251
	CCF15102010_00252

