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NUOVI MODELLI DELLE SUPERFICIE
A CURVATURA COSTANTE NEGATIVA

b WALTER WUNDERLICH (VIENNA, AUSTRIA)

Un tipo particolare di considerazioni geometriche, che fornendo
una elementare via di accesso alla geometria differenziale classica ha
ottennto in pitt ’un caso almeno una elegante illustrazione di certi
fatti della teoria delle curve e superficie, fu creato pin di 50 anni
addietro da S. FINSTERWALDER a Monaco [4]. Questo metodo di
studio, in Germania oggi chiamato « Differenzengeometrie » e colti-
vato principalmente da R. SAUER, approssima dapprima gli oggetti
della geometria differenziale con figure elementari — cosl una curva
con un poligono, una superficie con un poliedro ecc. — coll’inten-
zione di riottenerli pit tardi mediante un conveniente passaggio al
limite, dopo aver esaurito Pesame delle figure suddette. Da certe
proprieta dei modelli elementari seguono cosl certe proprieta diffe-
renziali delle figure limite. Su di una delle pit belle applicazioni di
questo metodo riferirdo ora brevemente: Tale applicazione riguarda
le superficie a curvatura costante negativa e conduce a notevoli
rapporti colla statica e la cinematica.

1. Come modello delle superficie a curvatura costante negativa
ci serviremo di un reticolato { Py }, formato di quadrangoli sghembi
contigui, i cui lati abbiano la lunghezza comune §; supponiamo di
pitt che i quattro lati uscenti da un punto Py appartengano sempre
ad un piano z; . Poiche i quadrangoli non devono ricoprirsi ‘1’uno
con Valtro, & possibile orientare concordemente tutti i piani .
L’angolo iy itk = itk Tik -verra chiamato angolo di torsione del
lato Py Piyyx; si pud definirlo con segno e wmodulo 2z mediante il
movimento elicoidale (Pi; i) <~ (Pit1,k Miy1,k). Come « torsione » (del
lato) assumeremo qui il quoziente sen (7 Tit1k) : Py Piyr1 1+
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Consideriamo anzitutto un siugolo quadrangolo Py Piyqx Pit141
Pixyy=ABOD del reticolato. Le due diagonali A C e B D sono
ortogonali ed i due piani contenenti una diagonale ed il punto di
mezzo dell’altra sono piani di simmetria del quadrangolo. Segue im-
mediatamente da questo che gli angoli di torsione di lati adiacenti
sono uguali, eccetto il segno, e che gli angoli di torsione di lati
opposti sono proprio uguali. Passando ora successivamente ai qua-
dvangoli vicini, vediamo che tutti i lali Py Piyyp (lati di 18 specie)
presentano fo stesso angolo di torsione o, mentre che tutti i lati
Py Py (lati di 2* specie) presentano langolo di torsione — 0.

T poligeni di 1* specie (k = cost) e di 2% specie (i = cost) che
formano il reticolato si possono dunque considerare come poligoni
di torsione costante. I facile dimostrare che un reticolato quadran-
golare del tipo considerato & determinato univocamente e costruibile
in modo elementare, se.si danno:

a) nn poligono di 1* e uno di 2* specie, cioe due poligoni equi-
lateri di torsioni costanti e opposte, aventi in comune un punto Py,
ed un piano mg, in cui 80no contenuti i quattro lati uscenti da Pgo.

b) un poligono equilatero a zigzag, i cui lati presentano alter-
nativamente gli angoli di torsione o e — o.

Le costruzioni necessarie per il completamento del reticolato
sono tutte elementari e si possono eseguire graficamente mediante
metodi noti della geometria descrittiva (ved. p. es. fig. 2).

Essendo sicuri dell’esistenza dei reticolati sopra considerati,
eseguiamo adesso un passaggio al limite per s — 0, in modo che per
¢ 0 anche angolo di torsione ¢ e tutti gli angoli esterni dei po-
ligoni di 1*-e 2* specie tendano collo stesso ordine d’infinitesimo
verso zero: Il reticolato { Py | converge allora verso un sistema rom-
boidale di curve (sistema di TCHEBYOHEFF) su di una certa super-
ficie gobba @. I piani zy divengono piani tangenti a @ e simultanea-
mente piani osculatori alle curve del gistema romboidale, perche con-
tenevano tre -punti vicini di un poligono del reticolato. Lie curve del
sisteina rappresentano quindi le linee asintotiche della superficie @ e
sono inoltre caratterizzate dall’avere torsione costante +r=Ilim(=+o/s).

N\

2. La forma di un rombo sghembo A BCD & completamente
fissata dalla lunghezza s dei lati e dalla grandezza degli angoli « in
A e C,epin Be D tig. 1). Per angolo di torsione ¢ vale la for-
mola seguente, che si dimostra facilmente :

2
2

(1) cos 0 = tg —?;—-tg
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Congideriamo inoltre quelle due sfere che toccano i quabtro labi
del rombo nei vertici opposti A e C, o visp. B e D: Per i loro
raggi si trova

(2) g:sctgoctg—%— . E:—sctgoctg-—g,
ed il prodotto
— 8% CcO8 0
3 o
®) # ee sen? o’

non dipende che da s e o, possedendo cosi un valore costante (ne-
gativo) per tutti i rombi del reticolato.

Osservando che i poligoni diagonali del reticolato { Py ) si
trasformano alla fine del suddetto passaggio al limite nelle linee di
curvatura della superficie limite @, vediamo che i raggi o, E ten-
dono verso i raggi principali di curvatura in un punto della super-
ficie. Come ora scgue dalla (3), il prodotto delle curvature principali,
ciod la curvatura della superficie, ha un valore costante (negativo)

2
(4) Il ::lim—I::—lim (i) = — 7%
ee §

@ & quindi una superficie pseudosferica. Il fatto noto che le linee
asintotiche di una: tale superficie costituiscono un sistema romboidale
appare con grande chiarezza dalla considerazione del nostro modello
reticolato.

3. Una prima. possibilitd di realizzare un modello del carattere
considerato, ciod quale configurazione d’equilibrio di una rete nodata
da fili sottili (quasi senza peso), si fonda sull’esistenza dei piani .
Ad ogni punto Py del reticolato possiamo associare un quadrangolo
piano P, i cui lati siano paralleli ai quattro lati del reticolato
uscenti da Py ; inoltre si. pud anche assegnare in lunghezza di due
lati di P%. In conseguenza di questo i quadrangoli P} si lasciano
dimensionare e adattare in modo tale che da incastrarsi senza lacune.
Si pud associare cosi — in infiniti modi — al reticolato {l’ik} un
poliedro « reciproco » { PH ), 1 cui spigoli sono paralleli ai lati del
reticolato : la congiungente di due. vertici vicini A, B ed il lato
comune ai due quadrangoli corrispondenti A* B* sono sempre pa-
ralleli (fig. 1).

Gli spigoli del poliedro reciproco danno, nel senso di L. CRE-
MONA, le direzioni e le intensita delle forze di tensione che agiseono
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nei lati del reticolato, tenendolo in equilibrio. Basta disporre oppor-

N Fig. 1.

tunamente delle forze al contorno affinché la rete di fili prenda una

forma desiderata (!).

() Occorre avvertire esplicitamente che i nodi di una rete quadrangolare
in.equilibrio generalmente non saranno piani; in conseguenza i quadrangoli del
poliedro reciproco non saranno neppure piani.-
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L’esempio piut semplice che conviene qui ricordare & la confi-
gurazione d’equilibrio con un asse di simmetria di rotazione. Si pud
realizzare facilmente con una rete tubiforme chiusa e distesa tra due
cerchi. Questo modello & stato oggetto di ricerche (di carattere in-
finitesimale) da J. RADON nel 1940 [6] e poco dopo da H. THOMAS [9].
Poicheé per ragioni di simmetria non si presentano che mnodi piani,
o evidente per quanto 8’ detto che si tratta del modello di una
superficie pseudosferica rotonda colle sue linee asintotiche (fig. 2).

Alla fine del processo di limite { Py} — @ anche il poliedro
reciproco { I} tende verso una superficie gobba @*, ed ogni serie
di piani ¢ = cost o risp. k = cosb si muta in una sviluppabile ecir-
coseritta a D*. Si vede pertanto che il sistema degli spigoli del
poliedro { P%} diviene al limite un sistema di curve coniugate su
@*. Poiche my || PL, le superficie @ e &* sono riferite Puna all’altra
per piani tangenti paralleli.

4. Consideriamo un po’ pit a fondo la piramide quadrangolare
A* B* C* D* associata ad un rombo sghembo A B C D del reticolato
(fig. 1): Gli angoli al vertice della piramide sono suppleinentari
degli angoli a,  del rombo, dunque anche uguali due a due. La
piramide possiede quindi un asse di simmetria che dimezza gli an-
goli formati da lati opposti.

Il piano che congiunge due lati opposti diviene al limite piano

oscnlatore di una curva del sistema coniugato sulla superficie D,
e questo piano contiene anche la normale della @* che proviene
dall’asse della piramide. Segue da c¢id che il suddetto sistema coniu-
gato sulla superficie &* & formato esclusivamente da linee geodetiche.
Conseguentemente @* & una superficie di Voss [10], ma speciale in
un certo senso. )

Ponendo mente alla relazione reciproca tra il reticolato { P}
ed il poliedro { P} ], anche il sistema degli spigoli del secondo si
pud considerare quale stato d’equilibrio di una rete di fili. Qui tutte
le forze di tensione hanno la stessa intensita (proporzionale a §);
la risultante di due forze che agiscono in lati opposti di una pira-
mide ecoincide coll’asse di simmetria, e percid & superfluo annodare
i fili della rete.

Nell’esempio citato del modello di RADON-THOMAS con simmetria
di rotazione si comprende facilmente che il poliedro reciproco
inseritto in un conoide elicoidale e tende verso questo. Il sistema
dei suoi spigoli, realizzabile con la configurazione d’equilibrio di una
rete di fili senza nodi fissi, rappresenta un sistema coniugato di linee
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geodetiche di questo elicoide — il quale & noto come Pesempio pilt
semplice di superficie di VOSS (fig. 3).

.

5. Poliedri con facce quadrangolari, che contengano esciusiva-
mente piramidi quadrangolari con asse di simmetria, sono stati stu-
diati nel 1903 da H. WIENER [11], e piti tardi di nuovo da R. SAUER
e H. GRAF [8]. Se non sono chiusi, hanno la proprietd notevole —
al contrario ai poliedri quadrangolari generali — d’essere mobili;
ciod di permettere, mantenendo le facce rigide, una deformazione
continua ad un parametro, che ne muta solo gli angoli spaziali. Nel
cago presente gli angoli diedri esterni, inizialmente - o e .— o,
vengono sostituiti con valori variabili o" e o”, dove

[

@ e t
B COST.

. ol 0II
5 t ——— — =1
(5) g5 tg 5 tg

IE__———_



(186] w. WUNDERLICH - Nuovi modelli ecc. 7

Ad una tale deformazione del poliedro { P% ] corrisponde una
certa trasformazione del reticolato )y per la quale i rombi sghembi
si mutano in parallelogrammi sghembi. Anche questa nuova forma
di reticolato (sempre con nodi piani) & da considerare come modello
di una superficie a curvatura costante negativa, come sl pud dimo-
strare mediante una rappresentazione sferica [7]. I1 processo descritito
da, nel senso della « Differenzengeometrie », I’illustrazione della co-
‘sidetta trasformazione di Lik [5] delle superficie pseudosferiche.

Iig. 4.

6. Una seconda possibilita per realizzare in modo semplice un
reticolato romboidale con nodi piani & offerto dalla circostanza che
tutti i lati del reticolato hanno la, stessa lunghezza e la stessa tor-
sione. Dunque un modello deve essere costituito da due specie di
elementi, consistenti in tenui lamelle di metallo, di lunghezza s e
storte attorno all’asse longitudinale, le une per Pangolo -} o, le altre
per — . Se congiungiamo questi elementi mediante articolazioni
cilindriche (p. es. con chiodi ribaditi), allora otteniamo un modello
mobile, che in ogni sua configurazione rappresenta il sistema delle
linee asintotiche di una superficie pseudosferica, ed & cos adatto a
materializzare qualunque superficie a curvabura costante negativa

(fig. 4).
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trasformazione dello stesso, tipo, applicando ora lamele (b, f),. dove

naturalmente.

sen o
8

sen f3

9) | ‘ b

"Arriviamo allora ad un terzo reticolato { @y} dello stesso tipo. Se
completiamo adesso ogni. coppia di lamelle (a ya), (b,p) ad un iso-

grammo: Py, Pl Qu Pi, — il clie & pessibile; perch2 la condizione
(6) vale rispetto a (8) e (9) — i punti' Pj formeranno a causa del-
Pesistenza di parallelepipedi- sghembi un quarto reticolato { Py}
dello stesso tipo, ciod: con lati s ed angoli di torsione o (fig. 5).
Si pud dunque- arrivare al reticolato { Qg | anche per una seconda
via; applicando- dapprima: al-reticolato' iniziale { Py | una certa tra-
sformazione con lamelle (b,f) e poi, al reticolato { Pg} cosi- otte-
nuto, una seconda trasformazione con lamelle (¢, a).

Questo stato di cose illustra in maniera trasparentissima il dif-
ficile «teorema di permutabilitad» delle trasformazioni di BXOKLUND,
trovato da L. BranoHI [3], che dice che ogni superficie pseudosferica,
derivata da una data superficie pseudosferica mediante due suc-
cessive trasformazioni di BACKLUND &, e &,, si puo ottenere an-
che mediante due altre trasformazioni PB, e B, della. stessa classe,
applicate in successione inversa.
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