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Beitrag zur Kenntnis der
Minimalspiralflichen

Von WALTER WUNDERLICH (in Wien)

Jene Minimalflichen, welche gleichzeitig Spiralflichen sind —
also eine kontinuierliche Gruppe von Ahnlichkeitstransformationen
gestatten — werden gelegentlich bei 8. L1k (!) und auch bei G. DAR-
BOUX (?) erwihnt, eine explizite Darstellung der genannten Flichen
und niihere Kenntnisse iiber ihr Aussehen scheinen jedoch noch zu
fehlen. v

Die vorliegende Mitteilang will die bestehende Liicke ausfiillen
und gleichzeitig einen einfachen, rein geometrischen Zugang zu den
Minimalspiralfiiichen aufzeigen, der sich wesentlich auf die Lresche
Auffassung der Minimalflichen als Schiebfliichen mit isotropen Erzeu-
genden stiitzt. Diese Behandlungsweise wurde bereits beim voran-
gegangenen Studium der Minimalschraubflichen angewendet (°) und
wird hier zunichst die allgemeinere Frage nach den Spiralschieb-
fliichen erledigen, die anscheinend iiberhaupt noch nicht betrachtet
worden sind. 2 :

§ 1. Nach S. Lie kann bekanntlich jede Minimalfliiche durch
Verschiebung einer Minimalkurve lings einer anderen erzeugt wer-

(1) 8. Lig: Beitrige zur Theorie der Minimalfidchen II. Math. Ann. 15 (1879),
504. Die fraglichen Minimalflichen werden hier dureh die Eigenschaft charakte-
risiert, eine vorgelegte logarithmische Spirale zur Kriimmungslinie zu haben.

(®) G. DArRBOUX : Legons sur la théorie générale des surfaces, 1 (Paris 1887),
308. Fiir die Minimalspiralflichen wird die WEIERSTRASSsche Funktion mit
F(s)= C.s" 2 angegeben. :

(®) W. WUNDERLICH : Beitrag zur Kenninis der Minimalschraubfiichen. Comp.
Math, 10 (1952), 297-311.
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den ; reelle Flichen — und nur solchen gilt hier unser Interesse —
kommen dabei im wesentlichen dann zustande, wenn die beiden er-
zeugenden Minimalkurven in einer Ausgangslage konjugiert-imaginiir
sind. Wie auf jeder Schiebfliiche bilden auch hier die Erzeugenden
ein im Sinne der Flichentheorie konjugiertes Netz.

Die dem Begriff der Spimlﬂdche zugrundeliegende eingliedrige
Gruppe besteht aus oco! rdumlichen Ahnlichkeitstransformationen S,
die eine bestimmte Achse z und auf dieser einen eigentlichen Punkt
O festlassen; jede dieser Transformationen § setzt sich zusammen
aus einer Drehung um z und einer zentrischen Ahnlichkeit von O
aus, wobei der Drehwinkel w und der Ahnlichkeitsfaktor,uvermbge
p = e*® zusammenhiingen. Die Bahnkurven dieser als « Spiralung »
bezeichneten Ahnllchkeltsgruppe sind die wohlbekannten « zylindro-
konischen Spiralen » ; sie verlaufen anf den offensichtlich invarianten
Drehkegeln mit der Achse z, die ihre Spitze in 0 haben, und durch-
setzen deren Erzeugenden unter jeweils konstanten Winkeln ; ihre
' Normalprojektion auf die ebenfalls invariante Ebene, die z in O
senkrecht schneidet, fillt mit den Bahnkurven in dieser Fixebene
‘zusammen, und das sind logarithmische Spiralen, die die von 0
ausgehenden Strahlen unter dem festen Winkel o — arccot P schnei-
den. (*) — Eine Spiralfliiche entsteht durch Anwendung der Ahnlich-
keitsgruppe auf eine vorgelegte (nicht invariante) Linie [; sie
triigt die aufeinanderfolgenden, zu einander #hnlichen Lagen der
Erzeugenden I sowie die Bahnspiralen der einzelnen Punkte von 1.
Es ist klar, dass das Netz der Minimalkurven einer Spiralfliche bei
der Spiralung in sich iibelgeht

Sei nun & eine reelle Minimalspiralfiiiche, deren Fixpunkt 05
Achse z und Modul p mithin reell sind. Seien ferner l, und I, zwei
Minimalkurven der’gleichen Schar. Da & Splralﬂache ist, so exlstlelt
in der erzeugenden Gruppe eine gewisse Ahnhchkeltstransformatlon
8, die I, in I iiberfiihrt; da & anderseits Minimalfliiche ist, so exi-
stiert auch eine gewisse Translatlon T, die l; nach I, bringt. Aus
ly,==8.1, und I, =T.1, folgt nun l —18.1,, d. h. es gibt
eine gewisse Ahnlichkeit U7 = 7— IS dle l, in sich transformiert.
U ist offenbar eine Splmltmusfmmdmon mit zu z paralleler Achse,
die denselben Drehwinkel o und denselben Streckungsfaktor u auf- °

() 8. LIE — G. SCHEFFERS : Vorlesungen iiber Differentialgleichungen mit be-
kannten infinitesimalen 1'ransformationen (Leipzig 1891), 243 ff. — Enz. Math, Wiss.
II1 D, 252 f, u. 287 ff. — G. LoRria: Curve sghembe speciali, 11 (Bologna 1925), § 4.
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weist wie §, also auch denselben Modul p besitzt. Die Erzeugende
l, vertrigt natiirlich nicht nur die Ahnlichkeit U , sondern die ganze.
dulch Wiederholung und Umkehrung entstehende diskontinuierliche
Gruppe U” (n ganz). Lisst man schliesslich I, im Rahmen der Mi-
nimalkurvenschar gegen das festgehaltene Individuum [, riicken, so
unterscheidet sich U immer weniger von der Identitit und U» wird
zu einer kontinuierlichen Spiralung, die I, in sich iiberfiihrt: Die
Minimalkurve I, — und ebenso jede ihrer Neulagen ! — ist dem-
nach eine zylindrokonische Spirale mit z-paralleler Achse und dem
Modul p . '

Gleiches gilt auch fiir die zweite, zur ersten konjugierte Mini-
malkurvenschar 7.

§ 2. Umgekehrt sieht man, dass bei Anwendung einer konti-
nuierlichen Spiralung auf eine achsenparallele zylindrokonische (im
Grenzfall logarithmische) Spirale I gleichen Moduls stets eine Spi-
ralschiebflache ensteht. Die Schiebkurven der ersten Schar werden
von den aufeinanderfolgenden Lagen der erzeugendén Spirale [ ge-
bildet, die Schiebkurven der zweiten Schar sind kongruent zur Bahn-
spirale des asymptotischen Punktes von !. Demnach erzeugt auch
anderseits eine zylindrokonische Spirale 1, die mit ihrem asympto-
tischen Punkt lings einer achsenparallelen Spirale glelchen Moduls
verschoben wird, stets eine Spiralfliiche.

Unter dlesen Umstiinden lisst sich eine Pammeterdmstellung
dieser Flichen unmittelbar hinschreiben :

X = @ eP” co8 w —+ a eP” co8 w

L
(1) Y = a eP? 8in w -+ a P gin @

g= ber® | bero

Fixpunkt ist dabei der Ursprung und Spiralachsé ist die z-Achse
des verwendeten kartesischen Koordinatensystems. Die Schiebkurven
sind mit den Parameterlinien o = const bzw . @ = const identisch,
die Bahnspiralen ergeben sich fiir v — ® = const.

N immt man die willkiirlich vorgebbaren Konstantenpaare a,b
und a, b konjugiert- komplex an, 80 erha,lt man fiir konjugiert- kom

plexe Para.meterwerte o, den reellen Mantel einer Splmlschlebl

fliche mit imaginiiren Schxebkurven Sorgt man iiberdies dafiir, dass
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diese Schiebkurven isotrop ausfallen, was fiir

2 9 42 = (a® + a2p? B2 p) oo — 0,
also A
(2) a=-+bicosa mitcota = p-

eintritt, dann stellt das Gleichungssystem (1) eine Minimalspiralfii-
che dar. Durch Aufspaltung der komplexen Grissen in Real- und
Imaginiirteil kann man so zu einer reellen Parameterdarstellung ge-
langen. Im folgenden soll jedoch ein etwas anderer Weg eingeschla-
gen werden, der den Zusammenhang mit den klassischen Formeln
aus der Theorie der Minimalfliichen stiirker hervortreten lisst.

§ 3. Zunichst moégen einige allgemeine Formeln aus der Mini-
malfliichentheorie bereitgestellt werden, fiir die gleichzeitig eine Ab-
leitung angedeutet wird, welche die geometrischen Hintergriinde
mehr als sonst iiblich betont. In bekannter Weise wird dabei an
Stelle der Verschiebung einer Minimalkurve lings einer anderen
der Ort des Mittelpunktes @ einer Strecke betrachtet, deren End-
punkte P, P unabhiingig voneinander zwei feste Minimalkurven I l
durchlaufen Die auftretende Ortsfliche & ist offenbar eine Schleb
fliche, deren Schiebkurven vom Punkt ¢ beschrieben werden,
wenn entweder P oder P fest bleibt; dieselben sind zu I bzw. I
zentrisch-dihnlich im Verhiiltnis 1: 2, also Minimalkurven wie dlese,
sodass ¢ sicherlich eine Mmlmalﬂache ist. Deren reelle Punkte er-
geben sich, wenn P und P konjugiert-imaginire Lagen einnehmen.

Eine Mmzmalkurve ist eine Kurve, deren Tangenten den abso-
luten Kegelschnitt des euklidischen Raumes treffen. Die Tangenten-
fliiche kann mithin als Einhiillende einer einparametrigen Schar von
Minimalebenen

(3) x8inw —ycosw -+ 2i = f(w)
angesetzt werden; als Parameter fungiert dabei der Richtungswinkel

@ der Spur z=0 gegen die 2-Achse (5). Die zugehorige Minimal-
kurve [ ergibt sich dann als Gratlinie der Minimaltorse (3) durch

() Der in Fussnote 2 auftretende WEIERSTRASSsche Pa.rameter 8 ist mit i
identisch.
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Auflésung des linearen Gleichungssystems, das aus (3) und den bei-
den ersten Ableitungen nach  besteht, in der integralfreien Form

(4) a=f"cosw —f"sinw,y=f sinw-+ " cos w, 2 =—i(f+f").

In der Tat ist da® + dy®> -} d22 =0, und entsprechendes gilt fiir
die konjugiert-imaginiire Linie 1.

~ Die als Sehnenmittenfliche des Kurvenpaares !, erklirte Mini-
malfliiche & stellt sich dann einfach dar durch

1 s : 1 o 1 &
(5) X=—2—(w+w), Y=?(y+y>, Z=—2-(z—l- )

wobei die in #,x,... steckenden Parameter o ,® als voneinander
unabhingige Flichenkoordinaten anzusehen sind. Die Linien w=const
und w = const sind die Minimalkurven der Fliche..

Die Flichennormale im Punkt (w,w) ist sénkrecht zu den Fort-
schreitungsrichtungen

de : dy :dz=3s8inw : —cosw : i und
dw:dy:de=sinw: —cosw: —i,
hat also die Richtung
i(cos @ + cos w) : i(sin w 4 sin @) : — sin (@ — w) =

=cos%(w+5) : sin%(a)—ka) : isin—;—(w—a)

und kann somit repriisentiert werden durch den Einheitsvektor

1 = 1 o
cos—z—(w—l—w) sin?(w + w) 1 2
(6)X*=—1—_, Y*=——1__,Z*=itg?(w—a)).
cos?(w—w) 3 cos—é—(w—w) j

Deuten wir X*, Y*, Z* als kartesische Koordinaten eines Punktes
Q* der Hinheitskugel *, den wir dem Flichenpunkt @ (X, Y, Z)
zuordnen, so haben wir in dem ﬁbergang @ —~ @Q* die durch paral-
lele Normalen vermittelte sphdrische Abbildung der Fliche ¢ im
Sinne von GAuss vor uns. Nach O. BoNNET ist diese Abbildung
einer Minimalfliche winkelireu, was man geometrisch leicht einsieht,
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wenn man sich iiberlegt, dass den Minimalkurven von & die Mini-

‘malerzeugenden der Kugel ¢* zugeordnet werden.

Um reelle Flichenpunkte durch reelle Parameter zu kennzeich-
nen, gehen wir jetzt vermoge :

(7) : w=¢4in, o=E—iy

zu neuen Flichenkoordinaten &,y iiber. In diesen, bei BoNNET et-
was kiinstlich erscheinenden Koordinaten (%) schreibt sich die sphi-
rische Abbildung nun i

LA & 008 g *__sinE S

(8) X ‘Eﬂf Y_..al—ﬂ, Z* = —thy.
Das System der neuen Koordinatenlinien bildet sich offensichtlich
auf das geographische Netz der Meridiane und Breitenkreise der
Einheitskugel ¢* ab, ist also wie dieses orthogonal. Auf der Fliche
9 selbst bedeéuten die Linien & = const die Beriihrungskurven um-
schriebener #normaler Zylinder, also Umrisslinien fiir «waagrechte »
Blickrichtungen; die Linien # = const stellen hingegen Orte fester
Flichenneigung dar, kénnen also als Isophoten fiir lotrecht einfallen-
des Licht aufgefasst werden. Werden die &, als Normalkoordina-
ten in einer Hbene I' gedeutet (GAusssche o-Ebene), so ist damit
eine ebene Abbildung der Minimalfliiche erklirt, die ebenfalls konform
ist, da den Minimalkurven w — const und ® = const von & die iso-
tropen Geraden &= 7 = const von I" zugeordnet sind. Diese Ab-
bildung ist anschaulich als MERCATOR-Karte der Einheitskugel ¢*
zu deuten. : £ :

Mit Hilfe der sphiirischen Abbildung lassen sich in einfacher
Weise die Differentialgleichungen der Kriimmungslinien und Asym-
Pptotenlinien der Fliche & herleiten, indem man ausdriickt, dass
die Fortschreitungsrichtungen dX:dY:dZ und d X*:d Y*:d z*
zueinander parallel bzw. normal sind. Man findet so die Bedingungen

(9) g-do* Fg.da®=0, bl 9 (@) =f" (@) + 1" ().

\
>

(6) O. BONNET: Mémoire sur Uemploi d’un nouveau systéme de variables dans
Vétude des propriétés des surfaces courbes. J. math, pures et appl. 5 (1860). Dersel-
ben Variablen bedient sich dann auch E, BELTRAMI: Sulle proprieta generali delle
auperﬁbie d’area minima, Mem, Ace, Bologna 7 (1867),
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Wiirde man jetzt noch die naheliegende Substitution
w=/Vg(w).dw . E:/V}(E).da

ausfiihren, die eine konforme Abbildung der w-Ebene auf eine w-
Ebene herstellt, so hiitte man in der dadurch erklirten konformen
Abbildung der Minimalfliche @ auf die w-Ebene im wesentlichen
die RIEMANNsche Abbildung erreicht : Die Kriimmunglinien von &
bilden sich dabei auf das Netz der Achsenparallelen w -+ w = const

ab, die Asymptotenlinien auf das zugehorige Diagonalnetz w -+

=+ i w = const.

Abschliessend sei noch vermerkt, dass die Multiplikation der
Ausgangsfunktion f(w) mit einen komplexen Faktor von Einheits-
betrag (¢ bei reellem 1) eine ausgezeichnete Transformation der Mi-
nimalfliiche & bewirkt, bei welcher zufolge (6) die einzelnen Flichen-
elemente ihre Stellung nicht Zndern und die iiberdies isometrisch
ist, wie aus der Form des Linienelementes

d82=dX2—|—dY2+dZ2=%(dw.~dw—|—dy.d§—|— dz.dz)=
G 1 el ik
=gg.cos”?(w——w).dwdw

zu erkennen ist. Es handelt sich um die bekannte BoNNETsche Bie-
gung, im Verlanfe welcher — kontinuierliche Anderung von 1 an-
genommen — ¢ eine Schar von Minimalflichen durchliduft ; simt-
liche Flichenpunkte bewegen sich dabei auf Ellipsen .um den Ur-
sprung.

§ 4. Um nun zu den Spiralfiichen unter den Minimalfliichen zu
gelangen, hat man nach § 1 nur dafiir zu sorgen, dass die Grund-
kurve I in § 3 eine zylindrokonische Spirale ist. Die ihre Tangen-
tenfliche bildende Spiraltorse wird von der Minimalebene (3) dann
eingehiillt, wenn diese einer Spiralung unterworfen wird: Unter
Verzicht auf iiberfliissige additive Konstanten kann mithin

(10) : f(w)=c.er | f(w)=c.oPw
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gesetzt werden. Die Minimalspirale ! schreibt sich dann gemiiss (4)

T=  ¢p.e’” (cos @ — p sin w)
(11) - Y= ¢p.e’”(sin w | p cos w)
Z=—ci.et® (14 p?).

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir unter Beachtung
von p = coto"

(L2) ¢=e¢"P8in a tg a.ei,

was nur eine Masstabsnormierung bedeutet. Damit erhalten wir fiir
den reellen Mantel unserer Minimalfiéiche, zufolge (5)

X = — &R [¢i*+po—a) gin (@ — )]
Y= &[ei*tpo—a), cos (o — )]
Z = — & [¢*+r(>—a) jgeoc o] ,
Fiihren wir schliesslich bei der Auswertung in 'w =& 4 iy die Hilfs-

8rosse ¢ —= & — o ein, so ergibt sich als reelle Pammoterdarstellung
der Minimalspiralfiiiche

X = er? (X, cosp — Y, sing) Xo = shy.sin (py + 1)

(13) Y = er? (X, sing Y, cosp) mit Yo = chy.cos(py -+ 1)

Z=e?.7, : Zo=secoc.sin(pn—|-i.).

Die Parameterlinien % = const sind wegen & = ¢ -+ a mit den
oben erWéhnten « Umrisslinien » & — const identisch; sie gehen durch
Spiralung ineinander iiber, sind also untereinander iihnlich und kon-
nen etwa durch das rechts stehende Prototyp ¢ = 0 (¢ = @) repri-
sentiert werden. Zwei charakteristische Formen (fiir 1 = 0 bzw. 7/2)
sind in Fig. 1 wiedergegeben, und zwar in der Lage £ =0 (p = — @),
weil diese den Umriss fiir die Normalprojektion auf die Aufrissebene
X 7 darstellt, Elimination der Parameter » und 1 fiihrt auf die al.
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gebraische Identitiit

(Xs + Y¢ + 7 cos? a). Z2 cos® o — X5 + %5 cos’ a,

aus der zu ersehen ist, dass jede der Umrisslinien auf einer ge~
wissen Fliche 4. Ordnung liegt. Die Parameterlinien 7 = const sind

4

Fig. 1: Umrisslinie & =0 (¢ = —a) zweier Minimalspiralflichen vom
Modul p=75 (Bezifferung nach p )
a) Plansymmetrischer Typ (4= 0);
.b) Achsialsymmetrisoher Typ (1 = =/3)

die auf der Fliche verlaufenden Bahnspiralen. Fixpunkt der Spira-
lung ist der Ursprung, die Achse fillt mit der Z Achse zusammen.

§ 6. Verindern wir den Wert des Parameters 1, so durchliuft
mit Riicksicht auf (12) unsere Minimalfliiche die einzelnen Stationen
einer BONNETschen Biegungsreihe, wobei der Spiralmodul p ungein-
dert bleibt. Zwei typische Formen sind dabei hervorzuheben :

a) A= 0: « Plansymmetrischer Typ ». Die Fliche ist zur X V-
Ebene symmetrisch (vgl, Fig. 1a n. 2 a). Die Spiegelung wird durch
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Vorzeichenwechgel bei

7 bewirkt. Der entsprechende Typ bei den
Minimalschraubfizichen

ist das Katenoid (Kettendrehfisiche).

Fig. 2 a: Plansymmetrischer Typ einer Minimalspiralfis

che vom Modul
»=10,268 (a= 759 -
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b) A=n/2: « Achsensymmetrischer Typ ». Die Fliche ist be-
ziiglich der Z-Achse symmetrisch, die ihr angehort (vgl. Fig. 1b

Fig. 2b: Aéﬁsensymmetrischer Typ einer Minimalspiralfiiche
vom Modul p = 0,268 (a = 759),
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und 2b). Auch hier wird die Spiegelung durch den Vorzeichenwech-
sel bei % bewirkt. Der entsprechende Typ bei den Minimalschraub-
fliichen ist die Wendelfliiche (Schraubkonoid).

Fig. 2 ¢ stellt die in der Mitte zwischen den beiden Grenzfil-
len liegende allgemeine Zwischenform A= m/4 dar, die keinerlei Sym-
metrien aufweist. :

Die Figuren 2 a bis ¢, die Abbildungen in Grund- und Aufriss
darstellen, wurden folgendermassen gezeichnet: Zunichst wurden
fiir die im Aufriss massgebende Umrisslinie auf Grund des rechten
Formelsystems (13) die Koordinaten X, Y, , Z, einiger Punkte (n =
=nan/6 fir n=0,+1,+2,+3) berechnet und diese Punkte
eingetragen. Anschliessend wurden zwei durchsichtige Pauspapiere

vorbereitet, eines mit einer zum vorgeschriebenen Modul p = 2 — V3
(Schnittwinkel « = 75°) gehorigen logarithmischen Spirale versehen,
das andere mit einer reguliren Strahlengruppe eines Biischels (p =
= n 7/6). Diese Pauspapiere wurden mittels einer Nadel mit ibren
Nullpunkten im Ursprung des Grundrisses auf das Zeichenblatt ge-
heftet, sodass jeweils durch blosse Drehung gleichzeitig die Spirale
und ein Biischelstrahl mit einem der vorhandenen Ausgangspunkte
zur Inzidenz gebracht werden konnten. Iu dieser Lage wurden die
Schnittpunkte der iibrigen Biischelstrahlen und der Spirale auf die
Zeichnung durchgestochen, womit sich ohne storende Konstruktions-
linien weitere Lagen des der Spiralung unterworfenen Ausgangs-
punktes im Grundriss ergaben; im Aufriss war dann nur noch die
entsprechende Reduktion der Koten vorzunehmen.

Hinsichtlich weiterer, die darstellende Geometrie der Spiral-
ralfliichen betreffender Konstruktionen gibt eine friihere Arbeit Auf-
schluss (7).

§ 6. Die Kriimmungs- und Asymptotenlinien der Minimalspi-
ralfliichen lassen sich explizit angeben. Die beziiglichen Differential-
gleichungen (9) lauten hier némlich

exp(pw+il)dw”-T-éxp(pa—il)d—d—ﬁ=0

und sind nach Trennung der Variablen elementar integrierbar. Man

(';) W. WUNDERLICH: Darstellende Geometrie der Spiralfiichen. Mh. Math.
Phys. 46 (1938), 248-265.
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erhiilt fiir die Kritmmungsiinien

(14) exp%(pw—]—il)iexp%(pa—)—il)==coust,

oder in BONNETschen Koordinaten

Co8

1 1
(15) ?pf-f—lnsin ?(pn—kl):’const.

A_hnlich findet man fiir dje Asymptotenlinien

(16) exp%(pw—f—il)iiexp%(pa—il)=consb,
bzw, ’

; 1 cos 1 7

(17) ?pf—l—lnsin ?(pn—f—z—?)_const.

Fig. 3: Krﬁmmungslinien (voll) und Asymptotenlinien (gestriohelt)
einer Minimalspirulﬂﬁohe im BONNETschen Bild,

RESPSTIREL R o
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wie dies Fig. 3 zeigt. (8) Man entnimmt aus dieser Darstellung : Die

einer Spiralschar angehorenden (untereinander ihnlichen) Kriim-

mungslinien nidhern sich asymptotisch zwei Bahnspiralen py=na—1;
es handelt sich dabei um die in der Fixebene Z—=— 0 liegenden, in
Fussnote 1 erwihnten logarithmischen Spiralen der Minimalfliiche,
die singuldre (ebene) Kriimmungslinien abgeben. Ebenso streben die
einer Spiralschar angehiorenden (untereinander ihnlichen) Asympto-

; 1
tenlinien asymptotisch gegen zwei Bahnspiralen py ='('n - ?) n—1;

es handelt sich hierbei um jehe zylindrokonischen Spiralen, die yon
den Punkten Y, = 0(Z;, = - sec a) beschrieben werden, d. s. jene
Punkte, von welchen die Umrissspitzen in Fig. 1 herriihren.

[Entrata in Redazione il 5-V-1954]

(8) Nach einer Vierteldrehnng stellen dieselben Kurven die MERCATOR-Bilder
von solchen Kugelkreisen dar, die durch einen Pol gehen.

Gubbio-8S8Soe. Tipografica “Oderisi, 1964
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