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Kreise als Doppelloxodromen

Von W. Wunbperrica in Wien

Unter einer Lozodrome schlechtweg versteht man in der Auffassung von
G. ScuerrERs [7] eine Raumkurve, welche die Ebenen eines Biischels unter einem
konstanten Winkel o schneidet. Die Tragergerade a des Ebenenbiischels heif3t die
Achse der-Loxodrome; sie kann als Achse einer Drehfliche angesehen werden,
auf der die Loxodrome unter dem festen Kurswinkel o gegen die Meridianschar
verlauft. Es ist bekannt, daB unter den Loxodromen eines Ebenenbiischels o auch
Kreise vorkommen: Es sind dies die VinLArRcEAUschen Kreise der oo® Torusflichen
mit der Achse a, also insgesamt co? an der Zahl, solange iiber die Grofe des Schnitt-
winkels ¢ nicht verfiigt wird.

ScHEFFERS hat a. a. O. die Frage nach den ,,Doppelloxodromen‘ aufgeworfen,
also nach jenen Kurven, die zwei vorgelegte Ebenenbiischel a, b unter vorgeschrie-
benen Winkeln o, v durchsetzen. Als Beitrag zu diesem, bisher noch nicht allgemein
gelosten Problem wird hier gezeigt, dal unter den gesuchten Doppelloxodromen
acht Kreise vorhanden sind. Ferner wird bei dieser Gelegenheit die Mannigfaltigkeit
der oo? Kreise untersucht, die als gemeinsame Loxodromen der beiden Ebenenbiischel
auftreten, solange die Schnittwinkel heliebige Werte haben diirfen. Anschliefend
wird noch von zwei Gesichtspunkten aus die Verallgemeinerung betrachtet, die sich
ergibt, wenn man die beiden Ebenenbiischel durch Kugelbiischel ersetzt.

1. In einer Arbeit , Kreise als Loxodromen* befaBte sich E. MiLLER [5] mit
den co* Loxodromenkreisen eines Ebenenbiischels und umgekehrt mit den zu einem
vorgelegten Kreis gehorigen co? Loxodromenachsen. Er kommt dabei zu dem
SchluB, daB ein Kreis I dann und nur dann Loxodrome mit der Achse a ist, wenn
er die beiden durch a gehenden Minimalebenen o, @ beriihrt.

Nun, diese Aussage bedarf zuniichst einmal einer gewissen Korrektur, da sie
im Komplexen — und wenn von Minimalebenen die Rede ist, treibt man zwangs-
ldufig komplexe Geometrie — nicht unbedingt hinreichend ist. Daf die Bedingung
notwendig ist, liegt mehr oder weniger auf der Hand, denn wiren die beiden
Tangentialebenen aus a an I nicht isotrop, so wiirden sie den Schnittwinkel Null -
liefern. Um zu priifen, ob die Bedingung hinreichend ist, betrachten wir den ! ent-
haltenden, zu a parallelen Zylinder 2. Ordnung. Da er von dem Minimalebenenpaar o, o
beriihrt wird, ist @ eine seiner vier Fokalgeraden. Diese sind aber nicht ganz gleich-
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berechtigt, und wir haben zwei Fille zu unterscheiden: a) a trifft die Rotationsachse m
von I; b) a ist windschief zu m (trifft dafiir aber den zu @ normalen Durchmesser
von 1),

Zur Diskussion ist es zweckmiiBig, die beiden LAGuERREschen Punkte L, L des
Kreises 7 einzufiihren, das sind die Spitzen der beiden durch I legbaren Minimal-
kegel (Nullkugeln) 4, Z. Sie liegen auf der Kreisachse m und sind vom Kreismittel-
punkt um das 4 i-fache des Kreishalbmessers entfernt. Jede den Kreis ! beriihrende
Minimalebene berithrt auch A oder 2 und enthilt daher L oder L.

Im Falle a) geht die Fokalgerade @ durch einen der beiden LacuErrEschen Punkte,
etwa L. Bezeichne P einen beliebigen Punkt des Kreises 7, ¢ die zugehirige Tangente
und n die in P auf die Meridianebene ¢ = Pa errichtete Normale. Der Winkel n¢
ist komplementdr zum Schnittwinkel £¢; beachtet man jedoch, daB = parallel zur
Polaren von & beziiglich A verlduft, also zusammen mit ¢ in der 4 in P beriihrenden
Minimalebene liegt, so erkennt man, daB hier von der iiblichen Winkelmessung
itberhaupt keine Rede sein kann. Irgend zwei nichtisotrope Geraden einer Minimal-
ebene, wie » und ¢, ergeben stets den Winkelwert Null — wie auch eine einfache
Rechnung bestitigt —, so daB unser Kreis 7 in gewissem Sinne als ,,Orthogonaltrajek-
torie” des Ebenenbiischels @ angesprochen werden kann, sicher aber keine eigentliche
Loxodrome abgibt. ;

Im Falle b) enthélt die Fokalgerade a keinen der beiden Lacuerreschen Punkte,
und von den beiden durch @ gehenden Minimalebenen beriihrt die eine den Minimal-
kegel 1, die andere 1; a ist mithin eine gemeinsame Tangente des Kegelpaares 4, 7.
Bei Rotation um die Kreisachse m iiberstreicht a eine Drehquadrik X (unter reellen
Voraussetzungen ein einschaliges Hyperboloid), die 4 und Z beriihrend angeschrieben
ist, also den Kreis 7 als Fokalkurve und L, L zu Brennpunkten hat. Der aus einem
Kreispunkt P an X legbare Tangentialkegel ist nun, nach einem bekannten Satz
der Fokaltheorie der Flichen 2. Grades, ein Drehkegel mit der Kreistangente ¢ als
Achse, und sein Offnungswinkel 2 ¢ ist, wie leicht einzusehen, supplementir zum
Offnungswinkel des Asymptotenkegels von X, also unabhéingig von P. Das bedeutet
aber mit anderen Worten, daB der Fokalkreis ! simtliche co? Tangentialebenen
von 2" unter demselben Winkel ¢ schneidet, insbesondere also auch die oo! die
Erzeugende a enthaltenden Ebenen, womit seine Loxodromeneigenschaft erwiesen
ist1). ;

Um nun die ,unechte Loxodromenlage a) auszuschalten (die E. MiLLER
offenbar iibersehen hatte), kinnen wir die ,,echte Loxodromenlage* b) etwa folgender-
maBen kennzeichnen: Ein Kreis ist dann und nur dann Loxodrome eines Ebenen-
biischels, wenn seine beiden LAGUERREschen Punkte den beiden Minimalebenen des
Biischels angehoren.

!) DaB die durch Rotation von 7 um a entstehende Drehfliche ein Zorus ist, bediirfte noch einer
weiteren Uberlegung, die fiir das Folgende jedach ohne Belang ist.

16*




232 W. WUNDERLICH . ARCH. MATH.

2. Seien nun a und b zwei beliebig vorgegebene Geraden, die wir der Einfachheit
halber ausdriicklich als reell voraussetzen wollen. Unter Verwendung eines passenden
kartesischen Normalkoordinatensystems x, y, z konnen sie beschrieben werden durch

e st o S e e e

(1) b..cxiy=—Aipu, 2=—h,

wobei die Richtungskonstanten 4, x noch durch die Bedingung A2 + u* = 1 normiert
werden mogen. Ferner sei in Hinkunft stillschweigend % + 0 angenommen, ohne
jeweils auf die fiir # =0 eintretenden Ausartungen eigens hinzuweisen. — Die
Minimalebenen o, @ durch @ und B, B durch b werden nunmehr dargestellt durch

%% ...ur—Aydi(z—h)=0,

B, B...px+Ay+i(z+h) =0.

Fiir die restlichen Kanten des von diesen Ebenen gebildeten ,,isotropen Tetraeders* 2)
findet man dann

e=afe=af...ziz=Fi:uy="TFih/d;
f=aB,f=opB...y:2=+1:4z=-+1ih/u.

(2)

(3)

Fiir einen Kreis I, der in Bezug auf @ und b echte Loxodromenlage aufweist —
und bei einem reellen Kreis ist nur echte Loxodromenlage moglich — miissen die
LacuerrEschen Punkte L, L zufolge § 1 den Minimalebenen «, &, f und B angehiren,
ohne auf @ oder b selbst zu liegen; sie verteilen sich mithin auf die Gegenkanten e
und ¢ oder f und . Mit dieser Feststellungist das Problem der Doppelloxodromenkreise
im wesentlichen geklirt. Die Beantwortung gewisser Fragen, die im Zusammenhang
mit der vorliegenden zweiparametrigen Kreismannigfaltigkeit (,,Kreiskongruenz®)
interessieren, ist jetzt bloBe Routinearbeit. Es sind dies vor allem die Fragen nach
dem Mittenort, der Hiillfliche der Kreisebenen und der Kongruenz der Kreisachsen.

Nehmen wir, um die Vorstellung zu fixieren, an, L liege auf ¢ und L auf <. Fiir
die zugehorige Kreiskongruenz G kann die Rolle der Loxodromenachsen ¢ und b
jederzeit auch von f und f iibernommen werden; die Gleichberechtigung dieser
Achsenpaare wird gelegentlich in Erscheinung treten. Unter Verwendung zweier
Hilfsparameter, ¢ konnen die LacuerrEschen Punkte L, L gemiB (3) festgelegt werden
durch

4) L(—it, —ih/A, ut), L(it,ihfd, pt).

Fiir den die Strecke L L halbierenden Kreismittelpunkt M findet man so die Koordi-
naten

() M. X=L@—9Y=02="4 (¢+7).

2) Zahlreiche merkwiirdige Eigénscﬁaften eines solchen Tetraeders entdeckte W. BLascukE [1].
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Der Mittenort der Kreise ist mithin die Ebene y = 0. Die Achsenkongruenz ist natiirlich
das (elliptische) Strahlnetz mit den (hochimaginéiren) Brennlinien e, e.

Die Richtung der Kreisachse m = L L und damit gleichzeitig die dazu normale
Stellung der Kreisebene 7 ergibt sich in

: (6) u:v:w:i(t—}—?):2ih//'l:‘,u(7—t).

Vergleich von (5) und (6) liefert
: S hw i _ phu
(7) Mz e Y=0, Z=">5-,

und damit (unter Beriicksichtigung der Normierungsbedingung A% 4 u? = 1) als
Gleichung der Kreisebene:

(8) n...ux-{—vy—l—wz:-—“;zw.

Partielle Differentiation nach den Parametern u, v, w fithrt dann zum Hiillgebilde 11
des Ebenensystems 7z in Parameterdarstellung:

(9) 17 M_w_ ‘__ Ahuw Ahu

) o LR )
uo uo
die parameterfreie Form
(10) bl =po?
liBt erkennen, daB es sich dabei um ein orthégonales hyperbolisches Paraboloid

handelt?®). Man iiberzeugt sich leicht, daf IT das Erzeugendenvierseit a fbf enthalt,
dessen Diagonalen e, ¢ mithin zu reziproken Polaren besitzt.

Fiir den Kreisradius r findet man
(11) r =+ (LL) = L Yut Lot .

Betrachten Wir- in diesem Zusammenhang die Menge der co® Kugeln x, die durch
die Loxodromenkreise  als GroBkreise bestimmt sind, und deren Gleichung zufolge (7)
und (11) lautet:

22 2 242
19 i AR e 2hwx_2,uhu =hu h h2w
y Auv Av

e ﬁ_'uzvz'

Als Hiillgebilde dieses Kugelsystems ergibt sich unter Beniitzung der durch

partielle Ableitung gewonnenen Beriihrungskoordinaten »=—21h w/uv und
z=—Ahu/uv das einschalige Hyperboloid
(13) — a4 A2y 42 =2,

3) Dieses Hiillparaboloid kann als Erzeugnis jener Korrelation zwischen der Mittelebene y=0
und der Fernebene aufgefaBt werden, welche sich aus der durch das Achsennetz vermittelten Kol-
lineation und der absoluten Polaritéit zusammensetzt und durch (7) beschrieben wird.




234 W. WUNDERLICH ARCH. MATH.

das von jeder der Kugeln x in zwei zur zz-Ebene spiegelbildlich liegenden Punkten
beriihrt wird. Man sieht, daB es ebenfalls das Erzeugendenvierseit afbf enthilt.

Zusammenfassend 148t sich mithin aussprechen :

Satz 1. Die zu 2wes vorgelegten Ebenenbiischeln a, b gehorenden gemeinsamen
Loxodromenkreise verteilen sich auf zwei gleichartige Kreiskongruenzen G und .
Die Kreisachsen bilden zwei elliptische Strahlnetze, deren Bremnlinien die restlichen
Gegenkantenpaare e, e bzw. f, T des durch a, b bestimmten isotropen Vierflachs sind.
Die Kreismittelpunkte erfiillen dementsprechend zwei das Gemeinlot von a und b ent-
haltende und die Winkel zwischen a und b halbierende Ebenen. Die Kreisebenen umbhiillen
zwei orthogonale hyperbolische Paraboloide, welche durch die Erzeugendenvierseite a fof
baw. aebe gehen. Die Kugeln, die die Lozodromenkreise zu GroPkreisen haben, weisen
mit je einem der beiden einschaligen Hyperboloide, welche das aus Gegenerzeugenden
bestehende Vierseit afbf bzw. ache enthalten, Doppelberiihrung auf.

Man stellt im iibrigen fest, daB drei Ebenenbiischel a, b, cinsgesamt vier gémeinsame
Loxodromenkreise haben: Deren LaGUERRESChe Punktepaare ergeben sich im Schnitt

der drei durch a, b, ¢ legbaren Minimalebenenpaare. Die Mittelpunkte lassen sich
im Schnitt von je drei Mittelebenen finden.

3. Es seien nun auBerdem die zu den beiden Ebenenbiischeln @, b gehirenden
Schnittwinkel o, v vorgeschrieben. Wir haben dann in den Netzen e & und {1 jene
Strahlen m auszuwiihlen, welche mit o den Winkel #/2 — o und mit b den Winkel
/2 — v bilden: Dieselben werden als Achsen die gesuchten Loxodromenkreise
bestimmen. '

Alle Strahlen des Netzes e e, welche der ersten Bedingung geniigen, werden
durch

(14) (Au+ pv)? = (w402 +w?) - sin? ¢
gekennzeichnet und erfiillen eine gewisse Regelfliche 4. Grades, die von den Ebenen

Y = const. nach Kurven 2. Ordnung geschnitten wird. Speziell der in der Mittel-
ebene y = 0 gelegene Kegelschnitt

(15) (AZ 4 u2h)? = (A2 pt X2 4 2222 u? h?) - sin2 ¢
gibt den Ort der Kreismittelpunkte ab. Die Kreisebenen hiillen eine gewisse, dem

Paraboloid /7 umschriebene und gegen die Lotrichtung a unter dem Winkel o
geneigte Boschungstorse 4. Klasse ein.

Die zweite Bedingung driickt sich analog aus durch
(16) (Au—p)? = (u2 4 o2 | w?).sin?r.
Aus (14) und (16) errechnet sich
(A7) w:v:iw=p(l+0): A(1—6): + V4R utescio +2(22—p2) 6 —(1+ 62,
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wobei 6 fiir 4 sin z/sin o steht. Damit sind die Richtungen der Achsen von vier
Loxodromenkreisen erhalten worden, deren weitere Bestimmungsstiicke sich mittels
(7), (8) und (11) ermitteln lassen. NaturgemaB liegen diese Kreise paarweise sym-
metrisch beziiglich der das Gemeinlot von @ und-b abgebenden z-Achse.

Mit Riicksicht auf vier analoge Kreise aus % gilt

Satz 2. Unter den zu worgeschriebenen Schnittwinkeln gehirigen gemeinsamen
Lozodromen zweier Ebenenbiischel (Doppelloxodromen) befinden sich ackt Kreise.

Es verdient hervorgehoben zu werden, daf} diese acht Kreise mit Lineal und Zirkel
konstruierbar sind. 5

Geben wir anstelle des Schnittwinkels o den Kreisradius r vor, so wird aus der
Kreiskongruenz § eine einparametrige Schar von Kreisen ausgesondert, deren Achsen
zufolge der aus (11) flieBenden Beziehung

(18) > u? + v 4 w? = (%)202

gegen die Mittelebene y = 0 feste Neigung aufweisen, also wieder eine gewisse
Regelfliche 4. Grades bilden. Die Mittelpunkte erfiillen die Ellipse

Z2 B2
(19) l“"zXz—l_ﬁ:Tz__l_za Y=05
und die Kreisebenen umhiillen wieder eine dem Paraboloid I7 angeschriebene

Béschungstorse 4. Kiasse.

4. Durch Ausiibung einer rdumlichen Inversion werden die Loxodromen eines
Ebenenbiischels unter Erhaltung des Schnittwinkels in die Loxodromen des ent-
sprechenden Kugelbiischels transformiert, wobei insbesondere Kreise wieder zu Kreisen
werden. Diesen verallgemeinerten Loxodromenbegriff zugrundelegend, mige nun im
folgenden unter ,,Loxodrome* stets eine Kurve verstanden werden, welche die Kugeln
eines Biischels unter festem Winkel o schneidet. Das Biischel wird dabei durch seinen
(allen Kugeln gemeinsamen) ,,Grundkreis* bestimmt. Unter den Loxodromen eines
Kugelbiischels gibt es wiederum oco? Kreise, und das transformierte Kriterium aus
§ 1 besagt: Ein Kreis ist dann und nur dann Loxodrome eines Kugelbiischels, wenn
seine beiden LAGUERRESchen Punkte den beiden Minimalkegeln des Biischels angehoren.

Umgekehrt liegen dann auch die. LacuErRrEpunkte des Biischelgrundkreises auf
den beiden durch den Loxodromenkreis gehenden Minimalkegeln; die Beziehung
zwischen den beiden Kreisen ist mithin eine durchaus wechselseitige4).

%) Vel. hierzu E. v. WeBer [8]. Dort wird, nach Orientierung der Kreise, die ,,minimale Lage
zweier Zykel dadurch gekennzeichnet, daff deren Lacuerresche Punkte auf einem Minimalstrahl
liegen.

N
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Die Vorgabe des Schnittwinkels o sondert aus den Loxodromenkreisen eines
vorgelegten Kugelbiischels eine dreiparametrige Mannigfaltigkeit aus, einen Kreis-
komplex ©, iiber dessen Aufbau wir uns genauere Kenntnis verschaffen wollen.
Der Biischelgrundkreis

(20) a. . ek =at; =0

sei dabei ausdriicklich als reell vorausgesetzt, einerseits um die Vorstellung zu
fixieren, andererseits weil nur bei einem solchen Kugelbiischel auch reelle Loxodromen-
kreise auftreten. Die Ebene 7 eines Loxodromenkreises I muB, wegen der eben
erwihnten Gleichberechtigung von 7 und a, den Grundkreis @ ebenfalls unter dem
Winkel o schneiden. Solcher Ebenen gibt es aber bloB o2, und diese umbhiillen das
- schon in § 1 betrachtete einschalige Drehhyperboloid X vom Offnungswinkel 7 — 2 o,
welches @ zum Fokalkreis und die zugehérigen Lacuerrepunkte A (0, 0, ai),
A(0, 0, — ai) zu Brennpunkten hat:

@1) ey ot e L Rt

cos?a sinZo

-
Die co® Kreise von & verteilen sich mithin zu je co! auf die co? Tangentialebenen

von . Zur Untersuchung der Kreisschar in einer solchen Ebene 7 wollen wir diesclbe
durch ihren Neigungswinkel y und Zentralabstand p festlegen; wir diirfen sie ohne
Einschréinkung als y-parallel annehmen:

(22) m...xsinp—zeosy =p mit p?=a?(sin?y—sin2o).

Es empfiehlt sich, die Koordinatentransformation

(23) - E==zcosytzsiny, n=y, { =p—azsiny+zcosy

vorzunehmen (vgl. Abb. 1), derzufolge die Ebene zx die Gleichung ¢ = 0 erhalt.

Zur Ermittlung der Loxodromenkreise von 7 haben wir nun jene LAGUuERREpaare

L, L aufzusuchen, die zu z symmetrisch liegen und den Minimalkegeln «, @ durch a

angehoren. Mit Beniitzung der zu «, @ beziiglich # symmetrischen Minimalkegel

B, B kinnen wir sagen, daB sich die Punkte L, L auf die beiden imagindren Kreise

k=op und k¥ = % f verteilen:

@) - .. . (§—aisiny)?+ 2+ (—p—aicosy)?=0
B...(§+aisiny)?+ "2+ (+p—aicosy)?=0.

Der Kreis & liegt in der imagindren Ebene
(25) g...aiésiny 4 p({ —atcosy) =
und projiziert sich normal auf die Ebene z (gleichzeitig mit %) als reelle Hyperbel

R 52 7]2

: —— =q2,
sin?y — sin? o sin® o

(26) O L

Diese Hyperbel stellt den Mittenort der Loxodromenkreisschar in & dar, die im
iibrigen die beiden (imaginiren) Spurkreise « 7 und @ 7 der Minimalkegel beriibrt
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und allgemein von den Spurkreisen der Biischelkugeln unter bestimmten konstanten
Winkeln durchsetzt wird®). Fiir den Radius ¢ der Loxodromenkreise findet man

(27) o=Ci=""F(E—potgy).

Aus der Tatsache, daB die Hyperbel £’ die konstante Hauptachse @ - sin ¢ hat und
die Normalrisse 4’ und 4’ von 4 und 4 zu (konjugiert-imaginiiren) Brennpunkten
besitzt, schlieBt man, daB der normal zu = iiber &’ errichtete Zylinder der Rotations-
achsen m = L L einem von p unabhingigen Drehhyperboloid A umschrieben ist,
das durch den Kehlradius @ - sin ¢ und die Brennpunkte A4, A4 bestimmt ist:

(28) IR e B

sin o cos2o

Satz 3. Die co3 zu einem vorgeschriebenen Schuniltwinkel o gehorigen Loxodromen-
kreise eines Kugelbiischels mit reellem Grundkreis a verteilen sich zu je ool auf die
oo? Tangentialebenen eines einschaligen Drehhyperboloides X' mit dem Offnumgswinkel
7 — 2 o und dem Fokalkreis a. Die zugehirigen Rotationsachsen der Loxodromenkreise
bestehen aus den oo® Tangenten eines zweiten, konfokalen Drehhyperboloides A, das
den Offnungswinkel 2 o besitzt.

Abb. 1 zeigt neben der im Aufrif (auf die xz-Ebene) dargestellten Situation
dieser Gebilde im SeitenriB die Anordnung der co! Loxodromenkreise in einer Tangen-
tialebene 7z von X. Die wichtigsten der auftretenden imaginiren Elemente sind in
iiblicher Weise durch ihre ,,reellen Vertreter (Symmetrieelemente der sie definie-
renden elliptischen Involutionen) reprisentiert; mit deren Hilfe liBt sich die Kreis-
schar 'in 7 leicht konstruieren.

5. Und nun zum Problem der gemeinsamen Loxodromenkreise zweier Kugelbiischel,
deren Grundkreise @, b von vornherein als reell vorausgesetzt seien. Dieses Problem
ist allgemeiner als das vorhin behandelte, zwei Ebenenbiischel betreffende, da zwei
Kugelbiischel nur dann durch eine konforme Abbildung in zwei Ebenenbiischel
iiberfiihrt werden kionnen, wenn ihre Grundkreise einen Punkt gemein haben. Nach

* Einfithrung der Minimalkegelpaare o, @ durch a und g, B durch b laBt sich jedoch
"~ auf Grund des in §4 aufgestellten Kriteriums die Antwort sofort geben: Die

LacurrrEschen Punktepaare L, L der Doppelloxodromenkreise verteilen sich auf
die (konjugiert-imaginiiren) Kreispaare e = o ff, ¢ =@ p oder f =a f, f == f. Die
zweiparametrige Mannigfaltigkeit der gemeinsamen Loxodromenkreise besteht also
auch hier aus zwei gleichwertigen Kreiskongruenzen & und g, deren erste anschlieBend-
néher betrachtet werden soll.

5) Solche Kreisscharen sind in der Zyklographie wohlbekannt (,,Zykelkreise*); vgl. E. MULLER-
J. Krames [6].
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Die Ortsfliche de Kreismittelpunkte M, die ja die Strecken L T halbieren, ist eine
wyklische Schiebfliche 4. Ordnung, deren erzeugende (imaginire) Kreise von M
durchlaufen werden, wenn L bzw. L fest bleibt.

Die Kongruenz der Kreisachsen m = L T ist durch die Brennkreise e, e bestimmt,
hat also im allgemeinen den Feld- und Biindelgrad 4.

Seitenril3

Abb. 1: Anordnung der zu einem bestimmten Schnittwinkel
gehorigen Loxodromenkreise eines Kugelbiischels

Das Hiillgebilde IT der Kreisebenen v, die ja die Symmetrieebenen der Punkte-
paare L, L darstellen, ist, wie man unschwer einsieht, identisch mit dem Mittenort
jener co? Kugeln w, welche e und @ beriihren. Unter diesen Kugeln sind zwei, die den
Kreis ¢ enthalten, ebenso zwei weitere, die durch e gehen; die zugehdrigen Mitgel-
punkte seien mit £y, £, bzw. E,, B, bezeichnet. Lassen wir nun etwa L auf dem Kreis
¢ wandern, withrend wir L auf e festhalten, so umbhiillt die Ebene 7 einen der Fliche IT
umschriebenen Kegel 2. Grades I', der seine Spitze im Zentrum der Kugel L e hat.
Der Mittelpunkt P der zugehdrigen Kugel » durchlauft dabei die Beriihrungslinie
von I und IT; da dieselbe der Normalebene von e in L angehoren muB, handelt
es sich um einen Kegelschnitt, der iiberdies die Punkte £, und B, enthilt, weil unter
den Kugeln o auch jene beiden vorkommen, die durch e gehen. Die fragliche Hiill-
fliiche IT ist demnach eine Fliche 4. Ordnung und 4. Klasse vom Typus der Dupinschen
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Zyklide, namlich mit vier konischen Knotenpunkten E,, E,, E,, E, und eine
Doppelkegelschnitt ). : :

Besonders hervorzuheben wire die spezielle Annahme, bei welcher sich die Grund-
kreise @ und b selbst in lowodromischer Lage befinden, so dafl etwa o und § und ebenso
@ und B einander beriihren. Die fritheren Schnittkreise e, € sind jetzt zu (doppelt
zéhlenden) Minimalgeraden entartet, und beim zugehorigen Kreissystem €, das
Rotationssymmetrie um das Gemeinlot von e und e aufweist, treten bedeutende
Reduktionen ein: Die Achsenkongruenz ist das Drehnetz ee, die Kreismitten erfiillen
die Symmetrieebene des Gemeinlots von e¢ und e, und die Kreisebenen bilden ein
Biindel, dessen Scheitel das Gemeinlot halbiert. Bemerkenswert ist aullerdem, daf
irgend zwei Kreise aus & stets loxodromisch zueinander liegen.

Erwéhnt sei weiterhin, dafl drei Kugelbiischel im allgemeinen insgesamt acht
gemeinsame Loxodromenkreise haben; dieselben lassen sich mit Lineal und Zirkel
konstruieren, denn ihre LAcueErrEpunkte werden im Schnitt von je drei in den
Biischeln enthaltenen Nullkugeln erhalten. Kine Ausnahme tritt ein, wenn die
Biischelgrundkreise paarweise loxodromisch liegen, weil dann zufolge der vorhin
gemachten Bemerkung co* gemeinsame Loxodromenkreise existieren.

Schreiben wir schlieBlich, wieder zum Ausgangsproblem zuriickkehrend, fiir die
beiden gegebenen Kugelbiischel a, b auch noch die Schnittwinkel ¢ bzw. v vor, so
wird es unter den zugehérigen Doppelloxodromen im allgemeinen nur mehr endlich
viele Kreise geben. Ihre Ebenen miissen einerseits, solange wir im System € bleiben,
die zugehorige Fliche 4. Grades I7 berithren, andererseits aber auch (gemal Satz 3)
jene beiden Drehhyperboloide X und 7', die durch die Fokalkreise @ bzw. b und die
Offnungswinkel w —2¢ bzw. @ — 2 bestimmt sind. Solcher Ebenen gibt es
4-2-2 =16, und ebensoviele im System . Es gilt somit

Satz 4. Unter den zu wvorgeschriebenen Schnittwinkeln gehiérigen gemeinsamen
Loxodromen zweier Kugelbiischel (Doppelloxodromen) befinden sich im allgemeinen
32 Kreise. :

Die Méglichkeit von Biischelpaaren mit unendlich vielen gemeinsamen Loxodromen-
kreisen folgert man aus der Betrachtung der ViLLARCEAUschen Kreise eines Torus @,
welche nicht nur Loxodromen des Meridianbiischels a, sondern auch eines dazu und
zum Torus orthogonalen Kugelbiischels b sind; die Schnittwinkel o,z sind dabei
komplementar. Durch konforme Abbildung gelangt man zu zwei orthogonalen
Kugelbiischeln a,b, unter deren zu komplementiren Schnittwinkeln gehorigen

%) Enz. Math. Wiss. ITI C 10, 1571. — Dal die Hillfliche zz die Klasse 4 hat (was spiter be-
notigt wird), kann man rasch direkt einsehen. Es geht darum, die Ebenen s durch eine allgemeine
Gerade g abzuzéiihlen. Man lasse den Kreis e um g rotieren und schneide die so erzeugte Drehfliche
4. Ordnung mit dem Kreis ¢: Von den 8 Schnittpunkten liegen zwei doppelt ziahlende auf dem ab-
soluten Kegelschnitt (Doppelkurve), und die restlichen vier, die als Lacuerrepunkte L brauchbar
sind, fithren auf 4 Ebenen durch g.
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Doppelloxodromen sich co! Kreise finden, niimlich die ViLLarceauschen Kreise
einer gewissen DupiNschen Zyklide @, die a und b zu Fokalkreisen hat ). Im Rahmen
der hier entwickelten Vorstellungen ist dieser Spezialfall dadurch ausgezeichnet,
daB die Lacuerreschen Punkte 4, 4 von a auf b, und daher auch die LAGUERRE-
punkte B, B von b auf a liegen. Das Vierseit 4 BA B — efef besteht aus Minimal-
strahlen und die Kreise @, b liegen sozusagen ,,doppelt-loxodromisch*. Die beiden
Ebenenérter I7 sind zu einem und demselben Ebenenbiindel ausgeartet, dessen
Scheitel P das Zentrum der (eindeutig bestimmten und nullteiligen) Kugel w ist,
die das genannte Minimalvierseit enthlt. Jede Ebene durch P schneidet die Kreise
@ und b stets unter komplementiren Winkeln. Jede der oo! aus P an das Hyper-
boloid X' gehenden Tangentialebenen z beriihrt mithin auch das Hyperboloid 7,
falls ¢ und = komplementr sind; hierzu gehéren dann auch sowohl in & wie in A3
je co! gemeinsame Loxodromenkreise. Sind o und = hingegen nicht komplementir,

~ 80 kann es offenbar iiberhaupt keine eigentlichen Doppelloxodromenkreise geben.

6. Das Problem der Doppelloxodromen zweier Kugelbiischel a, b 14Bt sich noch
von einem anderen Gesichtspunkt aus betrachten, néimlich als nichteuklidische
Verallgemeinerung des Problems der Doppelloxodromen zweier Ebenenbiischel,
wenn man sich des PoINcARE-WELLSTEINschen ,,konformen‘* Raummodells bedient 8
Dieses stiitzt sich auf eine euklidische (reelle oder nullteilige) Fundamentalkugel Q
und sieht die zu 2 inversen Punktepaare, bzw. die zu Q orthogonalen Kreise und
Kugeln als die ,,Punkte®, ,,Geraden* und ,,Ebenen* einer nichteuklidischen Raum-
geometrie an, deren Winkelmetrik sich im iibrigen mit der euklidischen deckt.
Nimmt man nun fiir Q die (im allgemeinen eindeutig bestimmte) Orthogonalkugel
von a und b — sie enthilt die vier Lacuerrepunkte 4, 4, B, B — so sind die
Kugelbiischel @ und & als ,,Ebenenbiischel im Sinne der erklirten nichteuklidischen
Geometrie anzusehen; die Loxodromen und allfillige Kreise unter ihnen behalten
auch in der neuen Auffassung ihre Bedeutung.

Mittels einer quadratischen, von G. DarBoux angegebenen Punkttransformation,
die jedem zu Q inversen Punktepaar den Pol seiner Symmetrieebene beziiglich Q
zuordnet [2], 146t sich nun sofort der. Ubergang zum , projektiven* Raummodell
Cayrey-Kieinscher Priigung vollziehen, in welchem die Punkte, Geraden und
Ebenen wieder ihre gewohnte Bedeutung haben. Dafiir unterscheidet sich jedech
die Messung der Winkel (und Léngen) von der euklidischen: sie griindet sich in
bekannter Weise auf Doppelverhiltnisbeziehungen zur ,,absoluten* Quadrik Q {31
Als ,,Kreise* sind jetzt die 2 doppeltberithrenden Kegelschnitte anzusehen.

Die Kugelbiischel a, b werden vermoge der erwihnten DArBOUX-Transformation
in zwei Ebenenbiischel a*, b* verwandelt, deren nichteuklidisches (CayLEY-KLEIN-

") Die iibrigen Doppelloxodromen verlaufen auf den konfokalen Zykliden und sind invers zu
den bekannten Toruslozodromen, die der Verfasser kiirzlich genauer untersucht hat. Vgl. W. Wunpzr-
Lic [10]. ;

¥) Siehe WeBER-WELLSTEIN [9]. Vgl. auch E. Kruppa [4].
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sches) Problem gemeinsamer Loxodromenkreise in weitgehender Analogie zum
euklidischen Vorbild in § 2 behandelt werden kann. Unter ,,Minimalebenen* hat
man jetzt die 2 beriihrenden Ebenen, unter ., Minimalkegeln*“ die £ umschriebenen
Kegel zu verstehen. Ein Paar ,,Lacurrrescher Punkte* bestimmt jetzt allerdings
im Schnitt der von ihnen ausstrahlenden Minimalkegel zwei Kreise. Die LAGUERRE-
schen Punktepaare der Doppelloxodromenkreise verteilen sich nun auf die restlichen
Gegenkantenpaare e*, e* und f*, f* des .isotropen Tetraeders*, das von den durch
a* und b* legharen Minimalebenen gebildet wird. Fiir den Mittenort wie fiir den
Ebenenort der beiden zugehirigen Kreiskongruenzen G* * findet man durchwegs
Quadpriken. Der Nachweis stiitzt sich auf die Tatsache, daB die Mittelpunkte M, M
der zu einem LaGuERREpaar L, L gehorigen Kreise — als Halbierungspunkte der
Strecke L L — durch L, L wie auch durch © harmonisch getrennt werden; sie sind
daher wechselseitig die absoluten Pole der Kreisebenen x bzw. 7. Innerhalb G* etwa
entsprechen einander M und M in der windschiefen Involution § mit den Achsen e*
und e*. Da ferner M und # vereinigt liegen, sind sie Kernelemente jener Korrelation,
die sich aus J und der Polaritiit an Q2 zusammensetzt: Der Ort aller M (und M) ist
mithin die Punktkernquadrik, das Hiillgebilde I7 aller = (und 7) die dazu polare
Ebenenkernquadrik der genannten Korrelation: I7 enthilt das Erzeugendenvierseit
afbf.

Nach Vorgabe der Schnittwinkelwerte o und 7 zu den beiden Biischeln sind nur
mehr endlich viele Loxodromenkreise zu erwarten. Unter Berufung auf die auch im
Nichteuklidischen geltende (und unschwer direkt einzusehende) Tatsache, daB die
Ebene 7 jedes zum Winkel o gehorenden Loxodromenkreises #* des ersten Ebenen-
biischels dessen Achse a* unter demselben Winkel o schneidet, stellt man zunichst
fest, daB sich die co® Kreise I* zu je ool auf co? Ebenen verteilen. Diese Ebenen
werden offenbar durch die co? nichteuklidischen Bewegungen, welche die Achse a*
festlassen (zusammensetzbar aus Drehungen um a* bzw. die absolute Polare a*),
untereinander vertauscht, hiillen also eine CLirrorRD-Quadrik X ein. Eine analoge
Rolle iibernimmt fiir das andere Ebenenbiischel eine zweite CLIFFORD- Quadrik 7'
mit den Achsen b, 6*, Innerhalb der Kreiskongruenz G* gelangen wir dann iiber
die acht gemeinsamen Tangentialebenen & der drei Quadriken X, 7' und I7 zu acht
Doppelloxodromenkreisen, wozn weitere acht innerhalb &F treten.

Machen wir anschlieBend die DarBoux-Transformation wieder riickgingig, so
erhalten wir — in Ubereinstimmung mit Satz 4 — insgesamt 32 gemeinsame und die
vorgeschriebenen Schnittwinkel o, 7 aufweisende (euklidische) Loxodromenkreise der
urspriinglichen Kugelbiischel a, b; diese Kreise liegen iibrigens paarweise invers zur
Orthogonalkugel Q.

Der oben erwihnte Ausnahmefall mit ool gemeinsamen Loxodromenkreisen
beruht in nichteuklidischer Deutung darauf, daB die beiden CLiFFoRD- Quadriken X
und 7' wegen a* = b*(a* =b*) und o + v = #/2 zusammenfallen.




242 W. WUNDERLICH ARCH. MATH.

Literaturverzeichnis

[1] W. Brascuke, Isotrope Vierflache. Arch. der Math. 1, 182—189 (1949).

[2] G. DarBoUX, Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques. Paris 1873,
173 ff. ;

[3] F. KrEin, Vorlesungen iiber nicht-euklidische Geometrie. Berlin 1928.

[4] E. Kruppa, Darstellende Geometrie im Kugelgebiisch. S.-B. Akad. Wiss. Wien, math.-naturw.
Kl., Abt. I1a, 140, 369—397 (1931).

[6] E. MULLER, Kreise als Loxodromen. Arch. Math. Phys. 26, 73— 96 (1918).

[6] E. MtLLER-J. KraMEs, Die Zyklographie. Wien 1929. S. 56, 94.

[7] G. Scuerrers, Besondere transzendente Kurven. Enz. Math. Wiss. ITI D 4, Nr. 34.

[8] E.v. WeBER, Zur Geometrie der Kreise im Raum. Arch. Math. Phys. 7, 286—295 (1904).

[9] H. WeBER-J. WELLsTEIN, Enzyklopidie der Elementarmathematik. Leipzig 1905, Bd. IT,
S. 52—82.

(10] W. Wunpereich, Uber die Torusloxodromen. Monatsh. Math. 56, 313—334 (1952).

. Eingegangen am 21. 8. 1954




	CCF15102010_00221
	CCF15102010_00222
	CCF15102010_00223
	CCF15102010_00224
	CCF15102010_00225
	CCF15102010_00226
	CCF15102010_00227
	CCF15102010_00228
	CCF15102010_00229
	CCF15102010_00230
	CCF15102010_00231
	CCF15102010_00232
	CCF15102010_00233

