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Eine neue N&herungsformel fiir den Ellipsen-
umfang.

Die Lange des Ellipsenquadranten wird bekanntlich
durch das (elliptische) Integral
(2
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festgelegt, wobei ¢ = 0 und b = 0 die Halbachsen der
Ellipse bezeichnen. Geht man hierin mittels der Sub-
stitution
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zu dimensionslosen GroBen iiber, so stellt die aus (1)
flieBende Beziehung
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bei Deutung in einem kartesischen Normalkoordinaten-
system &, 7 eine gewisse (transzendente) Kurve dar, die
zur 7)-Achse symmetrisch ist und auf dieser im Punkt
& =0, n = 1 einen Scheitel besitzt. Es zeigt sich, daf
der zu diesem Scheitel gehorige, sechspunktig beriih-
rende Schmiegkegelschnitt die Diagrammkurve vor-
ziiglich approximiert und mit seiner Gleichung eine be-
merkenswerte Naherungsformel fiir den Ellipsenumfang
liefert.

Zur Ermittlung einer Potenzreihenentwicklung in der
Umgebung des genannten Scheitels fithren wir die Hilfs-
groBe

ein und erhalten unter Verwendung der Abkiirzung
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Bei gliedweiser Integration verschwinden— wie es aus
Symmetriegriinden sein muB — die ungeraden Po-

tenzen von ¢; nach Kiirzung durch /2 erhilt man so
zunéchst
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und mittels (4) schlieflich die gewiinschte Darstellung
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Der gesuchte Schmiegkegelschnitt 168t sich nun mit
Hilfe der oskulierenden Parabel &2 + 4 (n— 1) =0 an-
setzen durch

E+4(n—1)+i(n—172=0;

trigt man hierin die Werte von & und # aus (5) ein, so
findet man, daB die Glieder bis zur 4. Ordnung wegfal-

len, wenn A = 5 angenommen wird. Der Schmiegkegel-
schnitt ist mithin die Ellipse mit der Gleichung

24+5p—6n+1=0..... (6).

Kehrt man nunmehr iiber (2) wieder zu den urspriing-
lichen Grofen zuriick, so erhélt man die Naherungs-
relation

8ur—12x(a+b)u+n?(3a%+4ab+355)=0 (7).

Auflosung dieser quadratischen Gleichung liefert schlieB-
lich die angekiindigte Néherungsformel fiir den Ellip-
senumfang
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Diese Formel gibt naturgemdB8 fiir den Kreis (@ = b)
den genauen Umfang und liefert, wie zu erwarten war,
fir @ ~ b sehr gute (durchwegs etwas zu kleine) Nihe-
rungswerte. Erstaunlicherweise ist aber die Abwei-
chung im gesamten Anwendungsbereich auBerordentlich
gering, wie die nachstehende Tabelle I zeigt. Der grofBite
Fehler tritt im Grenzfall der zur Doppelstrecke ausge-
arteten Ellipse (b = 0) auf und betrigt 4,29/,,1). Treibt

Tabelle I Tabelle II
bla Aufu ? AE|E
0 4,2.10-3 0° 0
0,1 8,3.10¢ 10° 4.10-1
0,2 2,1.10—* 20° 2.10-12
0,3 54.10-5 30° 2.10-10
0,4 1,3.10-5 40° 1.10-8
0,5 2,8.10-6 50° 2.3:107
0,6 5.10-7 60° 2,8.10-¢
0,7 7.10-8 70° 3,0.10-5
0,8 4.10-° 80° 3,0.10¢
0,9 4.101 90° 4,2.10-3
1 0

!) Die Formel erinnert der Bauart nach an die bekannte Faustfor-
mel von Boussinesq 4u == %(a + b)—Vab|, ist jedoch rund

hundertmal genauer als diese. Vgl. diesbeziiglich die Angaben bei
W. Weydanz, Eine verbesserte Niherungsgleichung fiir den Ellip-
senumfang, Z. angew. Math. Mech. 34 (1954), S.194. Siehe auch
H. Schwerdt, Die Anwendung der Nomographie in der Mathematik
(Berlin 1931), S. 44.
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man die Potenzreihenentwicklung um einen Schritt
weiter, so 148t sich die folgende, allerdings bloB fiir
stark kreisihnliche Ellipsen (@ ~ b) giiltige Fehlerab-
schatzung gewinnen:
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Bild 1. Nomogramm fiir den Ellipsenumfang
(Halbachsen a, b; Umfang 4 u)
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Das Ausgangsintegral (1) stellt im wesentlichen das
vollstandige elliptische Normalintegral II. Gattung
nach Legendre dar, denn es ist

72 Tar e e
w=a )1 —Esinq-dp=a- Ek)
0

: a? — b2
mit B="—— ... Q0.

Setzen wir mithin @ =1 und b = cos ¥, so wird
k = sin 9 und die Formel (8) bietet in der Gestalt

E(sin 9) ~ % [3 (1 + cos ®)

— VB Fcos® (@A +3cosd)] . . . (11)

eine brauchbare Naherung des genannten elliptischen
Integrals, deren hervorragende Giite an Hand der Ta-
belle IT beurteilt werden kann.

Das obenstehende, auf der Naherungsformel (8) be-
ruhende Nomogramm fiir den Ellipsenumfang ergibt
sich, wenn man im Hinblick auf das Achsenverhaltnis

/5 :1 der Ellipse (6) die modifizierte Substitution

a=V56&+n, b=—|B&+nw .. (2)
vornimmt. Die Relation (7) geht dann iiber in
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FaBt man nun & und »’ wieder als kartesische Normal- |
koordinaten auf, so stellt die Gl. (6") eine nach u be-
zifferte Ahnlichkeitsschar von Kreisen dar, wihrend
die Gl. (2’) zwei nach a bzw. b bezifferte Parallelscharen
von Geraden beschreiben. Diese drei Linienscharen
bauen die in Bild 1 wiedergegebene Netztafel auf, von
welcher nur ein der Festsetzung @ = b = 0 entspre-
chender Teil ausgefithrt wurde?).

Wien. W. Wunderlich.

%) Diese Netztafel ist analog einem von R. Soreau, Nomographie
(Paris 1921), vol. I, p. 91 fiir die Formel von Boussinesq vorge-
schlagenen Entwurf, weist jedoch giinstigere Schnittverhiltnisse auf.
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