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1. Eine wohlbekannte Eigenschaft der STEINERschen dreispitzigen Hypo-
zykloide besagt, dall die in ihrem Inneren liegenden Tangentenstrecken
simtlich dieselbe Lénge haben. Mit anderen Worten bedeutet das, dal
sich eine starre Strecke k;, in einer solchen Zykloide k, unter standiger
Beriihrung stetig umwenden ld8t, wobei die Enden von k, auf k, gleiten.
Die Polkurven dieser Bewegung sind zwei Kreise ¢, , ¢, mit dem Halbmesser-
verhéltnis 2: 3 (die ,,Umkreise’* von k, und k,); wiahrend der Bewegung
rollt ¢, ohne zu gleiten auf der Innenseite von c, ab.

Eine erste Verallgemeinerung dieser Tatsache wurde von F. MORLEY an-
gegeben!): Er bemerkte, dafi sich eine m-spitzige Hypozykloide k, in einer
(m 4 1)-spitzigen Hypozykloide k, unter sténdiger Beriihrung stetig um-
wenden laBt, wobei die Spitzen von k; auf k, gleiten. Auch hier sind die
Polkurven die Umkreise c,, ¢, von k; bzw. k,; das Halbmesserverhéltnis
betragt m: (m -+ 1). Der obige Ausgangsfall ordnet sich mit m = 2 ein.

Der Techniker wird hierin nicht viel mehr als einen Sonderfall der
sogenannten Zykloidenverzahnung von DE LA HIRE (1694) sehen, die am
einfachsten mittels des klassischen Prinzips von Camus hergeleitet wird?).
Dieses Verzahnungsprinzip lautet folgendermaflen: ,,Sind ¢, ¢;, ¢, drei
Kurven mit einem'gemeinsamen Beriihrungspunkt Z, und ldaBt man c ein-
mal auf ¢,, ein andermal auf ¢, abrollen, so beschreibt ein mitgenommener
Punkt P zwei Rollkurven £k, k,, die zusammenpassende Zahnprofile fiir
das Walzkurvenpaar c,, ¢, abgeben; denkt man sich ndmlich k, mit ¢; und
k, mit ¢, starr verbunden, so bleiben %, und k, in stdndiger Beriihrung,
wenn ¢, auf ¢, rollt.” — Wahlt man fiir ¢, ¢, und ¢, Kreise und die Anfangs-
lage von P in Z,, so gelangt man zur erwihnten Zykloidenverzahnung.
Haben die genannten Kreise insbesondere die Radien » = 1, », = m (ganz),
r, = m —+ 1, dann erhdlt man das MorLEYsche Zykloidenpaar.

1) F. MorLEY, On adjustable cycloidal and trochoidal curves. Amer. J. Math. 16,
188—204 (1894).

2) Cu. E. L. Camus, Sur la figure des dents des roues etc. Mém. Acad. 1733, 117. —
Siehe etwa L. BURMESTER, Lehrbuch der Kinematik, Leipzig 1888, S. 178; oder F. HoHEN-
BERG, Konstruktive Geometrie fiir Techniker, Wien 1956, S. 242—246.




Wunderlich, Gleitkurvenpaare aus Radlinien

2. Eine zweite, weitaus merkwiirdigere Verallgemeinerung fand M. FRECHET
bei der Betrachtung der WarracE-Geraden eines Dreiecks, die bekannt-
lich eine STEINER-Zykloide einhiillen®). Er entdeckte, daB sich auch eine
Ellipse k, in einer dreispitzigen Hypozykloide k, stetig umwenden liBt,
dieselbe stéindig an drei Stellen berithrend (vgl. Abb. 2). Auch bei dieser
Bewegung von k; in k, treten als Polkurven zwei Kreise ¢, ¢, mit dem
Halbmesserverhéltnis 2: 3 auf, es liegt jedoch keinerlei Anwendung des
Prinzips von Camus vor, wie schon daraus hervorgeht, dafl wohl der ganze
Ellipsenumfang, hingegen nur gewisse Teilbogen der Zykloide in reeller
Weise zur Berithrung kommen.

Daf3 dieser Sachverhalt — der die Umwendung einer Strecke in der
STEINER-Zykloide als Grenzfall umfalt — tieferliegende Wurzeln hat, wird
aus der nachstehenden dritten Veralljemeinerung hervorgehen, die die
FricueTsche als Einzelfall enthilt. Einen Ansatzpunkt fiir die weiter-
gehende Verallgemeinerung bietet die Tatsache,
daB sich die Ellipse %, als Hypotrochoide auf-
fassen 148t ; es liegt somit der Versuch nahe, k,
allgemein als 7'rochoide anzunehmen.

3. Sei also &, eine Radlinie, die als Bahn
eines Punktes P beim Rollen eines Kreises ¢
vom Radius » = a in einem Kreis ¢, vom Ra-
dius 7, = m a entsteht (Abb. 1). In einer
Gaussschen Zahlenebene, die zur Darstellung
der komplexen Zahlen { = & + 7% dient und
deren Abszissenachse durch einen Hauptschei-
tel von k; geht, kann diese Radlinie dann mittels eines reellen Winkel-
parameters o beschrieben werden durch

(1) E(m—1yae'? 4 be't-™io;

a, b und m sind dabei reelle Konstante. ‘

Nun lassen wir den Kreis ¢; unter Mitnahme der Kurve £, in einem
festen Kreis ¢, vom Radius 7, = n a abrollen. Diese Bewegung wird in
einer festen Zahlenebene fiir die komplexen Zahlen z = x 4 iy, deren
Abszissenachse mit der Anfangslage der £-Achse zusammenfllt (vgl. Abb. 1)
mittels eines reellen Winkelparameters v beschrieben durch

(2) ] (n o m) a emn + i e(m—n)”'

Gl. (2) gibt auch die einzelnen Lagen wieder, die die mit dem Roll-
kreis ¢, starr verbundene Kurve k; einnimmt: Man hat lediglich { gemil3
(1) einzusetzen und dem Parameter v feste Werte zu erteilen, wihrend o
verinderlich bleibt. Die Einhiillende dieser Kurvenschar (k;), nach dem

Abb. 1.

3) M. FrEcHET, Sur quelques propriétés de I’hypocycloide & trois rebroussements.
Nouv. Ann. 61, 206—217 (1902).
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Sprachgebrauch der Kinematik als , Hiillbahn* von k; bezeichnet, wird
gekennzeichnet durch sich deckende Tangentenvektoren:

(3) za i Ca 4 e(m—n)it i Z (m a7y 1) (CL eia P b e(l—m)ia) ; e(m—n)ir,

2.=i(n—m)[mae’’ — (m—1)ae'® —be Mi7]. gm-Mi%

Der Quotient z,/z, muBl mithin reell, also zu sich selbst konjugiert sein.
Fiihren wir zur Abkiirzung noch die Grofen

(4) u=e¢"° v=c¢

ein, deren konjugierte die reziproken Werte haben (@ = »~', 9= v~"), dann

lautet die Berithrungsbedingung

au—bul-m au—l—bum-1

mav"——(m—l)au—bul‘"‘_mafr"—(m_l)au—l_bum_p
oder nach einigen Umformungen
(5) (w— ") [au™ (1 4+wuo™™) —b @™ 4+ ")]=0.

Wie man sieht, besteht die zur Untersuchung stehende Hiillbahn aus zwes
grundsdtzlich verschiedenen Komponenten.

4. Der durch Verschwinden des ersten Klammerfaktors in (5) gekenn-
zeichnete Bestandteil

(6) % =" (6 =n7vmod 2 x)

ist mehr oder weniger trivial: Es ergibt sich aus (1) und (2) als Hiillbahn
eine 7'rochoide k,

(7) z2=(n—1)av™ 4+ bo™"" ="(n — 1) ae™* 4 b ™™,

und zwar jene, die als Bahn des Punktes P beim Rollen des Kreises ¢ im
" Kreis ¢, entsteht (vgl. Abb. 1). Das ist genau jene Hiillbahn, die auf Grund
des Satzes von CAMUS zu erwarten war.

Hierbei ist allerdings folgendes zu beachten: Vermehrt man ¢ in (1)
um 2 7 — was geometrisch einem vollen Umlauf von ¢ in ¢, entspricht —,
so éndert sich ¢, falls m nicht ganz ist, um b e~?™i7 Das heit aber, die
Radlinie %, entsteht bei der Rollung von ¢ in ¢, nicht nur als Bahn des
Punktes P, sondern noch weiterer mitgenommener Punkte, die aus P her-
vorgehen, wenn dieser Punkt einer Drehung um Vielfache des Winkels
2mz um die Mitte C' von ¢ unterworfen wird. Auch diese zusétzlichen
Punkte geben dann nach dem Prinzip von Camus Anlafl zu weiteren, zu k,
kongruenten Hiilltrochoiden. Diese treten in endlicher Anzahl auf, wenn
m rational ist (vgl. Abb. 4), und in abzdhlbar unendlicher Anzahl bei
irrationalem m. Man erhilt die Gleichungen dieser zusitzlichen Hiill-
trochoiden, wenn man in (7) b durch be**”'* mit ganzzahligem A ersetzt.
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5. Die durch Verschwinden des zweiten Klammerfaktors in (5) charakte-
risierte Resthiille I, der hier das Hauptinteresse gilt, ergibt sich fiir

au™—_p

(8) . Pt ul—m'

bu™ —a

Um nachzupriifen, ob [ —
so wie im FrEcHETschen
Spezialfall m =2, n =3 —
eine Zykloide ist, betrach-
ten wir die Berithrungs-
normale von k, und I, die
gleichfalls eine Zykloide
(die Evolute von I) ein-
hiillen miiBte?).

Bezeichne » den von
der z-Achse aus gezihlten
Richtungswinkel des Be-
riihrungselementes 7'¢ (vgl.
Abb. 2), und setzen wir
abkiirzend

(9) ¢ = w,

Abb. 2. FrEcHETsches Gleit-
kurvenpaar (m =2, »=3; dann finden wir vorerst

et Ll unter Bezugnahme auf (3)

3 9 2l an—bul=m
W= et =2 v

S (m—n)
B bult=Lug g1 ’

und weiterhin mit Riicksicht auf (8):
(10) WL e

Die Normale des Beriihrungselementes 7't hat nun die RichtungsgroBe wi
und muB nach einem grundlegenden Satz der ebenen Kinematik durch
das Momentanzentrum Z der Rollbewegung gehen, welches im Wilzpunkt
der Polkreise ¢, und ¢, bereits zur Verfiigung steht (vgl. Abb. 1 und 2):

(11) Z=na-e™ =nav™

Bezeichnet ¢ den Ursprungsabstand der Beriihrungsnormale, dann kommt .
dem FuBpunkt dieses Abstands die komplexe Koordinate ge'® — qw zu,
und Z — qw mul zu wi reell-proportional sein. Aus dieser Bedingung

%) Die Beriithrungsnormale ist aus kinematischen Erwigungen heraus zunichst be-
quemer zu erfassen als die Beriihrungstangente.
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erhilt man mit Benutzung von (8) iiber

S 2m_1
2qw=2Z+Zw*=mnav™ (1 —{—uv‘”)':nabvmu

au™-—b

: =nb@"+u' "o )"

schlieflich
i b 2m-1 7 1-2m =

12) q:%-(u 2 9 b @ 2).

Fiir. den Fall, daB das Hiillgebilde der Beriihrungsnormalen wie im
Musterbeispiel von FrécHET eine Zykloide ist, miite ¢ eine Kosinus-
funktion von o sein, also proportional zu einem Binom w* -+ w™°. Dies
tritt offenbar nur dann ein, wenn die Exponentenverhiltnisse in (10) und
(12) iibereinstimmen; diese Bedingung

1:2m—n)=2m—1):n
ist aber wegén m == 0 nur fiir
(13) w=2mz=— I

erfiillt. Unter dieser notwendigen einschrinkenden Voraussetzung nehmen (10)
und (12) die Gestalt

(14) w=uv
und
(15) q:%b(w"—{—w‘")znb-cosnw

an, und die von den Berithrungsnormalen eingehiillte Evolute der Hiillbahn |
ist dann tatsédchlich eine Zykloide.

6. Die zur Untersuchung stehende Hiillbahn 1 ist unter der Voraus-
setzung (13) eine Hvolvente der Zykloide (15); daB sie mit der einzigen in
der Evolventenschar vorhandenen Zykloide identisch ist — und nicht etwa
mit einer Parallelkurve derselben — konnte aus Symmetriegriinden ge-
folgert werden, soll aber explizit nachgewiesen werden.

Wir fithren zu diesem Zweck den Ursprungsabstand p der Tangente ¢
des Beriihrungselementes 7't ein (Abb. 2). Der vom Lotfupunkt —pie'®
zum Berithrungspunkt z fithrende Tangentenvektor mufl zum Richtungs-
vektor ¢'® = w reell-proportional sein. Hieraus folgt zunéchst

2piw = —z + Zu?,

und wenn man auf Grund von (1), (2), (4) und (13) die Koordinate des
Beriihrungspunktes 7' in der Form

z=(m —1)a@" +uv'"™) +b@mo) "
darstellt, schlieBlich mit Riicksicht auf (14):

(16) pZ%(wn—w_")-——b-sinnw.
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Durch diese Stiitzfunktion p(w) ist aber die Resthiille [ tatséchlich als
Zykloide nachgewiesen ®).

7. Zusammenfassend kann der folgende Satz ausgesprochen werden, der
das FriicaeTsche Resultat verallgemeinert und durch Angabe der Camus-
schen Hiillbahn vervollstindigt:

,,Sei ky eine Radlinie, die als. Bahn einer Punktgruppe P beim Rollen
eines Kreises ¢ vom Radius 1 auf einem Kreis ¢, vom Radius m enisteht.
Wilzt sich nun der Kreis ¢, auf einem weiteren Kreis c, vom Radiusn = 2m—1
ab, so umhillt die mitgenommene Radlinie k, neben einer Gruppe von unter-
einander kongruenten Radlinien k,, welche nach CamMus als Bahnen der Punkt-
gruppe P beim Rollen von ¢ auf c, entstehen, noch eine gespitzte Radlinie 1.°¢

Erlduternd wire zu bemerken, daB die genannte Punktgruppe unter
Umsténden aus einem einzigen Punkt besteht, namlich fiir ganzzahliges m
(Abb. 2 und 3); fiir rationales m = u/v (u, v ganz und teilerfremd, » > 0)
aus » Punkten (Abb.4), und fiir irrationales m aus abzéhlbar unendlich
vielen. — Bei der Herleitung wurde im iibrigen stets Innenrollung an-
genommen und dementsprechend stillschweigend m, n > 1 vorausgesetzt.

Abb. 3. Gleitkurvenpaar zur Annahme m = 3,7 =5 (@ = 1, b = 2)

5) Ist hingegen die Bedingung (13) nicht erfiillt, so treten kompliziertere Resthiillen
auf, die anscheinend keiner bekannten Kurvenfamilie angehoren.
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Im nachhinein kann aber hiervon abgesehen werden (insbesondere sind auch
negative Werte fiir m und » zuldssig), was dann gegebenenfalls AuBen-
rollung bedingt. Allgemein gilt die Festsetzung, daBl zwei Wilzkreise auf
derselben Seite der Wilztangente liegen, wenn ihre Radien gleiches Vor-
zeichen haben, andernfalls durch die Wilztangente getrennt werden.

Die Hiilltrochoide(n) k, und die Hiillzykloide ! beriihren einander an

gewissen Stellen 8, die
allerdings nur dann reell
auftreten, wenn a < b,
dann aber auch gleich-
zeitig den reellen Be-
rithrungsbereich auf [
begrenzen. Diese Stellen
sind folgendermaflien zu
finden: Man lege aus
dem erzeugenden Punkt
P die Tangenten an den
Rollkreis ¢ und setze
den Rollvorgang so weit
fort, bisder Beriihrungs-
punkt einer solchen Tan-
gente zum Wilzpunkt Z
geworden ist (m o =
mmnt = arccos (a/b), vgl.
Abb. 2); in dieser Lage

stellt Z den gemein-

samen Kriimmungsmit- Abb. 4. Gleitkurvenpaar zur Annahme m = 3/2, n = 2
(6 =2,b=4)

telpunkt der einander in
P = S oskulierenden
Radlinien %, und %, dar. Die bei den Grenzstellen S beginnenden, von den
Trochoiden k, begrenzten Zwickel des Innengebietes der Zykloide I, die
von der Gleitkurve k, nicht ,,ausgefegt* werden, sind in den Figuren punk-
tiert hervorgehoben worden.

Die wiedergegebenen Abbildungen zeigen drei spezielle Annahmen:
Abb. 2 illustriert den Satz von FRECHET (Umwendung einer Ellipse in einer
SteiNER-Zykloide), der sich fiir m = 2 (n = 3) einstellt. — Abb. 3 gehort
zur Annahme m = 3 (n = 5), die auf die Umwendung eines Dreiblatts in
einer fiinfspitzigen Sternzykloide fithrt. — Abb. 4 schlieflich zeigt die zu
m = 3/2 (n = 2) gehorige Umwendung einer dreizéhligen Hypotrochoide
in einer Astroide; die Camussche Hiillbahn zerfdllt dabei in zwei Ellipsen.

Derartige Paare von Gleitkurven, von denen die eine in der anderen
zwangliufig umwendbar ist, bilden im Sinne der Getriebelehre ein ,,hdheres
kinematisches Elementenpaar. Rein &dullerlich erinnern die vorliegenden









