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Flichen mit Kegelschnitten als Fallinien.
Von W. Wunderlich in Wien.

Die kartenmiBige Darstellung einer Gelindefliche in Form eines Schichtenplans
wird gelegentlich durch Eintragen der Fallinien ergéinzt, welche das System der Schichten-
linien orthogonal durchsetzen. Im Gegensatz zu den Schichtenlinien, die als Horizontal-
schnitte der Fliche naturgemiB eben sind, handelt es sich bei den Fallinien im allgemeinen
um echte Raumkurven. Nun gibt es aber doch auch besondere Flichen, deren simtliche
Fallinien eben sind. Hier wiren vor allem die Horizontalzylinder sowie die Drehfldchen
mit lotrechter Achse zu erwiihnen, ferner in direkter Verallgemeinerung die Gesims-
flichen mit lotrechtem Evolutenzylinder. Letztere werden von einer beliebigen ebenen
Profilkurve erzeugt, deren Ebene auf einem Vertikalzylinder abrollt: Die Bahnen der
einzelnen Profilpunkte bilden dabei die Schichtenlinien, die einzelnen Lagen der Profil-
kurve die Fallinien der erzeugten Fliche. Neben diesen trivialen Beispielen finden sich
jedoch verstreut noch Hinweise auf Flichen, deren Fallinien in schrigen Ebenen ver-
laufen. So bestimmte E. Miiller die Schraubfldchen [1], der Verfasser in analoger Weise
die Spiralflichen mit ebenen Fallinien [3]; in beiden Féllen treten Parabeln als Fallinien
auf, namlich die ebenen Komplexkurven des jeweiligen (tetraedralen) Bahntangenten-
komplexes. Algebraische Flichen vierter Ordnung mit ebenen Fallinien in Gestalt von
Kegelschnitten (insbesondere Kreisen) entdeckte L. Eckhart [2]; der zugehorige Schichten-
plan besteht aus konfokalen Kegelschnitten. DaB es zu einem solchen Schichtenplan
noch allgemeinere Flichen (achter bzw. im parabolischen Fall ebenfalls vierter Ordnung)
mit Kegelschnitten als Fallinien gibt, zeigte kiirzlich der Verfasser in einer Arbeit [4],
die iiberdies die Antwort auf die Frage nach den allgemeinsten Flichen mit ebenen Fall-
linien enthilt. SchlieBlich sei noch auf eine Untersuchung dreier spezieller Romerflichen
hingewiesen [5], welche dadurch ausgezeichnet sind, daB sie durchwegs Parabeln als
Fallinien besitzen. :

Unter diesen Umstinden dringt sich das Problem der Bestimmung sdmilicher
(reellen) Flichen mit Kegelschnitten als Fallinien geradezu auf, und es soll in der vor-
liegenden Abhandlung vollstindig erledigt werden. Es zeigt sich dabei, daB die allge-
meinsten Flichen mit Ellipsen oder Hyperbeln als Fallinien im wesentlichen — d. h.
wenn man von Gesimsflichen absieht — mit den bereits in [4] behandelten Flachen
8. Ordnung identisch sind, withrend die Flichen mit Parabeln als Fallinien eine wesentlich
ausgedehntere Mannigfaltigkeit bilden.

I. Flichen mit Ellipsen als Fallinien.

Legt man eine Ellipse im Raum durch zwei konjugierte Halbmesser CA und CB
fest, so kann jede aus Ellipsen aufgebaute Fliche in einem Normalkoordinatensystem
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O(z, y, z) mittels der von einem Parameter v abhingigen Vektoren CTJ =@, CTé =b

und OC = ¢ in der folgenden Weise angesetzt werden:
(1) = qa(v)-cos u-+ b(v)-sin u -+ c(v).

Sollen nun die Ellipsen v = const die Fallinien der Fliche sein, dann miissen in jedem
Punkt die Falltangente 1, und die Flichennormale n = g, X r, einer Vertikalebene an-
gehoren. Unter der iiblichen Annahme, daB die z-Achse die Lotrichtung anzeigt, bedeutet
dies fiir die Komponenten n; von n die Bedingung

(2) Ryt By =Tyt Yy

Aus dieser fiir alle u und v geltenden Identitit wiren die neun Komponenten a;, b, und ¢;
(i=1,2,3) von a, b und ¢ zu ermitteln.

Die angedeutete Rechnung 1a8t sich nun durch eine einfache geometrische Uber-
legung erheblich abkiirzen. Zunéchst darf einmal der Ellipsenhalbmesser CA ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit als horizontal vorausgesetzt, also von vornherein a; = 0
angenommen werden. Betrachten wir nunmehr die beiden Flichenkurven u = 4 #/2,
die als Orte hochster bzw. tiefster Punkte kurz als ,,Kammweg bzw. ,,Talweg" der
(Geldnde-) Fliche angesprochen werden sollen. In einem solchen Punkt B ist die Fall-
tangente waagrecht (x, = T a), mithin auch die Tangentialebene und damit auch jede
andere Fortschreitrichtung in B, insbesondere jene des Kamm- oder Talwegs. Hieraus
folgt aber sofort die wichtige Tatsache, daB Kamm- und Talweg unserer Fliche horizontal
sind, falls sie nicht iiberhaupt auf Punkte zusammenschrumpfen. Verlegen wir diese
Wege (bzw. Gipfel- oder Muldenpunkte) durch entsprechende Wahl des MaBstabs in die
Ebenen z = +1, dann liegt das Ellipsenzentrum C in der Koordinatenebene z = 0 und
wir konnen von vornherein die Festsetzungen

(3) Gy—0, 9, =Tt =0

treffen. Jetzt sind aber die Parameterlinien u — const mit den Schichtenlinien
z = sin u = const identisch, so daB sich die Forderung, die Ellipsen v = const mégen
die Fallinien der Flache sein, einfach auf die Orthogonalitdtsbedingung

(4) ; Tk, =0
reduziert.

Diese Bedingung lautet im vorliegenden Falle auf Grund des Ansatzes (1):
: (5) ac’ sin u — b¢’ cos u + ab’ sin2 u — a’b cos? u + (aa’ — bb’) sin u cos u = 0,

und ist nur dann identisch in u erfiillt, wenn alle Koeffizienten verschwinden. Es ist also
das nachstehende System von Differentialgleichungen zu lésen:

(6) ac’ =0, b’ =0, ap’ =0, a’b =0, aa’ —bb’ = 0.
Die ersten beiden Teilgleichungen von (6) lauten mit Riicksicht auf (3):
(7) a,c; + ayc; =0, byc; + byey =0.

Hier ist nun zu unterscheiden, ob diese Gleichungen, als Bestimmungsgleichungen fiir ¢;
und ¢; aufgefallt, linear abhéingig sind oder nicht.

1. Fall: a;b,— ayb, = 0. — Die Relation a,:a, = b, : b, besagt, daB die von a
und b aufgespannte Ellipsenebene vertikal ist. Dies bedeutet aber, daB sich als Losung
eine der einleitend erwihnten Gesimsflichen (mit elliptischem Profil) einstellt. Dieser
triviale Fall braucht mithin nicht weiter verfolgt zu werden.
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2. Fall: a,b, — a;b; # 0. — Hier folgt aus ¢; = c¢; = 0 die Konstanz von c: Alle
Fallellipsen haben denselben Mittelpunkt C, den wir durch eine Verschiebung des Koordi-
natensystems mit dem Ursprung zusammenfallen lassen wollen (¢, = ¢; = 0). — Die
dritte und vierte Teilgleichung von (6) bedingt die Konstanz von ab = p, die letzte die
Konstanz von a?—b? =2¢—1. Eliminiert man jetzt aus diesen Beziehungen, zu-
sammen mit, a,b} + a,b3 = 0, die Variablen a, und a,, so erhilt man in
P (0y" + b5%)

S ot e DTt TN i bZ b2 =2 = t
w oy Mahiblede, B sonl)

®)
die Differentialgleichung des Kammwegs. Mit Riicksicht auf die zu erwartende Drehschar
von Losungskurven erscheint die Einfithrung von Polarkoordinaten durch

9) b, =rcos @, by =rsin ¢
angezeigt. Die Gleichung (8) erhilt dann die Gestalt

(10) Pt + 1) = ri(r® + 29)

und 1Bt sich nach Trehnung der Variablen durch

(11)

T f pdrisbaov
: : % rjri4-2grt—p?
integrieren. Dieses Integral ist eleme_ntaf a.us.vvvé'rtbarl)‘ und liefert fiir ein représen-
tierendes Element der losenden Drehschar die Kurve

(12) 272 sin @(p cos @ + ¢ sin ¢) = p2.

Die kartesische Gleichung A —
(13) 2b,(pby + gbs) = P?

lehrt, daB Kamm- und Ti'i'l&eg unseifer Flache Hyperbeln sind, die allenfalls in Geraden

ausarten konnen. :

Auf Grund dieses Zwischenergebnisses empfiehlt es sich nun, nach Drehung des
Koordinatensystems und durch Verfiigen iiber die noch offene Verteilung des Para-
meters v den adiquaten Ansatz

A

(14) b=m-chv, by=n-sho (m, n = const)

zu treffen und damit neuerdings in das Gleichungssystem (6) einzugehen?). Mit Riick-
sicht auf ab’ = 0 gilt dann

(15) a, = An-ch v, a, =—2Am -sh v,

und zwar wegen ab = const mit festem A, wenn mn =0 ist; der Wert von 4 ist zufolge
aa’ = b6’ mit A =1 (oder —1) festzulegen. Damit gelangt man zur nachstehenden
Parameterdarstellung unserer Fldche: '

xz = (msin u + n cos u) ch v,
D 7 (18) y = (nsin u — m cos u) sh v,
T z = sin u.
1) Man setze die Quadratwurzel im Nenner gleich r* —{; fiir die rationalisierende neue Verinderliche ¢
erhiilb man dann die Darstellung ¢ — p - ctg (¢ — @o)-

) Der eine Hyperbelast wird dabei fiir reelle Parameterwerte, der andere fiir komplexe mit dem Imaginér-
teil z¢ erhalten.
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Bedenkt man schlieBlich, daB die Multiplikation von z und y mit einem gemeinsamen
konstanten Faktor nur eine unwesentliche affine Verformung der Fliche verursacht, bei
der die Schichtenlinien bloB #hnliche Verdnderungen erleiden und die Fallinien ihren
Charakter bewahren, so mag man die Koeffizienten m und » noch durch die Festsetzung
m? + n? = 1 normieren. Nimmt man iiberdies eine Verschiebung des Nullpunkts der
u-Skala um den durch sin « = m, cos « = n bestimmten Winkelwert « vor, so verein-
facht sich die Flichendarstellung zu

(17) x =cosu-chv, y=sinu-sho, z=sin(u+ ).
Nun ist noch der zuriickgestellte Fall mn = 0 zu erledigen, in dem die Forderung

ab = const wegen ab = 0 keinen AufschluB iiber A gibt. Dafiir liefert die Bedingung
a2 — b2% = const etwa fiir die Annahme m = 0, n 4 0 die Komponenten von a vermaige

(15a) & =n2sh2v+e¢, ay=0,

wobei allerdings nur die Wahl ¢ = 0 etwas Neues bringt, nimlich die noch nicht durch
(16) erfaBte Fliche

(18) xT=wv-cosu, y=ov-sinuw, z=sinu.

Hierbei wurde zur Vereinfachung der Parameterwechsel n sh v — v vorgenommen. Die
Alternative n = 0, m = 0 fithrt im wesentlichen auf die gleiche Fliche. Zusammen-
fassend ist damit festgestellt:

Satz 1. Abgesehen von den Gesimsflichen mit elliptischem Profil sind die Fldchen

(17) und (18) und die durch affine Streckung der z-Koordinate daraus ablettbaren die einzigen |
Flichen, die Ellipsen zu Fallinien haben. . |
Die Flichen (17), deren Schichienplan aus einer Schar konfokaler H yperbeln ‘
x2 y2
cos? u sin? u

besteht, wozu als Falliniengrundrisse die dazu orthogonalen konfokalen Ellipsen

x2 y2
ch? v ™ shv 4
treten, wurden bereits in [4] diskutiert. Diese Flidchen sind geometrisch vollsténdig,
gekennzeichnet durch die Feststellung, daB ihre Schichtenlinien Hyperbeln sind, deren
Brennpunkte auf dem vertikalen Parallelenpaar 2 = + 1, y = 0 liegen (,,Fokalachsen),
wiihrend die zugehorigen Scheitel das Ellipsenpaar # = 4 cos u, z = sin (u.+ o) erfiillen
(Abb. 1). Im allgemeinen handelt es sich um Fldchen

&
8. Ordnung, deren Fallellipsen in den Tangential- | i o achve
ebenen des vom Zentrum O ausstrahlenden Beriih- Kammweg
rungskegels 4. Klasse verlaufen. Als Basis dieses der 7 7( N—
Fliache doppelt umschriebenen Kegels kann die Evo- “—_Esi . — = Jehichten-
lute des Talwegs genommen werden, der ja von allen l o e ‘ et ¢
Fallinien rechtwinklig iiberquert wird. — In den 0 e
Sonderfillen « =0 (m =0, n=1) bzw. a = el __; \ Dmcounts
: 2 Doppelgeraden }

(m =1, n = 0) stellen sich zum gleichen Schichten- = e j

: ' alweg JScheitelort
plan jene Fldchen 4.Ordnung e

z? y? x? y? Hauptschnitt .eil.ler Fliche

(19a,b) —F—F=1bzw. 7 —g7—=1 it elliptisohen: Fallinien.
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ein, welche L. Eckhart [2] behandelt hat. Hier ist das die Hauptscheitel der Schichten-
hyperbeln tragende Ellipsenpaar in der zz-Ebene zu einem Kreis verschmolzen bzw. auf
ein Streckenpaar eingeschrumpft. Die Fallinien verlaufen in den Ebenen durch die
z-Achse bzw. die y-Achse und sind im ersten Fall durchwegs Kreise. Die Fliche (19a)
ist im iibrigen, wenn man von den zyklischen Gesimsflichen (= Rohrflichen mit ebener
Mittellinie) absieht, die einzige Fliche mit Kreisen als Fallinien, wie die Betrachtung der
entsprechenden Bedingung a* = b? sofort lehrt. Die Fliache (19b) ist aus einem anderen
Grunde bemerkenswert : Sie gestattet eine Fortsetzung iiber die Schichtenebenen z = +1
hinaus und besitzt jenseits dieser Ebenen Ellipsen als Schichtenlinien und Hyperbeln als
Fallinien, wird uns also im II. Abschnitt wieder begegnen.

Die Fliache (18) endlich hat die kartesische Gleichung

x2 yz

e s v

(20)
und kann ersichtlich als Grenzform der Eckhartschen Flichen mit zusammenriickenden
Fokalachsen angesehen werden. Der Schichtenplan besteht hier aus einem Strahlbiischel,
ergiinzt durch die konzentrischen Orthogonalkreise fiir die Falliniengrundrisse; die Fall-
linien selbst verlaufen in den Ebenen durch die z-Achse. Kinematisch entsteht die Flache
aus einem Normalstrahl der z-Achse, der sich gleichformig um diese Achse dreht und
gleichzeitig eine harmonische Schwingung gleicher Frequenz lings der Achse vollfithrt;
sie gehort mithin zu den ,,Umschwungwendelﬂdchen“ W. Kautnys [6], wurde aber, da
es sich speziell um den Darbouz- Mannheimschen Umschwung handelt, auch schon frither
von J. Krames [7] betrachtet, ohne daf bisher ihre Fallinieneigenschaft hervorgehoben
worden wire. Die Umschwungbahnen sind durchwegs Ellipsen auf Drehzylindern mit
der Achse z und, soweit sie auf unserer Flache verlaufen, deren Fallinien. Die Fliche
wird demnach auch erhalten in der Gesamtheit aller Normalen, die man auf einen Dreh-
zylinder in den Punkten eines ebenen Schrigschnitts errichtet. Man bestétigt ferner
leicht, daB die Erzeugenden u = const allesamt die Kugel 22 + y* + 2% = 2y berithren,
so daB unsere Fliche ein (gerades) Kugelkonoid ist, und zwar jener rationale Sonderfall
desselben, der sich auf Grund der Berithrung der Leitgeraden z mit der Kugel einstellt.
Diese Fliche gehort bekanntlich zu den Strahlflichen 4. Grades VI1. Art nach der Ein-
teilung von R. Sturm. — Die in Rede stehende Flache ist schlieSlich noch insofern
bemerkenswert, als sie die einzige Flache mit geraden Schichtenlinien und ebenen Fall-
linien darstellt, wenn man von den Horizontalzylindern absieht?).

II. Fliichen mit Hyperbeln als Fallinien.

1. Unterfall: Eigentlicher, reeller Talweg.

Fir die Annahme, daB die Fallhyperbeln im Endlichen Punkte mit waagerechter
Tangente besitzen, 148t sich ohne weiteres die SchluBweise aus Abschnitt I itbernehmen,
derzufolge der von diesen Punkten gebildete Tal- oder Kammweg horizontal verlaufen
muB. Sind diese Wege reell, so verlegen wir sie wieder in die Schichtenebenen z = +1
und kénnen dann von dem zu (1) und (3) analogen Ansatz

(21) g=a(v)-shu—|—b(v)-chu+c(v) mit a3 =0, b3 =1,¢3=0

3) Die Frage nach den allgemeinsten Strahlflichen mit ebenen Fallinien ist hingegen noch offen. Bestimmt
wurden bisher in [4] lediglich die abwickelbaren unter ihnen.

;
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ausgehen?). Da das Koordinatennetz auf der Fliche wieder von den Schichten- und Fall-
linien gebildet wird, ist bloB die Orthogonalititsbedingung (4) identisch in u zu erfiillen,
was auf die Gleichungen

(22) ac =0, b =0, ab’ =0, ahb=0, aa" 4+ b0’ =0
hinausliuft. Dieses Gleichungssystem ist in gleicher Weise wie (6) zu behandeln und

fithrt nach Ausschlup der Gesimsflichen auf ¢ = 0 und zur Feststellung, daB Tal- und
Kammweg Ellipsen mit den Mittelpunkten (0, 0, +1) sind. Der addquate Ansatz :

(23) by =m-cosv, b, =n-sinv, bs =k (m, n = const)
liefert dann fiir a:
(24) @, =Nn-coSv, Ay =m-Sinov, a5 =10.
Damit ergibt sich fiir die Fliache die Parameterdarstellung:
x = (m ch u + n sh u) cos v,
(25) y = (msh u + n ch u) sin v,
= ch u.

Zulassung axialer Streckungen von der z-Achse aus gestattet die Normierung
m?—n? =1 (m* — n* = —1 wiirde nichts anderes liefern, m® — n? = 0 nur den trivi-
alen Grenzfall von Drehflichen). Verschiebung des Nullpunktes der u-Skala um den durch
ch @« = m, sh « = n erklirten Wert « vereinfacht die Flichengleichung schlieBlich zu

(26) :chu-cosv,y=shu-sinv,z=ch(u——oc).
Im allgemeinen handelt es sich wieder um algebraische Fldichen 8. Ordnung, auf-
gebaut aus Schichténellip‘seﬂ"‘v:*&‘"’ﬁﬁﬁ%ﬁ‘mﬁﬁmﬁ‘ﬁ“M"ﬂfbhfﬁﬁ‘d‘k Schar 77
xz yZ
ch?u

N |04

A"

\
Doppel- \
e - —
\ 7 /

e 0
Zwickpunkt | ]

e
> £ Kammweg. \I\\\
\
—t =
Jchichten-
lip Jeheitelort

— Fokalachsen—
7 \

Abb. 2. Hauptschnitt einer Fliche mit
hyperbolischen Fallinien und reellem
Kamm- und Talweg. Abb. 3. Kavalierperspektive der Fliche von Abb. 2.

Journal fiir Mathematik, Bd. 208. Heft 3/4 27




210 Wunderlich, Flichen mit Kegelschnitten als Fallinien.

mit den gemeinsamen Brennpunkten (41, 0) bilden. Die Hauptscheitel der Schichten-
ellipsen erfiillen das Hyperbelpaar = + ch 4, 2 = ch (u — «) in der zz-Ebene (Abb. 2).
Ein anschauliches Bild des oberen Flichenmantels zeigt Abb. 3. Die Fallhyperbeln ver-
laufen in den Tangentialebenen des der Fliche vom Zentrum aus doppelt umschriebenen
Berithrungskegels 4. Klasse, dessen Schichtenlinie z — 1 die Evolute des elliptischen
Talwegs (23) ist. — Der Sonderfall & = 0 (m =1, n = 0) liefert die #uBeren Mintel
| 2| =1 jener Eckhartschen Fliche 4. Ordnung

22 yZ i
S e R

deren Innenmantel |z | < 1 bereits in (19b) auftrat.

2. Unterfall: Eigenilicher, imagindrer T. alweg.

Besitzen die (reellen) Fallhyperbeln keine reellen Horizontaltangenten, dann fallen
Tal- und Kammweg konjugiert-imagindr aus und kénnen in die Schichtenebenen z =
verlegt werden. Man erhélt die gesuchten Flichen, wenn man auf die Losungsflichen des
L. Unterfalles vom Ursprung aus die zentrische Ahnlichkeit mit dem Faktor i ausiibt.
Will man jedoch Betrachtungen im Komplexen vermeiden, so muB man mit dem Ansatz

(28) t=a(v)-chu-4 b(v)- shu+ c(v)

in die allgemeine Bedingung (2) eingehen, wobei von vornherein a3 = 0 angenommen
werden darf. Man findet zunichst b} = ¢, = 0 und kann dementsprechend etwa b, = 1
und ¢; = 0 festsetzen. Damit ist aber bereits gewdhrleistet, daf die v-Linien die Schichten-
linien sind, und man kommt auf die Orthogonalititsbedingung (4) zuriick, die auch in
diesem Fall auf das Gleichungssystem (22) fiihrt, dessen Losung (23) und (24) zusammen
mit ¢ == 0 unmittelbar itbernommen werden kann. Die gesuchte Fliche besitzt mithin
die Parameterdarstellung

z = (msh u + nch u) cos v,
(29) Yy = (mch u + n sh u) sin v,
z=3sha.

Normieren wir wieder mit m* — n? — 1 und verschieben wir die u-Skala um dén durch
¢h o =m, sha = n erklirten Wert «, so erhalten wir die vereinfachte Darstellung

z (30) z=shu-cosv, y=chu-sinv, z=sh(u—a).
\}\ /| Der Schichtenplan dieser Flichen besteht wieder aus
Schichten- § einer konfokalen Ellipsenschar
~._/ellipsen / !
- . xz y2
sh2 u ch?u —

mit den gemeinsamen Brennpunkten (0, + 1). Die
Nebenscheitel der Schichtenellipsen selbst erfiillen das
Hyperbelpaar z = + sh u, z =sh (u — ) in der
xz-Ebene (Abb. 4), welches fiir « =0 (m =1, n = 0)
in das Geradenpaar z 4 z = 0 ausartet. In diesem
Abb. 4. Hauptschnitt einer Fliche mit  Sonderfall erniedrigt sich die Ordnung der Fliche von

hyperbolischen Fallini d i i- : " . g
yperngfrei; f&m;- mfél T‘;{‘weg‘_mg‘ acht auf vier und es stellt sich die schon bei Eckhart [2]




Wunderlich, Flichen mit Kegelschnitten als Fallinien. 211

erwihnte Flache
(31)

22 y?
2

ein.
3. Unterfall: Uneigentlicher Talweg.
Den Ubergang zwischen den beiden erledigten Unterfillen bildet die Annahme von
Fallhyperbeln mit je einer waagerechten Asymptote. Hier eignet sich der Ansatz
(32) = a(v) - ut 4+ b(v) - u+ c(v) mit az =0, by =1

Die allgemeine Bedingung (2) liefert durch Koeffizientenvergleich der niedrigsten Potenz
von u die Forderung (a® + a3) ¢; = 0, der mit ¢; = 0 geniigt wird. Damit fallen aber
die Schichtenlinien mit den v-Linien zusammen und es bleibt wieder bloB die Orthogonali-
tiatsbedingung (4) des Parameternetzes zu erfiillen, was auf folgendes Gleichungssystem
fithrt:
(33) ac. =0, b =0, aa’ =0, bb = 0, a'b=ab".

Die ersten beiden Gleichungen ziehen nach AusschluB der Gesimsflichen das Verschwinden
von ¢ nach sich, was nach Verschiebung des Koordinatensystems ¢ = 0 zu setzen erlaubt.

Die dritte und vierte Teilgleichung verlangen a* = const und b2 = const und gestatten
den Ansatz

(34) a, =acosv, @y = asinv, by =bcosw, by=" sin w mit a, b = const.
Die letzte Bedingung (33) wird dann in nichttrivialer Weise nur durch

(35) sy

erfiillt, wobei nach entsprechender Drehung des Koordinatensystems ¢ = 7 genommen
werden kann. Durch einfachemn: Parameterwechsel bei u und unwesentliche affine Ver-

formungen ist schlieflich noch die Normierung a = b = —é— zu erreichen. Damit ergibt

sich fiir die Losungsfliche die Normalform
(36) x=%(u+u—1)cosv, y:%(u—u-l)sinv, z=U.

Auch hier liegt eine algebraische Fldche 8. Ordnung vor, die einen Schichtenplan aus
konfokalen Ellipsen mit den gemeinsamen Brennpunkten (41, 0) besitzt. Die Haupt-
scheitel der Schichtenellipsen u = const erfiillen z

; 2
das Hyperbelpaar 4+ 2z =2z + 27" In der zz-Ebene \
(Abb. 5). Die Fallhyperbeln v = const verlaufen in .
den Ebenen == = Schichten-
- /elllb.ren
(37) 2 & L8 i , g
coS v sin v .rympf. Ebene TR
—— "
welche einen der Fliche vom Ursprung aus doppelt Py i
angeschriebenen Kegel 4. Klasse mit reguléren Astro- doppelgerade—p—r - Iwickpunkt
iden als Schichtenlinien umbhiillen. 7 Scheitelort
Die Fliche (36) gestattet nebenbei eine bemer- )=
| Fokalachsen -

kenswerte funktionentheoretische Deutung: Sie 1aBt

sich nimlich auffassen als die Betragsfliche der durch Abb. 5. Hauptschnitt einer Fliche mit
hyperbolischen Fallinien und uneigent-

(38) 2 = w+ 0! lichem Talweg.
21*
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definierten komplexen analytischen Funktion o = f({), d.h. als Relief des iiber der
GauBschen (-Ebene aufgetragenen absoluten Betrags von . Schreibt man némlich
C=z+iyund o =u-e’, so gilt |w| =u und die Aufspaltung von (38) in Real-
und Imaginérteil fithrt genau auf die Darstellung (36).

Abschlieend sei das Hauptergebnis der Untersuchung festgehalten im

Satz 2. Abgesehen von den Gesimsflichen mit hyperbolischem Profil sind die Flichen
(26), (30) und (36) und die durch affine Streckung der z- Koordinate daraus ableitbaren die
einzigen Fldchen, die Hyperbeln zu Fallinien haben.

III. Fliichen mit Parabeln als Fallinien.

1. Unterfall: Eigentlicher Talweg.

Unter der Annahme, dafl die Fallparabeln Stellen mit horizontaler Tangente haben
— was nur bei geneigter Achsenlage moglich ist —, muf} der von den Beriithrungspunkten
gebildete T'alweg natiirlich wieder in einer waagrechien Ebene verlaufen, die wir mit der
Koordinatenebene z = 0 identifizieren konnen. Dementsprechend nehmen wir dann den
Ausgang vom Ansatz

(39)  r=a(v)+b(v) - u+c(v)-u® mit ag=0b3=0, ¢c;=1,
welcher, da die Schichtenlinien durch u = const gekennzeichnet sind, blo8 der Ortho-

gonalitatsbedingung (4) zu genugen hat. Dlese verlangt die Erfiillung des Gleichungs-
systems

(40) a’br="0," 20 ¢ bp=10 2 b EEbe =0, e =8

Da ¢ die Achsenrichtung der Fallparabel anzeigt, bedeutet die letzte Teilgleichung wegen_

¢® = const bei ¢; = 1, daB alle Fallparabeln gleiche Achsenneigung haben, die im iibrigen
vermoge affiner Umformung mit 45" normlert werden mag; es soll mithin gelten

(41) o : . c1 +¢ = 1

Zuerst moge der Sonderfall erledigt werden, bei welchem alle Fallparabeln sogar
die gleiche Achsenrichtung haben, die etwa durch ¢, =1, ¢, =0, c; = 1 festgelegt sei.
Die vorletzte Teilgleichung (40) bedingt dann ] = 0, also b, = 2m = const. Die rest-
lichen Bestimmungsgleichungen lauten dann, in Koordinaten geschrieben:

\

(42) 2ma; + bya; =0, 2a; + b,b; = 0.
Verwenden wir b,, oder besser % als unabhiingige Verdnderliche v — womit gleichzeitig
die Horizontalzylinder (b, = 0) ausgeschlossen werden — so erhalten wir das Losungs-
T = system
o o o (43) ay = m®—v?, a, =2mv, a;=0;
= by =2m, by =2v, by=0.
S = haitalort
e A, Die Integrationskonstanten wurden dabei mit Riicksicht
—] // ] auf zulassige Koordinatenverschiebungen passend festge-
ripe:

———  Doppelgerade zentrum  setzt. Die gesuchte Flache besitzt demnach die folgende

‘_E—J.E“T: W’"‘fg’i Parameterdarstellung :
et

Talweg 0 | 2] X (44) z=(u+ m)2—% y=2v(u—+ m), z=u

Abb. 6. Der ehorige Schichtenplan besteht aus konfokalen
Hauptschnitt einer Steinerfliche S ; g P 1 ; ’ ];3
mit achsenparallelen Fallparabeln. Parabeln mit dem Ursprung als gemeinsamem Brenn-




Wunderlich, Flichen mit Kegelschnitten als Fallinien. 213

punkt; unter ihnen findet sich fiir u =0 auch der Talweg y* = &m*(m®— x). Die
Scheitel der Schichtenparabeln selbst verteilen sich auf die Profilkurve z = (u + m)?
z = u? in der Symmetrieebene y = 0, also fiir m = 0 auf eine Parabel (Abb. 6), fir
m = 0 auf eine Gerade. ;

Die fiir m = 0 vorliegende (etwa mit m = 1 zu normierende und in Abb. 7 anschau-
lich dargestellte) Fliche 4. Ordnung kann als Grenzform der Flichen aus Satz 1 und 2
angesehen werden, wenn eine der Fokalachsen ins Unendliche riickt; sie wurde bereits
in [4] und [5] betrachtet und daselbst als Steipersche Romerfliche erkannt?). Die Fall-
parabeln v = const verlaufen in den Ebenen v(z — z) 4+ my = v* + m?v, die einen der
Fliache umschriebenen Zylinder 3. Klasse mit der Erzeugendenrichtung 1:0:1 und der

Evolute der Talwegparabel z = 0 als Basis einhiillen. — Fiir m = 0 reduziert sich die
Fliache auf einen Reyeschen Kegel 2. Grades
(45) y* = 4z(z — ),

der die zy-Ebene lings der x-Achse (= Talweg) beriihrt und einen Fokalstrahl in der
z-Achse hat. Seine Fallinien sind die in den untereinander parallelen Ebenen x — z = const
gelegenen Parabeln.

Wenden wir uns nach dieser Einschaltung nunmehr wieder dem allgemeinen Fall

mit verdnderlicher Achsenrichtung der Fallparabeln zu. Hier liegt es nahe, die Bedingung
(41) durch

(46) €; = COS UV, €y =S8IN0D

zu erfiillen, also als Parameter v di

Gleichungssystem (40) lautet dann:

e Achsenrichtung im Grundrifl ein

£

aib, + asb, —
(47) b, b, + byby + 2(aj cos v + a; sin v) =4,
—b, sin v +'b, cos v + 2(b] cos v + b; sin v) = 0.

Da fiir die vier unbekannten Funktionen nur drei Gleichungen vorliegen, darf noch eine
zusitzliche Relation eingefithrt werden. Wir schreiben zweckméfBig die Kombination

(48) b, cos v + by sin v = h(v)

mit beliebiger (zweimal differenzierbarer) Funktion h(v) vor. Vergleich der Ableitung
mit der letzten Gleichung (47) liefert dann die Darstellung

(49) b, = hcos v— 2Rk sin v, b, = hsinv -+ 2A" cos v.

Aus den ersten beiden Gleichungen (47) erhilt man anschlieBend unter der Voraus-
setzung &' <+ 0 — welche die Gesimsflichen ausschliefit —

ghes —(ﬁ -+ h”) (hsin v + 24 cos v),
4
(50) L
abi— (-4— + h”) (h cos v — 2A' sin v),
und durch Integration
h? ek h? 2\ ;
(bl a; = (Z—h’z) cos v —hh' sin v, a,= (Z—h 2) sin v + hh' cos v.

4) Die Fliche beriihrt niimlich die Fernebene, die Schichtenebene z = 0, sowie die beiden durch die Fokal-
achse legbaren Minimalebenen z + iy = O lings Kegelschnitten, was zu ihrer Identifizierung ausreicht.
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Damit sind wir zu einer integralfreien Darstellung aller Liosungsflichen gelangt:

2
x = (%—h’”) cos v — hh' sin v + u(h cos v — 2k’ sin v) + u®cos v,

2
(62) i (%_—h’ﬂ’) sin v 4+ Ak’ cos v + u(hsin v + 2k’ cos v) + u?sin v,

2 = uz.

Die Bauart der ersten beiden Gleichungen verlockt dazu, die Koordinaten x und y
zu einer komplexen GroBe { = z + iy zusammenzufassen. Man erhilt damit die tiber-
raschend einfache Beziehung

(53) (=2z+1y = (% + ik + u)2 £

die als komplexe Darstellung des Schichtenplans verwendbar ist. Die Tatsache, dal die
in uw quadratische Gleichung z + iy = 0 eine Doppelwurzel besitzt, bedeutet geome-
trisch, daB der durch den Ursprung O gehende Minimalstrahl z 4 iy = 0 den Grundril
jeder Fallparabel v = const beriihrt, woraus zusammen mit der analogen Feststellung
fir x — iy = 0 folgt, daB alle Fallparabelgrundrisse den Ursprung zum gemeinsamen
Brennpunkt haben. Die z-Achse tritt mithin wieder als Fokalachse der Fliche auf.

Im Hinblick darauf, daB { und z reine Quadrate sind, liegt es nahe, neben der
Losungsfliche @ noch jene Fliche @* zu betrachten, die durch

(54) Z*:x*—l—iy*z(%—{—ih’%—u)e?, % =

beschrieben wird; das ist ausfiihrlich:

h v Y LD

=) ; SO ARl ot

o _(2 —1—(14;)(;0.32 h sin o,

h e v

{ o s Ot

(55) Y —(2+u)sm2+h €08 5,

o — 0.

Auch auf dieser Hilfsfliche ®* besteht das Parameternetz aus den Schichtenlinien
(z = const) und den Fallinien (v = const), da die Orthogonalitatsbedingung e =10
erfiillt ist; da die Fallinien jedoch Geraden sind (r*linear in u!), handelt es sich bei @*
um eine Bischungstorse, und zwar von 45° Neigung. Sie kann als Einhiillende der Ebenen-
schar

h

(56) z* c08 - + y* sin 9 z 9

erhalten werden, womit die Funktion %(v) eine einfache geometrische Deutung erfdhrt.
Der Zusammenhang zwischen den Flichen @* und @ wird durch eine rationale

Punkttransformation T = P* - P vermittelt, die wegen { = {*2 durch

(57) T = ¥ y*2 oy = xry¥, z = z*2

beschrieben wird. Sie weist jedem Punkt P* einen einzigen Punkt P zu, wihrend um-
gekehrt jeder Punkt P aus acht Punkten P* hervorgeht, von denen fiir z > 0 vier reell
und vier imaginér sind: dem Punkt (z*, y*, z*) treten gleichberechtigt noch die Punkte
(x*, y*, —z%), (—a*, —y*, +2%), (ly*, —iz*, +2*) und (—iy*, iz*, +2*) zur Seite.
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¥ verwandelt gerade Linien [* in Parabeln I, wobei deren Achsenneigung y mit der
Geradenneigung »* durch tg y = tg? y* verkniipft ist. Wird eine Figur &* vom Ur-
sprung aus im Verhéltnis u: 1 zentrisch-dhnlich verdndert, so erfahrt die entsprechende
Figur §§ eine zentrisch-dhnliche Verinderung im MaBstab x?:1; Drehung von §* um
die z-Achse bewirkt eine Drehung von & um den doppelten Betrag. Diese Bemerkung
erlaubt es, zu transformierende Gebilde in einer bequemen Normallage vorauszusetzen. —
Die Transformation ¥ mag in zwei Schritte zerlegt werden:

1. Die durch ¢ = *2 erklarte Verwandtschaft 11, welche im Grundrififeld wie in
allen Schichtenebenen die gleiche konforme Abbildung vollzieht; diese wohlbekannte
ebene Abbildung ist einvierdeutig und quadratisch und verwandelt Geraden in Parabeln,
die ihren Brennpunkt im Nullpunkt haben, ferner Kreise in Pascalschnecken.

2. Die bei unverindertem Grundriffeld durch z = z*? definierte einzweideutige
Verwandtschaft B, welche nur die Hohenverteilung der Schichtenebenen beeinflufit; sie
fithrt geneigte Raumgeraden in Parabeln mit lotrechter Achse iiber, die die Grundebene
z = 0 beriihren.

Diese Zusammensetzung T = UV = VU 146t unmittelbar erkennen, daB dem
Schichten- und Falliniennetz einer beliebigen Fliche das gleichartige Netz auf der
entsprechenden Fliche zugeordnet wird, womit die tiefere geometrische Ursache fiir den
Zusammenhang unserer Flichen @ mit den Boschungstorsen @* — den Flachen mit
geraden Fallinien — aufgedeckt erscheint. Nunmehr ist auch klar, daB eine Flache mit
parabolischen Fallinien nach festgelegter Fokalachse z im wesentlichen durch ihren Tal-
weg bestimmt ist, der beliebig vorgeschrieben werden darf:

Satz 3. Um eine ;g%r imsfliche verschiedene Fliche @ mit Parabeln als Fall-
linien zu ermitteln, deren weg w in der xy- Ebene gegeben L.S‘t und lachse in
der z-Achse liegt, bilde man w vermioge x + iy = (z* + 1y*)? konform ab, lege durch die
so erhaltene Linie w* eine Boschungstorse ®* und transformiere dieselbe mit Hilfe der Ver-

wandtschaft T (57) zuriick.

Um einfache Beispiele zu gewinnen, kann man auch unmittelbar von einfachen
Boschungstorsen @* ausgehen. Wihlen wir im einfachsten Fall als Boschungstorse eine
Ebene IT*, etwa die Ebene x* — z* = m, so gelangen wir iiber die Parameterdarstellung

(58) ¥ =u-+m, Y=, z¥=u

vermoge (57) genau zu dem Sonderfall (44) einer Steinerfliche II mit achsenparallelen
Fallparabeln (Abb. 7) bzw. (fir m = 0) zum Reyekegel (45)°).

Als nichstes Beispiel einer Boschungstorse betrachten wir noch einen Drehkegel A* .

mit lotrechter Achse, darstellbar durch

(59) z* + iy* =m+ (u+ n)e®, z*=u, (m =+ 0).
Die mittels der Transformation ¥ daraus abgeleitete Fliche 4 — die vermdge (52) aus
der Annahme A(v) = 2 (m cos% -+ n) hervorgehen wiirde — besitzt die komplexe Pa-

rameterdarstellung

w

(60) z+ iy =m?+2m(u + n)e® + (w4 n)?e”, z=u’

5) Den oo? Geraden I* der Ebene I7* entsprechen oo? Parabeln [ auf der Fliche 77, was neuerlich be-
stiitigt, daB im allgemeinen eine Romerfliche vorliegen muf.
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v=2 |

0-7\ ‘——/
; \ ~y

Abb. 7. Axonometrische Darstellung der Steinerfliche 7 gemifl Abb. 6.

und ist offenbar dadurch ausgezeichnet, daB die Fallparabeln einen gemeinsamen Punki
besitzen, namlich den der Kegelspitze S*(m, 0, —n) entsprechenden Punkt S(m?, 0, n?).
Der Schichienplan besteht aus konzentrischen und k%ig&glap; Pascalschnecken. Fiir
n # 0 ist die Fliche 4 von 8. Ordnung und besitzt als Talweg u = 0 eine der Pascal-
schnecken des Schichtenplans. Die Ebenen der 'Faﬂgaﬁaﬁélﬂ ‘umbhiillen einen Kegel
4. Klasse mit der Spitze S und der Talwegevolute als Basis. — Besonders hervorzuheben
ist die zu n = 0 gehorige Fliche 4. Ordnung A4,, bei welcher der Talweg auf einen
punktformigen ,,Talkessel’ an der Stelle S(m? 0, 0) zusammengeschrumpft ist. Die..
Fallparabeln. v — const verteilen sich in diesem Sonderfall auf das Ebenenbiischel

t4+z—m=y- cig—gg, Von diesem 'Gesi'éht‘spﬁhkt her wurde die Flache 4, bereits in

[5] untersucht und als eine zu I7 affine Romerfliche erkannt, die ihr Tripelzentrum in S hat.
Sie liBt sich im iibrigen, wie aus der Darstellung (60) leicht hervorgeht, dhnlich wie die
Fliche (36) als Betragsfliche der komplexen analytischen Funktion

(61) o= (m + 435

auffassen.

A

Bei allen weiteren Annahmen wird die Torse @* eine nichtausgeartete Gratlinie
besitzen, die in transformierter Gestalt auch bei der Fliche @ wiederzufinden ist und
von allen Fallparabeln beriihrt wird. Hier kann beispielsweise die Spiralfldche mit ebenen
Fallinien angefithrt werden [3], die aus einer Spiraltorse ®@* mit der Achse z und dem
Fixpunkt O hervorgeht; die Gratlinien sind bei Ausgangs- und Endfliche naturgemaf
Bahnspiralen (,,zylindro-konische Spiralen‘’), wiihrend als Talweg eine logarithmische
Spirale auftritt. — Da im iibrigen jede beliebige Boschungstorse @* als Einhiillende
von oo! gleichgeneigten Ebenen I7* erzeugt werden kann, so kann die entsprechende
Fliche @ auch als Einhiillende einer einparametrigen Schar dhnlicher Steinerfldchen II
(s. 0.) entstehen, wobei die Fallparabeln als Charakteristiken auftreten.

2. Unterfall: Uneigentlicher Talweg.

Bei waagerechter Achsenlage der Fallparabeln tritt kein eigentlicher Talweg auf.
Geht man statt dessen von der ,,Basisschichtenlinie’ in der zy-Ebene aus, so braucht
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der Ansatz (39) nur geringfiigig modifiziert zu werden:
(62) t=a(® +b(v)-u+c(v) - w* mt a;=c3=0, by=1.

Da auch jetzt die v-Linien die Schichtenlinien sind, ist nur die Orthogonalité{sbedingung
(4) zu erfiillen, und diese fiihrt wiederum auf das Gleichungssystem (40), dessen Auf-
l6sung unmittelbar itbernommen werden kann.

So ist im Sonderfall der Fallparabeln gleicher Achsenrichtung (¢; =1, ¢, = ¢35 = 0)
in der Darstellung (44) nur die letzte Teilgleichung durch z = u zu ersetzen. Mittels
Parameter- und Hohenverschiebung gelangt man zu der vereinfachten Darstellung

(63) r=ut—®, y=2uv, z=u
der Losungsfliche, deren kartesische Gleichung
(64) y? = 42%(22 — x)

schon bei L. Eckhart [2] erwiihnt erscheint. Es handelt sich um eine interessante Grenz-
form einer Steinerschen Riomerfliche (vgl. Abb. 8), deren zahlreiche merkwiirdige Eigen-

<

"
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Abb. 8. Axonometrische Darstellung der Eckhartschen Fliche 77,.

schaften in [5] dargelegt worden sind. Der Schichtenplan besteht wie bei der Fléche I7
(44) aus konfokalen Parabeln, die Fallparabeln (v = const) verteilen sich auf das Ebenen-
biischel um die z-Achse. Vermerkt sei hier nur noch, dafl die Fliche wegen der Beziehung

(65) =z + iy = (u + iv)?
als Riemannsche Fliche der komplexen analytischen Funktion o = ]/E aufgefalit werden
kann, deren iiber der (-Ebene aufgetragenen Realteil z = Re w = u sie représentiert.

Fur die .allgemeinen Losungsflichen (mit verdnderlicher Achsenrichtung der Fall-
parabeln) ist die integrallose, eine willkiirliche Hilfsfunktion % (v) beniitzende Darstellung
(52) lediglich durch Abinderung der Hohenkote auf z = u zu modifizieren. In kom-
plexer Schreibweise haben wir also fiir die von Gesimsflichen verschiedenen Flichen mit
Fallparabeln horizontaler Achsenlage die nachstehende Parameterdarstellung:

; h Y 7,
(66) C=$+Ly=(7+Lk’+u)e“’, 3 =B,

Journal fiir Mathematik. Bd. 208. Heft 3/4 28
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Die z-Achse ist auch hier Fokalachse, das heit, die sie enthaltenden Minimalebenen
z 4 1y = 0 berithren alle Fallparabeln, so daB deren Grundrisse den Ursprung zum
gemeinsamen Brennpunkt haben. oAt

Betrachten wir neben der Losungsfliche @ (66) die durch (54) definierte Boschungs-
torse @*: Der Zusammenhang wird jetzt durch die oben erkliirte rationale Punkttransfor-
mation W = P* — P vermittelt, die in jeder Schichtenebene bei unverinderter Hohe die
konforme Abbildung { = {*2 bewirkt und dementsprechend die kartesische Darstellung

(67) T =¥ GRS IO S e

besitzt. Il verwandelt schriige Raumgeraden I* in Parabeln { mit waagerechter Hauptachse
und der Fokalachse z.

Satz 4. Die von Gesimsflichen verschiedenen Flichen @ mit Parabeln waagerechter
Achsenlage als Fallinien kinnen mittels der Transformation 1l (67) aus beliebigen Bischungs-
torsen ®* abgeleitet werden.

Verschraubung der Torse @* um die z-Achse zieht auch eine Verschraubung der
Flache @ (mit gleicher Schub- und verdoppelter Drehkomponente) nach sich, was in den
folgenden Beispielen eine bequeme Normallage der Ausgangsfigur anzunehmen erlaubt.

Wiihlen wir im einfachsten Fall als Boschungstorse eine Ebene IT*, etwa die Ebene
@* —z* = 0 mit der Parameterdarstellung

(68) *=u, Y=o, *=u,

so gelangen wir gerade zu der durch (63) beschriebenen Eckhartschen Romerfléche IT,. —
Wird eine Ebene I7* einem einparametrigen Bewegungsvorgang unterworfen, der die
z-Achse in sich iiberfiihrt, so umbhiillt sie eine Boschungstorse @*, und jede Boschungs- -
torse kann in dieser Weise erhalten ‘werden. Hieraus folgt, daB jede unserer Flichen &
als Hiillfliche einer einparametrigen Scharkongrltemtﬂc]fﬁartﬂachen I, mit derselben
Fokalachse (Kuspidaltangente) gewonnen werden kann und in diesem erweiterten Sinn
als ,,Bewegfliche* aufzufassen ist. Als Charakteristiken treten dabei gerade die Fall-
parabeln auf.

Wiihlen wir als Béschungstorse einen Drehkegel A* mit lotrechter Achse, darstellbar
durch

\
w

(69) x*—l—iy*:m—l—ue?, *=u, (m=+0),

dann erhalten wir vermége U eine Fldche 8. Ordnung A mit der Parameterdarstellung

(70) x+iy=m2+2mue?+u2ei”, z2=u.

Der Schichtenplan besteht wie bei der oben besprochenen Fliche 4. Ordnung A,,(~—— BA)
aus konzentrischen und konfokalen Pascalschnecken. Die Fallparabeln » = const gehen
samtlich durch den konischen Knotenpunkt S(m2,0,0) der Fliche und verlaufen in den
Ebenen
(71).4 (x—m“)sinv——ycosv=2mz-sin—;—,

die einen von § ausstrahlenden Beriihrungskegel der Fliche einhiillen, dessen Schichten-
linien sich als zweispitzige Epizykloiden erweisen. — Auch A4 ist eine Betragsfliche,
némlich fiir die Funktion

(72) o=m%+J¢.
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Fir jede weitere Annahme einer Boschungstorse @* tritt eine nichtausgeartete
Gratlinie auf, die entsprechend transformiert auch bei der zugehorigen Fliche @ er-
scheint. Hier wire beispielsweise die Miillersche Schraubfliche mit ebenen Fallinien an-
zufiithren [1], die aus einer Schraubtorse ®* mit der Achse z hervorgeht; d1e auftretende
Gratlinie ist naturgemiB eine Bahnschraublinie. ~

IV. Zusammenfassung. SHRLERBACK
ARSI BOSONOY

Die Frage nach allen Flichen mit Kegelschniiten als Fallinien wurde durch die vor-
anstehenden Untersuchungen vollstindig beantwortet. Nach AusschluB der trivialen
Losungen, bestehend aus Gesimsflichen mit lotrechtem Evolutenzylinder und Kegel-
schnittprofil — Drehflichen und Horizontalzylinder als Grenzfille inbegriffen — ver-
bleiben fiir das Auftreten von Mittelpunktskegelschnitten als Fallinien nur mehr wenige,
verhéltnisméaBig scharf umrissene Flachentypen, deren Schichtenlinien gleichfalls Kegel-
schnitte sind, wiihrend die Flichen mit Parabeln als Fallinien eine ziemlich ausgedehnte
Familie bilden, in die noch eine willkiirliche Funktion eingeht und welche Schichten-
linien beliebiger Form besitzen konnen. Charakteristisch fiir die niéhttrivialefl'Lbsungs-
flichen ist das Vorhandensein von waagerechten Tal- oder Kammwegen, lings welchen eine
Schichtenebene beriihrt wird (die unter Umstinden ins Unendliche riicken kann), sowie
das Auftreten von lotrechten Fokalachsen; das von einer solchen Fokalachse ausgehende
Minimalebenenpaar wird von allen Fallkegelschnitten beriihrt, so daB deren Grundrisse —
die Orthogonaltrajektorien des Schichtenplans — einen oder séimtliche Brennpunkte
gemeinsam haben.

Im Falle elliptischer Fallinien erhilt man im vs?eséhitlichen die zu einem Schichten-
plan aus konfokalen Hyperbeln gehorigen, von einem einzigen Formparameter x ab-
héingigen oo! Flichen 8.Ordnung (17), wenn man von MaBstabénderungen und affinen
Streckungen in Lotrichtung absieht. Hier ordnen sich, doppelt iiberdeckt, fiir o« = 0

und «x = 12:— die bekannten Eckhartschen Flichen 4. Ordnung (19a, b) ein, ferner ist noch

als Grenzform die Darbouzsche Umschwungwendelfliche (20) anzufithren, deren Schichten-
plan in ein Strahlbiischel ausgeartet ist.

Im Falle hyperbolischer Fallinien stellen sich analog die zu einem Schichtenplan
aus konfokalen Ellipsen gehorigen Fldchen 8. Ordnung ein, wobei jedoch hinsichtlich der
Realitédtsverhéltnisse drei Typen (26), (30) und (36) zu unterscheiden sind, welche durch
einen reellen, imaginéren bzw. uneigentlichen Talweg gekennzeichnet sind. Neben der
bereits genannten Eckhartschen Fliche 4. Ordnung (19b) — die sowohl Ellipsen als auch
Hyperbeln zu Fallinien hat — stellt sich als (doppelt iiberdeckte) Sonderform noch die
dritte Eckhartfliche (31) ein.

Besitzt eine Fliche parabolische Fallinien, so weisen dieselben durchwegs die gleiche
Achsenneigung gegen die Horizontale auf. Legt man die stets vorhandene Fokalachse
in die z-Achse und den allfilligen Talweg in die zy-Ebene eines kartesischen Koordinaten-
systems, so 1aBt sich die Fliche mittels einer einfachen rationalen Punkttransformation 3
(57) oder 11 (67) aus einer Bischungstorse ableiten. Hierauf beruhen im Grunde die integral-
losen Darstellungen (52) bzw. (66) der in Rede stehenden Flichen, in welche eine willkiir-
liche Funktion k(v) eingeht. Umgekehrt transformiert T oder 11 jede beliebige Boschungs-
torse in eine Fliche mit Fallparabeln, die dabei den Torsenerzeugenden entsprechen;
Anwendung von ¥ liefert Flichen mit eigentlichem Talweg, Anwendung von U solche
mit Fallparabeln waagerechter Achsenlage, also ohne eigentlichen Talweg. Insonderheit
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gehen aus schrigen Ebenen spezielle Romerflichen (44) bzw. (63) hervor, die als Grenz-
formen der Flichen mit elliptischen oder hyperbohschen Fallinien anzusehen sind, da
sie Parabeln zu Schichtenlinien haben.

Unter den besonderen Beispielen wurden die Flachen (36), (60) und (70) hervor-
gehoben, die sich als Betragsflichen komplexer analytischer Funktionen deuten lassen.
Die nicht uninteressante Frage nach den allgemeinsten Funktionen o = f(£), deren
Betragsflachen durch ebene Fallinien ausgezeichnet sind, bleibt einer eigenen Abhandlung

vorbehalten.
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