Sonderabdruck aus
ARCHIV DER MATHEMATIK

Vol. XIV, 1963 BIRKHAUSER VERLAG, BASEL UND STUTTGART Fasc. 3

Zur Geometrie der Potenzbetragflichen
Prof. HERMANN ScEMIDT zum 60. Geburtstag

Von

WALTER WUNDERLICH




Zur Geometrie der Potenzbetragflichen
Prof. HERMANN ScEMIDT zum 60. Geburtstag

Von

WaLTER WUNDERLICH

1. Als Betragfliiche wird jene der Veranschaulichung einer komplexen analytischen
Funktion w(z) dienende Diagrammfliche bezeichnet, die in der Weise entsteht, dall
in jedem Punkt (2, y) der waagrecht gedachten z-Ebene eine lotrechte Strecke der
Linge h = |w(x + iy)| errichtet wird; der Ort der so erreichten Raumpunkte
(x, y, h) ist die Betragfliche fiir w (z). Die aus ihr durch Horizontalebenen ausgeschnit-
tenen Schichtenlinien h = const geben einen Uberblick iiber die Verteilung der Stellen
gleichen Funktionsbetrages |w| = const; die die Schar der Schichtenlinien recht-
winklig durchsetzenden Fallinien lassen wiederum die Verteilung der Stellen gleichen
Funktionsarguments arg w = y erkennen. Das dem orthogonalen Polarkoordinaten-
netz h = const, p = const der w-Ebene vermoge der konformen Abbildung w — 2
zugeordnete Orthogonalnetz in der z-Ebene stellt den Grundrill des rechtwinkligen
Schichten-Falliniennetzes der Betragfliche dar — gewissermafen eine Landkarte des
Betragreliefs — und gestattet bei entsprechender Bezifferung fiir jede Stelle 2 den
zugehorigen Funktionswert w abzulesen. .

In einer dem differentialgeometrischen Verhalten solcher Betragflichen gewidmeten
Arbeit [1] hat E. ULLrIcH vor allem die GauBsche Kriimmung K dieser Flichen be-
trachtet und festgestellt, daB innerhalb einer weiten Klasse von analytischen Funk-
tionen die Potenzfunktionen

(1) w = (az + b)x+ib

die einzigen Funktionen mit einsinnig gekriimmten Betragflichen (K = 0 oder K < 0)

sind; nur fiir X = 0 tritt noch die Exponentialfunktion w = exp (az + b) hinzul).
Die angeschlossene morphologische Untersuchung der Potenzbetragflichen, die sich

nach Anwendung einer einfachen Ahnlichkeitstransformation auf die Normalform

(2) w=2Y mit y=a+if
stiitzt, hebt drei charakteristische Familien von Flichenkurven hervor: a) Die Hori-

zontalschnitte (Schichtenlinien) b = const; sie sind im allgemeinen logarithmische

1) Die erwihnte Klasse von analytischen Funktionen w(z) wird dadurch gekennzeichnet, daB
fiir den Differentialausdruck w'2/ww’’ der Satz von Liouville anwendbar sein soll, so daB aus der
Beschriinktheit des Wertevorrats dieses Ausdrucks auf seine Konstanz geschlossen werden darf.
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Spiralen, im besonderen Gerade fiir « = 0 und Kreise fiir f = 0. b) Die Meridian-
schnitte arg z = const; sie sind im allgemeinen hohere Parabeln oder Hyperbeln, im

besonderen Gerade fiir o = 0 oder 1. ¢) Die Zylinderschnitte |z| = const; sie sind im
allgemeinen transzendente Kurven, die bei Verebnung des Zylindermantels in Ex-
ponentialkurven iibergehen, im besonderen Kreise fiir § = 0. — In einer zweiten

Mitteilung [2] werden die Durchdringungskurven zweier koaxialer Potenzbetrag-
flichen betrachtet; fiir diese bemerkenswerten Raumkurven, die im Grundrif als
logarithmische Spiralen erscheinen, wird der Name ,,Spirella‘ vorgeschlagen.

H. ScaMIDT hat ferner bemerkt [3], daB die Potenzbetragflichen im allgemeinen
Spiralfliichen sind (im besonderen Drehflichen fiir p = 0 und Kegel fiir o = 1), und
daB sie durch diese Eigenschaft sogar charakterisiert werden konnen.

Die vorliegende Note will vor allem darauf hinweisen, daB alle Potenzbetragflichen
dadurch ausgezeichnet sind, daB sie eine aweiparametrige Gruppe von projektiven
(affinen) Transformationen gestatten, womit ihre bisher bekannten und manche
weiteren geometrischen Eigenschaften sich einem gemeinsamen Gesichtspunkt unter-
ordnen. Bemerkungen iiber die bei Parallelprojektion auftretenden UmriBlinien und
iiber die Ortslinien K = const bilden den SchluB.

9. Geht man mittels z = r - € zu Zylinderkoordinaten r, @, 1 iiber, so lautet die
Gleichung der zu (2) gehdrigen Potenzbetragfliche Fy:

(3) h=ree b7,

Diese Fliche gestattet offensichtlich die nachstehenden T'ransformationen T':

p=go+ 4,
4) r = puro,
h =vho, wobei v = u%e b2,

Jede derartige Transformation setzt sich zusammen aus einer Drehung um die k-Achse
(Drehwinkel ), einer Streckung von der Achse aus (Faktor u) und einer Streckung
der Hohen (Faktor »). Es handelt sich mithin um eine spezielle rdumliche Affinitdt,
welche die h-Achse in sich iiberfithrt und die Horizontalebenen untereinander ver-
tauscht. Fixebenen sind auBer der Fernebene die Grundebene h = 0 und die beiden
Minimalebenen z + iy = 0; Fixpunkte der Ursprung O, der Fernpunkt U der
h-Achse und die absoluten Punkte I, J der Grundebene.

Die oo Affinititen 7', unterscheidbar durch die wesentlichen Parameter A und u,
bilden eine zweigliedrige kommutative Gruppe I'. Die Fliche F, gehort mithin zu den
von F.Kreix und S. Lie eingefithrten ,,W-Flichen [4], welche gegeniiber einer
zweigliedrigen Gruppe von projektiven Transformationen invariant sind. Die Potenz-
betragflichen stellen ein metrisch ausgezeichnetes Seitenstiick zu den in diesem Zu-
sammenhang mit Vorliebe betrachteten W-Flichen x?y? he = const dar, wie aus der
kartesischen Gleichung h? = (x + 1y)*+6 (x — 1y)* "6 zu ersehen ist.

Bei n-maliger Iteration einer Einzeltransformation T (A, w) erhilt man die Trans-
formation T%(n A, um). Die zugehérige (kontinuierliche) eingliedrige Untergruppe q
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wird mithin bei Einfithrung von n1 = ¢ als Gruppenparameter beschrieben durch

@ =q@o+t,
(5) r =ro-ePt,

h = hgy- e, wobei ¢=ap —f.

Die Darstellung (5) gibt gleichzeitig die Bahnkurve an, die ein beliebiger Punkt
Py(ro, @o, ko) unter der Einwirkung der betreffenden Untergruppe Gp durchlauft.
Diese Bahnkurven, die gewissen Drehflichen r¢h~? = const angehéren und im
GrundriB als logarithmische Spiralen re~?? = const erscheinen, sind nichts anderes
als die vorhin erwiahnten UrrLricHschen ,,Spirellen’ [2], welche sich hiermit als
metrisch spezielle W-Kurven im Sinne von KLEIN und Lik [4] erweisen. Jede dieser
Kurven gehért im iibrigen auch einer Wendelspiralfliche e~ = const an [5].
Unter den ool Scharen solcher Bahnkurven sind einige ausgezeichnete, zu speziellen
Untergruppen G, gehorige hervorzuheben : ]

a) p = BJa (¢ = 0). Die Bahnkurven (5) dieser Untergruppe sind die Schichien-
linien h = const der Fliche F,. Da bei dieser Gruppe jeder Punkt der k-Achse fest-
bleibt, sind die Schichtenlinien gleichzeitig die Berihrungslinien der der Fliche aus den
Achsenpunkten wmschriebenen Kegel. Die Schichtenlinien sind im allgemeinen loga-
rithmische Spiralen mit dem konstanten Schnittwinkel arctg («/f), die fiir « = 0 zu
Geraden ausarten (Fgz = Wendelspiralfliche), fiir f = 0 hingegen zu Kreisen
(Fy = Drehfliche). Unter AusschluB dieser beiden Grenzfille folgt aus der Kon-
gruenz der Schichtenlinien, daBl die Potenzbetragflichen fiir «f + 0 Bewegflichen
sind, die durch schraubenartige Bewegung einer logarithmischen Spirale erzeugbar
sind ; die Bahnen der einzelnen Punkte sind dabei die unter 1c) und 2d) genannten
Zylinderschnitte r = const.

b) p = —a/B. Als Bahnkurven dieser Untergruppe stellen sich die Fallinien der
Fliche F, ein. Die im GrundriB auftretenden logarithmischen Spiralen weisen némlich
den Schnittwinkel arctg (—f/a) auf, durchsetzen daher den Schichtenplan ortho-
gonal.

¢) p = q = B/(x — 1). Hier besteht die Untergruppe G5 (5) aus Ahnlichkeits-
transformationen, womit die Fliche ¥, als Spiralfliche zu erkennen ist [3], abgesehen
von den Grenzfillen & — 1 (Kegel) und § = 0 (Drehfliche). Die zugehérigen Bahn-
kurven sind im allgemeinen Fall die bekannten zylindro-konischen Spiralen (Dreh-
kegelloxodromen), die als Béschungslinien auf Drehkegeln mit lotrechter Achse er-
klirt werden konnen [5]. Da bei dieser Gruppe die Neigung einer Ebene gegen die
Waagrechte unverindert bleibt, stellen die Bahnspiralen (und ihre Grenzformen)
gleichzeitig die Beriihrungslinien der der Fliche umschriebenen Boschungstorsen dar.

d) p =0 (g = — B +0). Die hier auftretenden Bahnkurven (5) sind die schon
unter 1c¢) und 2a) erwihnten Zylinderschnitte r = const. Sie gehen durch eine Kol-
lineation, welche die Grundebene # = 0 ins Unendliche wirft und die Drehzylinder
r = const in koaxiale Drehkegel verwandelt, in zylindro-konische Spiralen iiber.

e) p = oo. Fiikrt man in (5) zundchst den Parameterwechsel e?* = w durch, so
gelangt man anschlieBend mit p — oo zur modifizierten Darstellung ¢ = @o, r = rou,
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h — hou*. Die Bahnkurven dieser Untergruppe liefern die Meridiane ¢ = const der
Fliche F,. Da bei dieser Gruppe die Ferngerade der (waagrechten) Grundebene
punktweise festbleibt, so sind die Meridiane gleichzeitig die Beriihrungslinien der der
Fliiche umschriebenen Horizontalzylinder. Die auftretenden, untereinander &hnlichen
Meridiane b = ¢ - 7* sind fiir & > 0 im allgemeinen ,,héhere Parabeln (gewdhnliche
Parabeln fiir « = 2 und 1/2, Gerade fiir « = 0 und 1), fiir « < 0 hingegen héhere
Hyperbeln (gewohnliche gleichseitige Hyperbeln fiir a« = — 1).

f) p = q/2 = B/(x — 2). Die Bahnkurven (5) der zugehérigen Untergruppe ver-
laufen auf Drehparaboloiden h = cr? und koénnen daher, wenn man eines dieser in-
varianten Paraboloide zur MaBfliche einer nichteuklidischen Metrik von Cayley-
Kleinschem Typ erkliirt, als hyperbolische Schraublinien angesehen werden. Sie sind,
von den trivialen Grenzfillen o = 2 (Meridianparabeln) und f = 0 (Parallelkreise)
abgesehen, kollinear zu den bekannten Kugelloxodromen und echte Gewindekurven
[6]. Die Potenzbetragflichen sind also als hyperbolische Schraubflichen aufzufassen,
bzw. als Schiebflichen oder Drehflichen in den genannten Grenzféllen.

3. Aus der Kommutativitéit der zweiparametrigen Gruppe I” folgt, daB8 die Bahn-
kurven jeder Untergruppe G durch Anwendung irgendeiner ¢ nicht angehorenden
Transformation 7' € I" untereinander vertauscht werden. Nehmen wir daher in einem
reguliiren Punkt P der Fliche F, zwei im Sinne der Flichentheorie konjugierte
Fortschreitrichtungen an, so bestimmen dieselben zwei Untergruppen Gp und Gy,
deren Bahnsysteme auf der Fliche ein konjugiertes Kurvennetz bilden. Durch eine
geeignete Transformation 7' € I" konnen wir ndmlich Py an jede andere reguldre
Stelle P von F, bringen, wobei das Netz in sich iibergeht und, da T eine projektive
Transformation ist, die konjugierte Beziehung der Bahntangenten von Py nach P
iibertragen wird.

Zu jeder auf der Fliche verlaufenden Bahnkurvenschar (5), gekennzeichnet durch
den Parameterwert p, existiert also eine konjugierte Bahnkurvenschar vom Para-
meter p. Beispiele hierfiir sind das konjugierte Netz aus den vorhin besprochenen
Schichtenlinien 2a) und Meridianen 2e) sowie das konjugierte Netz aus den Fallinien
2b) und den zylindro-konischen Spiralen 2¢), wie aus den Bemerkungen iiber die
umschriebenen Torsen hervorgeht. :

Die Paare konjugierter Flichentangenten in einem Punkt sind bekanntlich durch
eine projektive Involution verkniipft. Diese wird sich in einer bilinearen Beziehung
zwischen den zugehorigen Parameterwerten p,p ausdriicken (da diese als lineare
Koordinaten der Fortschreitrichtungen dienen kénnen). Mit Riicksicht auf die beiden
bekannten Paare p = fja, p = oo und p = — /B, p = f/(x — 1) lautet die frag-
liche Relation

o+ p?

B <
b ot s pemots ool

(6) V.J e

Fiir die zugehérigen Werte ¢ = ap — f, ¢ = ap — 8 gilt die einfachere Beziehung

() 79 =




208 W. WUNDERLICH ARCH. MATH.

Zur direkten Herleitung der Formeln (6) und (7) wiirde man von der kartesischen
Darstellung
x = ePt(xg cost — yo sin f),
®) y = Pt (o sin t + yo cos ),
h = et hgy

der Untergruppe G, ausgehen, die unmittelbar aus (5) flieBt. Die Fortschreitrichtun-
gen geniigen den Ableitungsgleichungen

Fiir die zu allen moglichen Fortschreitrichtungen senkrechte Flichennormale eines
Punktes P (z, y, k) findet man unter Beachtung der Bedingung ¢ = ap — f§ — etwa
iiber das AuBenprodukt der zu p = 0 und p = oo gehdrigen Tangentenvektoren —
die Komponenten

(10) X=h(ex+By), Y=h(ay—p=), H=— (22 +y?),
samt ihren Ableitungsgleichungen
(11) X=(p+9X—Y, Y=X+(+q¥, H=2pH.

Die zu (9) konjugierte Fortschreitrichtung ergibt sich dann im AuBenprodukt der
Vektoren (10) und (11); nach einigen Umformungen bestitigt sich, da diese Rich-
tung durch px — y:a + py: gh darstellbar ist, wobei die Werte p und g den For-
meln (6) und (7) geniigen.

4. Suchen wir mit p = p jene beiden Kurvenscharen auf der Fliche F, auf, die
zu sich selbst konjugiert sind, so erhalten wir ihre Schmieglinien. Auch die Schmieg-
linien der Potenzbetragflichen sind mithin Spirellen. Die sie erzeugenden Unter-
gruppen G, werden gemif (6) durch die beiden Parameterwerte

g 11/ EFp
32 W PLa=gEY Vﬁ:‘
bestimmt, wozu die Werte
w2t B2
(13) qw=iVyﬂ
gehoren.

Die Schmieglinien fallen reell aus — und zwar auf der ganzen Fliche — und bilden
zwei getrennte Scharen, wenn o < 1. Sie werden aus der Fliche durch untereinander:
kongruente, gegengleich ansteigende Wendelspiralflichen h = ¢ - exp(+q1¢p) aus-
geschnitten2). — Die beiden Scharen von Schmieglinien fallen zusammen fiir o = 1,
nimlich in den Erzeugenden jenes Kegels mit logarithmischen Schichtenspiralen, der

2) Der Fall o = 0 der Wendelspiralfliche h = exp(— B o) erfordert eine etwas modifizierte Be-
handlung. Die aus (6) flieBende Bestimmungsgleichung fir p = p reduziert sich nimlich auf
eine lineare mit der Losung p1 = — f/2 (g1 = — ). Die zugehorigen Schmieglinien sind die
unter 2f) erwihnten Spirellen auf Drehparaboloiden, also hyperbolische Schraublinien [5, 6]. Die
zweite Schmieglinienschar, zu ps = o (g2 = f) gehorig, wird natiirlich von den geraden Er-
zeugenden @ = const (h = const) der Wendelspiralfliche gebildet.
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bei dieser Annahme als Potenzbetragfliche auftritt. — Die Schmieglinien fallen
schlieBlich durchwegs imaginér aus, wenn o« > 1.
Wir fassen die bisherigen Feststellungen zusammen im

Satz 1. Die Betragfliche der Potenzfunktion w = 20+iB gestattet eine zweigliedrige
kommutative Gruppe von Affinititen und triigt oot Scharen von W-Kurven als Bahnen
der eingliedrigen Untergruppen. Unter diesen. Bahnscharen finden sich insbesondere die
Schichtenlinien, Fallinien, Meridiane und Schmieglinien der Fliche, ferner die Bahnen
bei der Erzeugung der Fliche als Bewegfliche, Spiralfliiche oder hyperbolische Schraub-
fliche.

5. Jedem Raumpunkt P(z, y, h) wird vermége (10) ein Flichenelement (P, 7r) mit
der Normale (X, Y, H) zugeordnet. Es handelt sich dabei um ein kubisches Null-
system. Sucht man den Ort aller Punkte P auf, deren zugeordnete Ebenen 7z durch
einen festen Punkt C(a, b, c) gehen, so erhilt man iiber X (x —a) + Y (y — b) +
+ H(h — ¢) = 0 im allgemeinen eine kubische Fliche ®

(14) [ — 1)k + c] @2+ y?) = [(aa — Bb)x + (Ba + ad)y] - b,

die aus der Potenzbetragfliche F,, deren (,,wahre®) Umriflinie fiir das Projektions-
zentrum C ausschneidet. Die Fliche @ enthilt alle sechs Kanten des Fixtetraeders
OUIJ der Gruppe I" und besitzt dessen Ecken zu konischen Knotenpunkten. Sie
wird insbesondere von allen Meridianebenen ¢ = const neben der h-Achse nach
gleichseitigen Hyperbeln und von allen Schichtenebenen h = const nach Kreisen
geschnitten. Die letztere Eigenschaft wiirde es gestatten, den UmriB von F, fiir be-
liebige Zentralprojektion bequem zu konstruieren, da lediglich die Schichtenspiralen
von F, mit den Schichtenkreisen gleicher Héhe von @ zum Schnitt zu bringen wiren.

Allenfalls auftretende Spitzen der UmriBprojektion (des ,;scheinbaren® Umrisses)
rithren von jenen Schmiegtangenten der Fliche F', her, die durch das Projektions-
zentrum O gehen. Nun sind zufolge Abschnitt 4 die Schmiegtangenten gleichzeitig
Bahntangenten der Untergruppe G5, oder G, , und demgemdif gilt fiir die kritischen
Flichenpunkte P (z,y, h) wegen (9):

(15) (@—a):(y—b): (h—c) = (mz—1Y): (@ + Piy): qih.

Die den Bedingungen (15) geniigenden Raumpunkte P erfiillen zwei auf @ verlaufende
kubische Raumkurven ki und ks, welche den Punkt C und die Fixpunkte 0,U,1,J
gemeinsam haben. Diese Kurven werden aus C durch zwei (,,orthogonale*’) Kegel
2. Ordnung projiziert3). Hieraus folgt dann unmittelbar, dafl sich in der Bildebene
simtliche UmriBspitzen auf zwei Kegelschnitte ky , k; verteilen, die einander in den
Bildpunkten O', U’, I', J’ der Fixtetraederecken schneiden. Es 148t sich weiterhin
zeigen, daB die Tangenten der auf k; liegenden UmriBspitzen einen gemeinsamen
Schnittpunkt besitzen, der gleichfalls auf k; liegt. Dies Hégt daran, daf die den
Punkten P der Kubik k; zugeordneten Ebenen 7 ein Ebenenbiischel bilden, dessen
Achse die dem Zentrum C durch G, zugewiesene Bahntangente ist.

3) Es sind dies die von C ausstrahlenden Komplexkegel der beiden quadratischen (tetraedralen)
Bahntangentenkomplexe gi(gorgs1 — goages) = (P — pigi + 1) gosgiz der Untergruppen G, und
Gp,- )
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Satz II. Der wahre Umrif einer Potenzbetragfliche fiir ein Projektionszentrum C, das
Leiner Ebene des Fixtetraeders OUIJ angehort, wird aus ihr durch eine kubische Fliche
ausgeschnitten, die den Punkt C' und similiche Tetraederkanten enthilt. Die Spitzen des
scheinbaren Umprisses verteilen sich auf zwei Kegelschnitte der Bildebene, die jeweils
auch den gemeinsamen Tangentenschnittpunkt der betreffenden Spitzengruppe enthalten
und einander in den Bildpunkten der Tetraederecken schneiden.

Dieses Ergebnis verallgemeinert gewisse Feststellungen K. STRUBECKERS iiber den
UmriB nichteuklidischer Wendelschraubflichen [7], die sich hier mit o = 0 ein-
ordnen (vgl. Fulinote 2).

Im Falle einer Parallelprojektion (in der Richtung x:y: h=a:b:c, c+0), wie
sie etwa den axonometrischen Abbildungen bei E. ULLRICH [1] zugrundeliegt, redu-
ziert sich die kubische Triigerfliche @ (14) des Flichenumrisses auf einen orthogonalen
Kegel 2. Ordnung

(16) c(a? 4 y2) = [(@a — )z + (Ba +ad)y] b,

der dem Fixtetraeder QU IJ umschrieben ist. Dies steht in voller Ubereinstimmung
mit einer allgemeinen Regel iiber die UmriBkonstruktion von Spiralflichen, deren
Schichtenlinie (im vorliegenden Fall eine logarithmische Spirale) bekannt ist [6]. —
Die scheinbaren UmriBspitzen verteilen sich auf zwei Gerade der Bildebene, die ein-
ander in O’ schneiden.

Ahnliche Vereinfachungen wiirden sich bei Annahme des Projektionszentrums C'
in der Grundebene einstellen (¢ = 0 in (14) und (15)).

6. Uber das einheitliche Vorzeichen der Gaufschen Krimmung K einer Potenz-
betragfliche gibt — auch ohne Kenntnis einer expliziten Formel fiir K — bereits
Abschnitt 4 mit den Aussagen iiber die Realitatsverhiltnisse der Schmieglinien Auf-
schluBl: Es gilt danach auf der ganzen Fliche F, K =0, je nachdem Re y = « =1.

Durch Anwendung der von E. ULLRICH beniitzten Formel

rvidd

ww
I+ ww)?

% (W
(17) ik Re ( _4)

ww//

fiir die GauBsche Kriimmung einer beliebigen Betragfliche4) erhélt man bei einer

Potenzbetragfliche F, mit w = 27 den Ausdruck
(18) R yPp+ 7 — 222 yyly+y—2ww
= T2 fyparlzy )2 2(zz+ yyww)?

Setzen wir zur Abkiirzung

; Loy g
(19) vy Lo = @ + ) =22,

4) Um die von E. UrLricH [1] bei der Ableitung beniitzten Differentialoperatoren zu ver-
meiden, empfiehlt es sich, die ins Komplexe erweiterte Betragfliche von w(z) in der Form

r=s @47, y=5E—2, b= oEDE

darzustellen und z, Z als voneinander unabhéngige Flichenkdordinaten anzusehen.

P
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wobei K + 0 (« + 0) vorausgesetzt sei, so folgt aus (18) die Relation
(20) 12 + (a2 + B2)h2 = Ah.

Diese Gleichung definiert mit festem 2 ein Drehellipsoid, das die h-Achse zur Rota-
tionsachse und einen Scheitel im Ursprung hat. Es schneidet aus der Fliche F eine
Ortslinie von Punkten mit derselben Flichenkriimmung K = const aus.

Satz IIL. Bei einer Potenzbetragfliche Fy (x + 1) verlaufen die Ortslinien der Stellen
gleicher Flichenkriimmung auf dhnlichen und dhmlich gelegenen Drehellipsoiden mit dem
Achsenverhilinis |y | : 1, welche die Grundebene im Ursprung berihren und daselbst
einen gemeinsamen H. auptscheitel haben.
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