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WL NvERL ICH
Zwei instruktive Trugschliisse

I

Die ebene Kinematik beruht letzten Endes auf der grundlegenden Tatsache, dass
wrgend zwei Lagen eines starren, in der Ebene bewegten Systems stets durch eine Drehung
(im Grenzfall durch eine Schiebung) ineinander iibergefiihrt werden konnen.

Wie man sich bald iiberzeugt, wird der Beweis fiir diesen elementaren Satz in den
meisten Biichern folgendermassen gefiihrt: Sind die beiden Systemlagen wie iiblich
durch zwei entsprechende, kongruente Strecken 4,B; und 4,B, der Ebene gegeben,
und wird die zum Grenzfall fithrende gleichsinnig-parallele Lage von vornherein aus-
geschlossen, so schneiden einander die Streckensymmetralen von 4,4, und B,B, in
einem eigentlichen Punkt M. Es gilt daher M A, = M A, und MB, = MB,, was zu-
sammen mit der Voraussetzung 4,B, = AEZ die Kongruenz der Dreiecke MA,B,
und M4,B, ergibt. Dreht man nun das erste Dreieck so lange um M, bis 4, mit 4,
zur Deckung kommt, dann gelangt auch B, nach B,, und damit ist die erste System-
lage durch Drehung um M in die zweite Lage iibergefiihrt.

Dieser Schluss enthilt jedoch eine bedenkliche Liicke, denn er ist nur dann stich-
haltig, wenn gesichert ist, dass die beiden Dreiecke M A, B, und M A,B, gleichsinnig-
kongruent sind, was durch den blossen Langenvergleich der Seiten niemals festzu-
stellen ist!

Der obige «Beweis» bedarf mithin einer notwendigen Erginzung, die leicht in-
direkt zu erbringen ist. Nehmen wir an, die beiden Dreiecke M 4, B, und M A ,B, wiren
gegensinnig-kongruent: Sie miissten dann spiegelbildlich zur gemeinsamen Symmetrale
der Winkel 4,M 4, und B, M B, liegen, die beniitzten Streckensymmetralen von 4,4,
und B, B, wiirden also zusammenfallen und ihr Schnittpunkt wire (vorliufig) unbe-
stimmt. Dieser Fall kann offenbar nur ausnahmsweise eintreten. Sind mithin die
beiden Streckensymmetralen voneinander verschieden, so muss sicher der Fall gleich-
sinniger Kongruenz vorliegen. Sind sie jedoch einmal identisch, so darf auf ihnen das
Drehzentrum M nicht beliebig gewéhlt werden, sondern es ist im Schnitt der Geraden
A,B, und A4,B, anzunehmen, wie leicht zu erkennen ist. Damit ist die Existenz eines
eindeutig bestimmten Drehzentrums M in allen Fillen sichergestellt.

Wie gefdhrlich die aufgezeigte Beweisliicke tatsichlich ist, zeigt sich, wenn man
eine Dimension hohersteigt. Betrachten wir ndmlich zwei Bewegungslagen eines starren
Rawmsystems, festgelegt durch zwei entsprechende kongruente Dreiecke 4, B,C; und
A3B,C,: Bezeichnet M den Schnittpunkt der drei Symmetralebenen von 4,4, B,B,
und C,C,, so haben wir zwei kongruente Pyramiden M A,B,C; und M A,B,C,. Nehmen
wir stillschweigend wieder an, dass diese Pyramiden gleichsinnig-kongruent sind, so
kénnten wir weiterfolgern, dass sie und damit die beiden Systemlagen durch Drehung
um eine Achse des Biindels M ineinander iiberzufiihren sind. Dies ist aber im allge-
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meinen falsch, da bekanntlich zwei Lagen eines bewegten Raumsystems im allge-
meinen durch eine Schraubung zusammenhingen !

Die Ursache des Trugschlusses liegt auf der Hand : Die beiden Pyramiden M 4,B,C,
und MA,B,C, sind eben nicht gleichsinnig-kongruent (wenn der Schnittpunkt der
beniitzten Symmetralebenen eindeutig ausfillt), sondern gegensinnig-kongruent, was
aber durch blossen Lingenvergleich der Kanten nicht festzustellen ist.

I1

Als «Gewindeflichen» bezeichnet man solche Strahlflichen (Regelflichen), deren
samtliche Erzeugende einem lLnearen Strahikomplex (Gewinde) angehoren. Hierunter
fallen beispielsweise alle algebraischen Strahlflichen bis zum 4. Grade, die Strahl-
schraubflédchen u.a. Fiir windschiefe Gewindeflichen hat S. Lit die Existenz ausge-
zeichneter Schmieglinien (Haupttangentenkurven, Asymptotenlinien) nachgewiesen,
die sich ohne Integrationsprozess finden lassen L)

Zu den Lieschen Schmieglinien einer Gewindefliche F — die der Einfachheit halber
als analytisch vorausgesetzt sei — kommt man auf die folgende Weise. Bezeichne (& das
die Strahlfliche F enthaltende Gewinde oder, falls F mehreren Gewinden angehort, ein
bestimmtes unter denselben?). Sei g € ® eine allgemeine Erzeugende von F. Simtliche
durch einen Punkt 7 von g gehenden Gewindestrahlen bilden bekanntlich ein Strahl-
biischel, dessen Ebene 7’ natiirlich auch die Erzeugende g enthidlt und daher die
Flache F in einem bestimmten Punkt 7” von g beriihrt. Die Zuordnung T - T’ auf
g ist wegen des projektiven Charakters der Nullkorrelation 7' - 7’ und der Beriih-
rungskorrelation ©" > 7" eine Projektivitit, und zwar eine Involution. Fiir jeden der
beiden (nicht unbedingt reellen) Doppelpunkte I,=T,, T,= T, ist also die Null-
ebene gleichzeitig Tangentialebene. Alle in 7; oder T; berithrenden Flichentangenten
sind mithin Gewindestrahlen, darunter insbesondere auch die Tangenten der beiden
Ortslinien 4, von 7; und %, von T,. Diese Flichenkurven hy, hy (die auch bloss zwei
Zweige einer einzigen Kurve sein konnen) sind mithin Gewindekurven. Von solchen
Kurven weiss man aber, dass die Nullebenen ihrer Punkte die Schmiegebenen sind.
Daraus folgt nun schliesslich, dass 4, und 4, Schmieglinien der Fliche F sind, nach-
dem in jedem ihrer Punkte die Schmiegebene gleichzeitig Tangentialebene ist.

Die angestellten Uberlegungen verlocken zur nachstehenden Verallgemeinerung auf
beliebige kyumme Flichen. Sei jetzt F eine beliebige, der Einfachheit halber wieder als
analytisch vorausgesetzte Fliche, und & ein beliebiges, von F ganz unabhingiges
Gewinde. Jedem Flichenpunkt 7" wird vermoge I’ eine Tangentialebene 7 und ver-
moge © eine Nullebene 7’ zugewiesen. Ordnet man nun jedem Punkt 7" den Winkel-
wert w = <1 77 zu, so entsteht auf F ein analytisches Skalarfeld o(T). Wir betrach-
ten nun die durch w = 0 erklirte (nicht unbedingt reelle) Niveaulinie h dieses Feldes.
In jedem Punkt von A ist v = 7/, also die Tangentialebene identisch mit der Nullebene.
Alle Tangenten von % sind daher Gewindestrahlen, und % ist demnach Gewindekurve.
Wie vorhin schliesst man dann aus der Eigenschaft, dass die Schmiegebenen einer Ge-

1) Vgl. etwa E. KRUPPA: Analytische und konstruktive Differentialgeometrie (Wien 1957), 87 ff. und 133 ff.

%) Gehért eine Strahlfliche zwei Gewinden an, so treffen ihre Erzeugenden die beiden gemeinsamen
reziproken Polaren, und sie ist « Netzfliche». Sie liegt dann in unendlich vielen Gewinden und ihre samtlichen,
von den Erzeugenden verschiedenen Schmieglinien sind Liesche. Beispiele hierfiir sind etwa alle kubischen
Strahlflichen.
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windekurve die Nullebenen der Kurvenpunkte sind, dass % eine Schmieglinie der
Flache F ist, weil in jedem ihrer Punkte die Schmiegebene mit der Tangentialebene
iibereinstimmt. Damit scheint die Existenz von ausgezeichneten, ohne Integration
einer Differentialgleichung auffindbaren Schmieglinien bei beliebigen krummen
Flachen nachgewiesen zu sein!

Der berechtigte Verdacht, mit dieser verbliiffenden Feststellung einem Trugschluss
erlegen zu sein, steigert sich zur Uberzeugung, sobald man das Gewinde ® variieren
lasst, weil man dadurch zu co® Schmieglinien der Fliche gelangen wiirde, was offen-
sichtlich unmoglich ist. Wo steckt nun der Fehler?

Der Fehler ist nicht ganz leicht zu entdecken, da er sich an einer recht unverfing-
lichen Stelle verbirgt: er liegt ndmlich dort, wo aus <¢ 7 7’ = 0 auf v = 7’ geschlossen
wurde, was nur im Reellen zuldssig ist. Berechnet man, gestiitzt auf ein lokales
kartesisches Koordinatensystem 7xyz, den (euklidischen) Winkel o der Ebenen

T...2=0 und 7’ ...ux+vy+wz=0 (1)
mittels der geldufigen Formel
w
Cosw = Wﬁ ’ (2)
so erhdlt man w = 0, falls
w4+ 1v2=0, also u + 1w =0. (3)

Geometrisch bedeutet das, dass die Schnitigerade g der Ebenen , v’ eine Minimalgerade
x 4 1y =0 ist, also — unabhidngig vom Koordinatensystem — eine Treffgerade des
absoluten Kegelschnitts | (x* + y% + 2% = 0) in der Fernebene. Im Komplexen kénnen
also zwei Ebenen einen verschwindenden Winkel einschliessen, ohne zusammenzu-
fallen, wenn nur ihre Schnittgerade eine Minimalgerade ist.

Die nach allem im allgemeinen effektiv existierende Niveaulinie h (w = 0) ist mithin
der Ort aller Punkte auf F, in welchen eine dem Gewinde (& angehérende und den
absoluten Kegelschnitt treffende’ Flichentangente g vorhanden ist. Deuten wir in
bekannter Weise das Gewinde 6 als Gesamtheit der co® Bahnnormalen einer Schrau-
bung mit der Achse & und der reduzierten Ganghdohe , so sind die co? den absoluten
Kegelschnitt / treffenden Gewindestrahlen dadurch ausgezeichnet, dass sie den zu /
nullpolaren Drehzylinder L mit der Achse a und dem Radius p¢ beriihren; sie sind
gleichzeitig — und das charakterisiert sie eindeutig — die Schraubtangenten der Punkte
des Zylinders L. Die Niveaulinie % ist demnach die auf F verlaufende Beriihrungs-
kurve einer durch die Leitflichen F und L und die Leitlinie / bestimmten (isotropen)
Strahlfliche H, deren Erzeugenden g die Kurve % nicht zu beriihren brauchen. In den
Punkten von % bilden die Ebenen 7, v’ zwar einen Winkel von der Grosse w = 0, sie
fallen jedoch nicht zusammen. Die Flichenkurve /% ist mithin im allgemeinen keine
Gewindekurve und somit auch keine Schmieglinie von F. Das Gegenteil trifft nur aus-
nahmsweise zu, falls 4 die Beriihrungslinie zweier Mantel von H ist, weil dann doch
7 = 7’ gilt. Dieser Umstand tritt beispielsweise bei den Gewindeflichen ein, aber auch
bei beliebigen Schraubflichen, auf denen sich fiir gew6hnlich ausgezeichnete Schraub-
linien (also Gewindekurven) finden lassen, die Schmieglinien der Fliche sind: es sind
dies jene Schraublinien, lings welchen der Schraubfliche eine Wendelfldche beriihrend
angeschrieben werden kann. W. WunDERLICH (Wien)






