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Hohere Koppelkurven
Von W. Wunderlich, Wien
Mit 3 Textabbildungen

Zusammenfassung. Es werden jene ebenen Kurven untersucht, die kinematisch durch s>1 an
eine Kurbel angeschlossene Zweischlige erzeugt werden. Fiir die algebraischen Charaktere und
die mehrfache Erzeugung solcher ,, Koppelkurven s-ter Stufe’* — die Verallgemeinerungen der zu
s =1 gehorigen klassischen Koppelkurven des Dreistabgetriebes darstellen — werden einfache
Ableitungen gegeben.

§1. Sei L,A,B,M, ein ebenes Gelenkviereck mit den festen Lagerpunkten L, und
M, (Abb. 1). Ein mit der Koppel 4, B, starr verbundener Punkt 4, beschreibt bei der
Bewegung des Dreistabgetriebes eine sogenannte Koppelkurve. Kurven dieser Art, dank
ihrer einfachen Erzeugbarkeit einerseits und ihres Formenreichtums andererseits in der
modernen Getriebetechnik mannigfach verwertet, sind seit langem bekannt und aus-
fithrlich untersucht!. Es handelt sich um algebraische Kurven, die von 6 Formpara-
: metern abhiingen (etwaden Seitenldngen
des Gelenkvierecks und des Koppel-
dreiecks). Sie sind im allgemeinen von
6. Ordnung und vollzirkular, d. h. ihre
Fernpunkte fallen simtlich in die abso-
luten Kreispunkte 2 : y = + ¢ und bilden
daselbst dreifache Punkte. — Mit Riick-
sicht auf die folgende Verallgemeine-
rung sollen diese klassischen Kurven
als ,,Koppelkurven 1. Stufe* bezeichnet
werden.

Nach einer Idee von K. A. Ri-
schen? soll die Viergelenkkette
L,A,B,M, nun durch einen im

Abb. 1. Koppelkurven 1. und 2. Stufe Koppelpunkt A, angelenkten Zwei-

. schlag A4,B; M, mit festem Lager-

punkt M, zu einem sechsgliedrigen Getriebe erweitert werden (Abb. 1). Die Bahn £,

eines mit dem Glied 4, B, starr verbundenen Punktes 4, mag dann eine ,, Koppelkurve

2. Stufe’ genannt werden. Sie erscheint auf die gleiche Weise aus der Koppelkurve

1. Stufe k, des Punktes 4, abgeleitet, wie diese aus dem Bahnkreis &, des Kurbelendes 4,
(,,Koppelkurve 0. Stufe‘).

§2. So betrachtet erscheint es naheliegend, durch fortgesetztes Anfiigen von Zwei-
schliigen zu Koppelkurven beliebig hoher Stufe fortzuschreiten. Eine Koppellurve
s-ter Stufe ist demnach rekursiv erklirt als Bahn eines Punktes 4,, der mit dem Glied
A,_1 B,_jeines in M,_, fest gelagerten Zweischlages A,y B;—1 M, starr verbunden ist,
wenn A,_; auf einer Koppelkurve (s — 1)-ter Stufe gefiihrt wird.

Eine solche Koppelkurve s-ter Stufe k, wird also erzeugt durch ein Getriebe mat
2 (s+ 1) Qliedern, s+ 1 festen Lagern und 2s beweglichen Gelenken. Wie eine einfache

1 A. Schoenflies- M. Gribler: Kinematik. Enzykl. Math. Wiss. IV, 3 (1901/08), 220 ff. —
F. Ebner: Leitfaden der technisch wichtigen Kurven (Leipzig 1906), 45 ff. — R. Beyer: Tech-
nische Kinematik (Leipzig 1931). — K. Hain: Angewandte Getriebelehre (Diisseldorf 1961).

2 K. A. Rischen: Weiterleitung von Bewegungen durch Koppelkurven der zweiten Koppel-
ebene eines sechsgliedrigen Getriebes. Dipl.-Arbeit T. H. Aachen 1959 (unveroffentlichtes Manu-
skript)."— Uber die achtfache Erzeugung der Koppelkurven der zweiten Koppelebene. Konstruk-
tion im Maschinen-, Apparate- und Geritebau 14, 381—385 (1962).




Hohere Koppelkurven 163

Abzihlung der wesentlichen Getriebeabmessungen lehrt, hé’mngt}.&/i{oppelkurve s-ter

Stufe fiir s >0 von 6 s Formparametern ab. T

§3. DaB auch die hsheren Koppelkurven algebraisch sind, folgt unmittelbar aus ihrer
Erzeugung durch einen Gelenksmechanismus. 3

Zunichst moge die Ordnung einer Koppelkurve 2. Stufe k, bestimmt werden, also
die Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer Geraden I allgemeiner Lage. Zu diesem Zwecke
denke man sich das Koppeldreieck 4, B, 4, mit 4, auf der genannten Geraden ! ge-
fiihrt, mit B, hingegen unverindert auf dem Kurbelkreis um M, (Abb. 1). Der Punkt 4,
beschreibt dann vermoge dieses ideellen Schubkurbelgetriebes bekanntlich eine Kurve
4. Ordnung, die einfachzirkular ist®. Sie schneidet sonach die urspriingliche Bahn £,
von A4, (Koppelkurve 1. Stufe) in insgesamt 4 - 6 = 24 Punkten, von welchen jedoch
2.8 = 6 in die absoluten Punkte fallen. Die restlichen 18 sind eigentliche Punkte,
und jedem von ihnen entspricht genau ein Schnittpunkt der Geraden ! mit der Koppel-
kurve 2. Stufe k,, die mithin im allgemeinen eine Kurve 18. Ordnung ist*.

Fiihrt man A4, statt auf einer Geraden auf einem Kreisl — B, nach wie vor auf dem
Kurbelkreis um M, —, so beschreibt A, eine Koppelkurve 1. Stufe k¥, die die ur-
spriingliche Bahn , in insgesamt 6 - 6 = 36 Punkten schneidet, von welchen 2-3-3 =18
in die absoluten Punkte fallen. Die restlichen 18 sind wieder eigentliche Punkte, und
jedem von ihnen entspricht genau ein eigentlicher Schnittpunkt des Kreises ! mit der
Koppelkurve 2. Stufe k,. Da ! und %, jedoch insgesamt 2-18=36 Punkte gemein
haben miissen, schlieBt man, daB 18 hiervon in den absoluten Kreispunkten liegen.
Jeder der beiden Kreispunkte ist demnach neunfacher Punkt der Koppelkurve 2. Stufe
und diese mithin (wie jene 1. Stufe) wieder vollzirkular*.

In dieser Weise fortfahrend ergibt sich unschwer durch vollstindige Induktion,
daB die Koppelkurve s-ter Stufe im allgemeinen eine wvollzirkulare Kurve der Ordnung
2 - 3 ist; jeder der beiden absoluten Kreispunkte ist ein 3+-facher Punkt der Kurve.

§ 4. Sei OAB ein in O fest gelagerter Zweischlag, dessen Endpunkt B auf einer
gegebenen Leitkurve h gefithrt wird. Die Bahn £, die ein mit dem Glied 4B starr ver-
bundener Punkt C durchlauft, wird am einfachsten erfaf3t,
wenn man das ganze Getriebe.in eine Gaufsche Kbene
einbettet und die Vektoren O4 und AB durch zwei
komplexe Veranderliche w(t), v(f) mit festen Absolut-
betrigen a,b beschreibt’. Ihre Summe u v =2z(f) ist
durch die Leitkurve & gegeben (Abb. 2). Der Vektor AC
kann dann in der Form «v dargestellt werden, wobei die
komplexe Konstante « durch die Drehstreckung 4 B~ AC,
also durch || = AC:4 B und arg « = < BAC festgelegt
ist. Die Bahn k& von C wird demnach beschrieben durch

tt)y=u+av, |u| =a, [v| =0, ut+v=2(). (1) e g;?g:;%;?ph e
Nimmt man nun in (1) eine Umordnung vor, indem
man «v=u' und u=a'v’ setzt, wobei ' =au und «’=o-1, so gelangt man zu einer
zweiten, ganz analogen Darstellung:

’

w| = |a|b,

C@)=u"+ao'v, V'] =|a|a, ' +v' =72 ()=0az (2)

3F.Ebner: a.a. 0.1, 18 ff.

4 Djeses Ergebnis bestitigt eine Vermutung von W. Meyer zur Capellen, die sich auf die
Betrachtung von Sonderfillen stiitzte (vgl. K. A. Rischen a.a. 0.2, Fufinote 1).

5 Ist im ubrigen die Leitkurve h eine r-fach zirkulare algebraische Kurve n-ter Ordnung, dann
findet man nach dem Muster von § 3, daB die abgeleitete Kurve k eine (n + r)-fach zirkulare Kurve
der Ordnung 4n — 27 ist.

12+
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Die Bahn £ von C gestattet demzufolge noch eine zﬂ‘veite Erzeugung durch einen neuen
Zweischlag OA'B’ (OA’ =u' = av, A'B'=v' =ou), dessen Glied 4’B’ mit dem End-
punkt B’ auf einer zu h dhnlichen Leitkurve b’ gefithrt wird und den starr verbundenen
Punkt ¢ (B'C=«'v' =u) mitnimmt. Abb. 2 zeigt den vollstindigen, seit J. J. Syl-
vester unter dem Namen ,,Plagiograph’‘ bekannten Mechanismus®. Er besteht aus
einem Gelenkparallelogramm OACA’ mit zwei dhnlichen Aufsatzdreiecken 4 BC ~
~A'C B’ und kann wegen OB B’ ~ABC zur Realisierung der Drehstreckung z' = az
dienen. Die ganze Theorie dieses verallgemeinerten Pantographen ist in den Gleichun-
gen (1) und (2) enthalten.

§5. Identifiziert man den Zweischlag OA B aus Abb. 2 mit dem Zweischlag L,4,B,
in Abb. 1 und fithrt man B, auf dem Kurbelkreis 2 um M, so folgt fiir die vom Punkt
C = A, beschriebene Koppelkurve 1. Stufe k =k, auf Grund von §4 eine zweite Erzeu-
gung durch ein neues Gelenkviereck L,4,'B,’N,. Das Dreieck der Lagerpunkte
LyM,N, ist nach allem dhnlich zu den beiden Koppeldreiecken A,B,A4, ~A,’ 4, B, .
Die nach S. Roberts? existierende dritte Erzeugung derselben Koppelkurve ergibt
sich auf die gleiche Weise, indem man den Zweischlag 04 B mit M, B, A, identifiziert
und den Kurbelkreis von 4, um L, als Leitkurve ansieht; das so ableitbare dritte
Gelenkviereck hat die bereits bekannten Lagerpunkte M, und N,,.

Diese wohl natiirlichste Ableitung des berithmten Satzes von Roberts, die dreifache
Erzeugung der Koppelkurve 1. Stufe betreffend, diirfte ihrem geometrischen Gehalt nach
schon S. Roberts selbst bekannt gewesen sein®. Sie gestattet nun nach dem Muster
der Gleichungen (1) und (2) eine duBerst knappe analytische Fassung, die der Verfasser
schon bei friitherer Gelegenheit mitgeteilt hat®. Dieser analytische Beweis ist wahrschein-
lich der kiirzeste iiberhaupt, denn er besteht im Grunde nur in der beinahe trivialen
Feststellung: ,,Sind u, v, w drei komplexe Verinderliche mit festen Absolutbetrigen
und konstanter, nichtverschwindender Summe, dann gilt bei festem « +0 Gleiches
auch von den Groflen ' =av, v'=au, w’ =aw, und die Koppelkurve ¢=wu- av
gestattet daher die aquivalente zweite Darstellung {=u'+ a'v’ mit o' =a-1. Die
Variablen u, v, w bzw. ', v', w’ repréasentieren dabei die beweglichen Glieder zweier
dieselbe Koppelkurve erzeugenden Dreistabgetriebe.

§ 6. Identifiziert man jetzt den Zweischlag O4 B des Plagiographen mit dem Zwei-
schlag M, B; A, des sechsgliedrigen Getriebes in Abb. 1, bei welchem der Endpunkt 4,
auf der Koppelkurve 1. Stufe 2 =k, gefiihrt wird, so ergibt sich gemaB §4 fiir die von
dem Punkt C'= A4, beschriebene Koppelkurve 2. Stufe k, eine 2weite Erzeugung durch
den anderen Zweischlag OA’'B’=M,B,’A,’, wenn dessen Endpunkt A,” auf einer
zu k, dhnlichen Koppelkurve 1. Stufe k,’ gefiihrt wird, was wiederum durch eine ent-
sprechende Viergelenkkette bewirkt werden kann. Bedenkt man hierbei, daB es nach
dem Satz von Roberts je drei Gelenkvierecke gibt, die k, bzw. k,” erzeugen, so gelangt
man zu der von K. A. Rischen erkannten sechsfachen Erzeugung der Koppelkurve
~ 2. Stufe durch sechsgliedrige Gelenkmechanismen!®. Die sechs Getriebe sind aus
Abb. 3 zu entnehmen.

Entsprechende Uberlegungen fiir die Koppelkurve s-ter Stufe fithren auf deren
3-2s-1-fache Erzeugung durch 2 (s+ 1)-gliedrige Gelenkmechanismen, die sie aus zwei

6 J.J. Sylvester: On recent discoveries in mechanical conversion of motion. Proc. London
Roy. Inst. 7, 179—198 (1875). — F. Ebner: a. a. 0.1, 86.

?.S. Roberts: On three bar motion in plane space. Proc. London Math. Soc. 7, 14 (1875).

8 Enzykl. Math. Wiss. IV, 3; S. 252, FuBBnote 334,

® W. Wunderlich: Kinematik in der Ebene der komplexen Zahlen. Publ. Inst. Math. Acad.
Serbe Sci. 12, 11—18 (1958).
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ghnlichen, vermoge eines Plagiographen verkniipften Koppelkurven (s — 1)-ter Stufe
ableiten.

Abb. 3. Sechsfache Erzeugung der Koppelkurve 2. Stufe durch sechsgliedrige Gelenkmechanismen

Zusammenfassend gilt mithin:

Die Koppelkurve s-ter Stufe ist im allgemeinen eine vollzirkulare algebraische Kurve
2 - 3ter Ordnung, die fiir s >0 von 6s Formparametern abhdngt und durch insgesamt
3 - 25-1 dquivalente Getriebe mit 2 (s+ 1) Gliedern und 3s+ 1 Gelenken erzeugt werden
kann.

10 K. A. Rischen spricht a.a. 0.2 sogar von einer achtfachen Erzeugung der Koppelkurve
2. Stufe, wobei jedoch zwei siebengliedrige Getriebe mit doppeltem Antrieb mitgezihlt sind. Die
Koppelkurve 1. Stufe &, etwa kann nimlich auf eine vierte Art auch noch durch das Gelenkfiinfeck
Ly Ay A, Cy N, erzeugt werden, dessen Kurbeln L, A4, und N,0, mit gleichen Geschwindigkeiten
anzutreiben sind (Abb. 3). Dies bemerkten K. Luck: Zur Erzeugung von Koppelkurven vier-
gliedriger Getriebe. Maschinenbautechnik und Getriebetechnik 8, 97—104 (1959), und H. Ran-
kers: Vier genau gleichwertige Gelenkgetriebe fiir die gleiche Koppelkurve. Industrieblatt 59,
17—22 (1959).
(Bingegangen am 8. Januar 1963)
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