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Zyklische Strahlkomplexe und géodéitische Linien
auf euklidischen und nichteuklidischen Dreh- und Schraubfliichen

Von
W. WUNDERLICH

1. Euklidischer Fall

§ 1. Eine Schraubung des dreidimensionalen euklidischen Raums kann in
inhomogenen kartesischen Koordinaten dargestellt werden durch

(1.1) x'=xcosp—ysing, Yy =xsinp+ycosq, z'=z+mo,

wobei mit m=0 der Grenzfall der Drehung eingeschlossen ist.

Diese Bewegung weist jedem Raumpunkt X, festgelegt durch den Orts-
vektor OX=x(x, y, z), einen Bahntangentenvektor t(—y, x, m) zu. Wir denken
uns in jedem Punkt X einen Drehkegel I' mit der Achsenrichtung t angebracht,
iiber dessen von X abhingigen Offnungswinkel 2w noch verfiigt werden soll.
Wir fragen namlich: Ist es moglich, w so festzusetzen, daBl die Erzeugenden
samtlicher co® Kegel I' nur eine dreiparametrige Mannigfaltigkeit, also einen
Strahlkomplex erfiillen ?

Bezeichne p den Richtungsvektor einer Erzeugenden pel’ und p=x X p den
Momentenvektor von p beziiglich des Ursprungs O. Die beiden Vektoren
P(P1, P2, p3) und P(p4, ps, pe) fassen dann die sechs Pliicker-Koordinaten p;
der Erzeugenden zusammen und geniigen der bekannten Pliicker-Bedingung
PP=p1Ps+p,Ps+p3ps=0. Mittels des Winkels w= xpt driickt sich das
Skalarprodukt pt dann aus durch

(1.2) pt=|p|-|t] - cos w.
In Koordinaten geschrieben gilt daher:

(1.3) (=1 Yy +p2x+psm)*=(p} +p3 +p3) (x> +y* +m*)cos’ w.
B 5 . . ey

Pe 2

Setzt man also w so fest, daB das Produkt der letzten beiden Faktoren konstant
ist, so hat man als Antwort auf die gestellte Frage:

Satz 1. Bringt man in jedem Raumpunkt einen Drehkegel I' an, dessen Achse
die Bahntangente des Punktes fiir eine Schraubung um die z-Achse mit der Gang-
hihe 2nm ist, und legt man den Offnungswinkel 2w von I' in Abhéngigkeit vom
Achsenabstand r der Kegelspitze durch

1.4 /1% +m? - cos w=c=const
fest, so erfiillen die Erzeugenden aller co® Kegel I blop einen Strahlkomplex

(1.5) €...c(pi+p3+p3)=(mps+pe).
28%*
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Im Sonderfall c=0 ist o=mn/2, die Drehkegel I' sind zu den Bahnnormal-
ebenen der Schraubung (1.1) abgeplattet, und € ist das doppelt zu zdhlende
Mabiussche Normalengewinde

(1.6) @0 ...mp3+p6=0.

Dieser lineare Komplex artet im Falle der Drehung (m=0) in das Strahl-
gebiisch ps=0 aus.

Im allgemeinen Fall c+0 handelt es sich bei € um einen metrisch speziellen
quadratischen Strahlkomplex, den C. SEGRE [6] ndher betrachtet hat und den
spiter E. STUDY [9] den ,,zyklischen* Strahlkomplex nannte. Grund hierfiir ist
die Tatsache, daB einerseits alle Komplexkegel Drehkegel, anderseits alle
ebenen Komplexkurven Kreise sind. Die Komplexkegel sind natiirlich die
Drehkegel I', und die Existenz der Komplexkreise ist folgendermaBen einzu-
sehen: Seien p und p’ zwei nicht parallele Komplexstrahlen in einer festen
Ebene «, die nicht parallel zur z-Achse liege; p und p’ gehoren dann dem Kom-
plexkegel I ihres Schnittpunktes X an und eine der beiden Winkelsymmetralen
ist daher Bahnnormale von X. Sie ist also in dem Normalengewinde €, ent-
halten und geht demnach durch den Nullpunkt 4 von a beziiglich €,. Halt
man nun p fest und 148t p’ innerhalb von € variieren, so erkennt man, daB alle
in o verlaufenden Komplexstrahlen gleichen Abstand von A haben, also einen
Kreis k mit dem Mittelpunkt 4 einhiillen.

Der zyklische Komplex € kann mithin, wie dies bei E. STUDY geschieht,
dadurch erzeugt werden, daB man die co! Erzeugenden eines Drehkegels I
oder die oo! Tangenten eines Kreises ko allen oo Schraubtransformationen um
eine Achse z unterwirft, welche einen zur Drehachse von I normalen Scheitel-
strahl bzw. einen Durchmesser von ko rechtwinklig trifft®).

§2. Der Komplexkegel zerfillt, wenn w=0 ist, und zwar in zwei Minimal-
ebenen (Tangentialebe‘hen des absoluten Kegelschnittes u). Dies tritt gemaB
(1.4) fiir jene Punkte X, ein, die dem Drehzylinder

2.1 A... Xty =b2=c*—m’

angehoren. Dieser (nicht unbedingt reelle) Zylinder 4 ist als Ort ,,singulérer
Punkte* X, ein Bestandteil der Singularitdtenfldche von €. Die genannten
Minimalebenen (und damit alle) enthalten zerfallende Komplexkegelschnitte,
sind also ,,singulidre Ebenen*; der von ihnen eingehiillte absolute Kegelschnitt u
ist mithin der zu 4 duale Bestandteil der Singularititenfliche. Die Singulari-
tatenfliche eines quadratischen Komplexes (Kummersche Flache) hat bekannt-
lich die Ordnung und die Klasse 4 [12]. Im vorliegenden Fall besteht sie als

1) Man darf allerdings nicht iibersehen, daB diese Erzeugung im Reellen nicht ausreicht,
weil bei Beschriankung auf reelle Schraubtransformationen aus den reellen Erzeugenden von
I, bzw. den reellen Tangenten von k, nur Komplexstrahlen bis zu einem gewissen Achsen-
abstand gewonnen werden, wihrend es zufolge (1.4) reelle Komplexstrahlen in beliebig
groBer Entfernung von z gibt.
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Punkigebilde (Ort aller singulidren Punkte) aus dem Drehzylinder 4 und der
doppelt zihlenden Fernebene, als Ebenengebilde (Einhiillende aller singuldren
Ebenen) aus dem absoluten Kegelschnitt # und dem doppelt zihlenden Achsen-
fernpunkt.

Nach der Theorie der quadratischen Komplexe wird die Singularitdtenfliche
von allen Komplexkegeln und Komplexkegelschnitten an je vier Stellen be-
rithrt. Beim zyklischen Komplex bedeutet das je eine Doppelberithrung mit A4
und u. Die Doppelberithrung mit « ist im Wesen des zyklischen Komplexes
begriindet?). Die Doppelberithrung mit 4 soll anschlieBend auf elementarem
Wege bestitigt werden.

Sei p, die Bahntangente eines singuldren Punktes X,e4, o, seine Bahn-
schmiegebene und 7, die Tangentialebene des Drehzylinders 4 in X,. Die
von p, erzeugte Schraubtorse wird von o, langs po beriihrt. Die Bahntangente ¢
jedes weiteren Punktes Xep, liegt daher in g,. Wegen o, L7, ist p, die Normal-
projektion von ¢ auf 7,. Der von X ausstrahlende Drehkegel I hat ¢ zur Achse
und enthilt den Komplexstrahl p, beriihrt also lings p, die Ebene 7, und daher
in X, den Zylinder 4. Aus Symmetriegriinden existiert noch eine zweite Be-
rithrungsstelle. — Fiir den Sonderfall der Drehung (m=0) vereinfachen sich
die Uberlegungen.

Betrachten wir anderseits den Komplexkreis k einer Ebene o und beachten
wir, daB fiir jeden Punkt Xek der Komplexkegel I' die beiden in der Kreis-
tangente p von X zusammengeriickten Komplexstrahlen enthilt, also die
Ebene o lings p beriihrt, so kann p als Normalprojektion der Bahntangente ¢
von X auf o aufgefaBt werden; # und p schlieBen dabei den zum Achsenabstand r
von X gemiB (1.4) gehdrigen Winkel o ein. Ist nun X ein (sicher vorhandener)
gemeinsamer Punkt von k und 4, so ist r=>bund daher w=0, und ¢=p beriihrt
an dieser Stelle sowohl k als auch 4; aus Symmetriegriinden gibt es zwei solche
Beriihrungen.

Zusammenfassend gilt mithin:

Satz 2. Simtliche Komplexkegel des zyklischen Strahlkomplexes € (1.5) sind
Drehkegel, welche den Drehzylinder A (2.1) doppelt beriihren. Alle Komplexkegel-
schnitte von € sind Kreise, welche den Zylinder A gleichfalls doppelt berithren.

Die dem zyklischen Komplex € (c+0) nach der Elementarteilertheorie
zukommende Charakteristik hat fiir ¢2+m? (b=+0) die Form [(22) 11], fir
¢?=m? (b=0) hingegen die Form [(22) 2]. € gehort mithin zum Typ 24 bzw. 25
der iiblichen Klassifikation der quadratischen Strahlkomplexe [/2]. Im
Sonderfalle b=0 artet der Drehzylinder 4 (2.1) in ein Minimalebenenpaar aus i

2) Jeder Komplexkegel I" beriihrt als Drehkegel den absoluten Kegelschnitt # in zwei
Punkten. Die ,,Doppelberiihrung* eines Kreises k mit u besagt — weil k und u hier als Klassen-
gebilde aufzufassen sind — lediglich, daB k& und u zwei Punkte gemeinsam haben, ohne da3
daselbst die Tangenten iibereinzustimmen brauchen.

3) Diese Moglichkeit hat C. SEGRE [6] nicht in Betracht gezogen, ebensowenig wie jene,
daB 4 ein nullteiliger Drehzylinder sein kann (c?<m?).
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die Komplexkreise sind dann Loxodromen des Ebenenbiischels z [4, 11], alle
Komplexkegel enthalten den Fernpunkt der z-Achse und die Relation (1.4
reduziert sich auf r cot w=m. — Im Falle der Drehung (m=0) scheidet der
Komplex [(22) 2] aus; der Komplex [(22) 11] nimmt hingegen wohl einfachere
Struktur an, artet jedoch keineswegs aus.

§3. Sei nun & eine beliebige, durch die Bewegung (1.1) erzeugte Dreh- oder
Schraubfliiche. Ein vorgelegter Lichtstrahl p treffe @ in einem Punkt X, , WO er
durch Reflexion an der spiegelnd gedachten Oberfliche in den Strahl p' iiber-
geht. € bezeichne den durch p und die Bewegung eindeutig bestimmten
zyklischen Komplex (1.5) oder, falls ¢=0, das Normalengewinde (1.6). Da p
und p’ mit der Bahntangente 7 von X gleiche Winkel bilden, gehoren beide dem
Komplexkegel I' von X an; auch p’ ist also ein Strahl von €. Wird dann p' an
einer weiteren Stelle X’e® durch Spiegelung in einen Strahl p'"’ umgelenkt, so
gehdrt p” aus demselben Grunde wieder zu € usf. — Es gilt mithin:

Satz 3. Das durch wiederholte Spiegelung eines Lichtstrahls an einer Dreh-
oder Schraubfliche entstehende Reflexionspolygon gehort mit seinen Seiten
einem zyklischen Strahlkomplex € an, im besonderen dem Normalengewinde €,
sobald der Lichteinfall senkrecht zu einer Bahnkurve erfolgt.

§4. LaBt man den Einfallswinkel, unter dem der Lichtstrahl p die Fliche ¢
trifft, gegen Null abnehmen, so strebt das Reflexionspolygon gegen eine gewisse
Flichenkurve I, wobei aus den Flichennormalen, die die Polygonwinkel hal-
bieren, in der Grenze die Hauptnormalen von / werden: / wird daher eine
geoddtische Linie von @ sein. Da auf diese Weise offenbar alle geodatischen
Linien von @ zu erhalten sind, ist zu erwarten, daB simtliche Tangenten einer
solchen Kurve einem zyklischen Komplex € oder im besonderen dem Ge-
winde €, angehoren. Das Ergebnis dieser nicht unanfechtbaren differenzen-
geometrischen Uberlegung ist leicht unmittelbar zu bestétigen.

Sei € ein zur Bewegung (1.1) gehoriger zyklischer Komplex oder das Nor-
malengewinde. Jedem Punkt Xe® werden durch die beiden in der Tangential-
ebene liegenden Erzeugenden des Komplexkegels I' von X zwei Fortschreit-
richtungen zugewiesen. Die Integralkurven des so erklirten Feldes von Linien-
elementen auf der Fliche, welches durch eine gewdhnliche Differentialgleichung
erster Ordnung beschrieben wird, sind die auf @ verlaufenden Komplexkurven
von €. Nun beriihrt bekanntlich ganz allgemein bei einer Komplexkurve / der
von einem Punkt Xe/ ausgehende Komplexkegel I' stets die zu X gehorige
Schmiegebene o von / lings der Kurventangente p. Im vorliegenden Falle ist I’
ein Drehkegel mit der Bahntangente ¢ von X als Achse, so daB ¢ mit der von P
und 7 aufgespannten Tangentialebene 7 der Fliche einen rechten Winkel bildet.
Dies ist aber das Kennzeichen dafiir, daB die erwihnten Komplexkurven geo-
ditische Linien der Fliache & sind.’

Nachdem durch jedes vorgelegte Linienelement (X, p) von @ im allgemeinen
genau eine geoditische Linie und genau eine Komplexkurve des durch p be-
stimmten Komplexes € gehen, sind diese Kurven identisch. Wir haben also:
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Satz 4. Jede auf einer euklidischen Dreh- oder Schraubfliche gezogene geo-
ddtische Linie ist Komplexkurve eines zyklischen Strahlkomplexes € oder im be-
sonderen des Normalengewindes €, .

DaB die Orthogonaltrajektorien der Bahnschraublinien einer Schraubfliche
Gewindekurven und ausgezeichnete geoditische Linien sind, hat bereits E. MUL-
LER [3] erkannt?*). Die allgemeinere Aussage von Satz 4 scheint jedoch nicht
bekannt zu sein, ebensowenig die Umkehrung:

Satz5. Wird eine beliebige Komplexkurve eines zyklischen Strahlkom-
plexes € oder eines Gewindes €, der erzeugenden Schraubung (Drehung) unter-
worfen, so iiberstreicht sie eine Schraubfliche (Drehfliche), auf der sie geo-
ditische Linie ist.

Insbesondere ist ein Komplexkreis k geoditische Linie auf der von ihm er-
zeugten Schraubrohrfliche.

Die aus Satz 1 folgende Tatsache, daB lings einer geoditischen Linie auf
einer Dreh- bzw. Schraubfliche zwischen dem Achsenabstand r und dem gegen
die Parallelkreise bzw. Bahnschraublinien gemessenen Kurswinkel w eine Be-
ziehung nach dem Muster (1.4) besteht, ist der Inhalt des wohlbekannten Satzes
von A. CLAIRAUT [/, 2] fiir Drehflichen bzw. der Verallgemeinerung von
R. SAuEr [5] fiir Schraubflichen.

Legt man die Tangenten einer Komplexkurve / €€ durch ihren Beriihrungs-
punkt ¥ und die Fortschreitrichtung dx fest, so gelangt man iiber (1.5) zu der
kennzeichnenden Differentialgleichung

4.1) cds=ydx—xdy—mdz,

wobei ds das Bogenelement bezeichnet. Fiir Drehflichengeoditische (m=0)
findet sich diese Gleichung bei G. LorIA [2].

§5. Der Vollstindigkeit halber sei noch die Sachlage im Grenzfall m= oo
kurz beleuchtet. Die zugrunde liegende Bewegung (1.1) wird unter Einfiithrung
des neuen Parameters v=m¢ zur Schiebung lings der z-Achse, die wir lotrecht
annehmen wollen. Die zugehdrigen zyklischen Komplexe (1.5) sind durch
w=const gekennzeichnet, wie aus (1.4) hervorgeht, wenn man vor dem Grenz-
iibergang die Konstante ¢ durch mc ersetzt. Ein solcher Komplex € wird
durch

(5.1 C,...pl+pi=aip? mit a=tgo
dargestellt und besteht aus allen Geraden derselben Neigung % — o gegen die

Horizontale (,,Béschungskomplex*). Als Sekantenkomplex eines gewissen
Fernkreises kommt ihm die Charakteristik [(222)] zu (Typ 45). Die Komplex-
kegel von €, sind kongruente Drehkegel mit lotrechter Achse, die Komplex-
kegelschnitte sind hingegen durchwegs zerfallen in Paare von Parallelstrahl-
biischeln.

4) Es sind dies jene Geoditischen der Schraubfliche, die bei Verbiegung der Schraub-
fliche zu einer Drehfliche in deren Meridiane iibergehen.
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Satz 3 besagt in der Grenze, daB alle Reflexionspolygone einer vertikalen
Zylinderfliche & Boschungspolygone sind, wihrend Satz 4 die bekannte Tat-
sache liefert, daB die geoddtischen Linien von @ Bdschungslinien sind N,

II. Elliptischer Fall

§6. Die angestellten Uberlegungen lassen sich zwanglos auf nichteuklidische
Riume iibertragen. Im projektiven dreidimensionalen Raum, bezogen auf
homogene projektive Koordinaten x; (i=0, 1, 2, 3), sei zunéchst eine auf die
nullteilige Mapfquadrik

6.1) Q...a2x2+x2+x2+x3=0

gegriindete elliptische Metrik nach Cayley-Kleinschem Muster eingefiihrt. Zur
Abkiirzung der Schreibweise fassen wir die Koordinaten x; eines Punktes X zu
einem Vektor x(xy, Xy, X,, x3) zusammen und erkliren das Skalarprodukt
zweier Vektoren x(x;), y(y;) durch

(6.2) Y=a’XoYo+X1 Y1+ X2V2+X3)3.
Die ,,absolute‘* MaBfliche Q schreibt sich dann kurz
6.3) Q..x2=0

und die elliptische Entfernung s=dist(XY) zweier Punkte X(x), Y (y) berechnet
sich aus

s Xy

6.4) cos — V;Z V? .

Der Winkel o zweier Ebenen kann durch die Entfernung ao ihrer absoluten
Pole gemessen werden.

Als kongruente Transformation des elliptischen Raumes gilt in dem ver-
wendeten projektiven Modell jede automorphe Kollineation von Q; sie ist gleich-
sinnig, wenn jede der béiden Erzeugendenscharen von Q in sich iibergeht. Eine
solche ,,Bewegung* des elliptischen Raums vertauscht die Erzeugenden jeder
Schar von Q in projektiver Weise und 148t daher im allgemeinen in jeder Schar
zwei Erzeugende fest, und mit ihnen auch die beiden Diagonalen z, z dieses in-
varianten Vierseits; z und z sind polar beziiglich Q. Bleibt eine dieser beiden
Achsen punktweise fest (die andere tut es dann ebenenweise), so spricht man
von einer Drehung. Die allgemeine Bewegung 1468t sich danach aus zwei Dre-
hungen um absolut polare Achsen zusammensetzen. Als Schraubung wird —
wie im euklidischen Raum — die allgemeine eingliedrige Bewegungsgruppe be-

5) Auf dhnliche Weise gelangt man ausgehend von der zentrischen Streckung ¥'=uvx
iiber die zugehorigen Tangentenkomplexe der Kugeln mit dem Ursprung als Mitte — qua-
dratische Komplexe a?(p?+p3+p3)=p3+p2+p% mit der Charakteristik [(111)(11D)],
deren Komplexkegel ebenfalls Drehkegel und deren Komplexkegelschnitte Kreise sind —
zur Feststellung, daB bei einer Kegelfliche sdmtliche Seiten eines Reflexionspolygons und
samtliche Tangenten einer geoditischen Linie von der Kegelspitze gleichen Abstand haben,
also eine konzentrische Kugel beriihren. Letzteres ist der Inhalt eines Satzes von A. ENNE-
PER [2].
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zeichnet. Sie kann nach dem Gesagten in proportionale Drehungen um zwei
beziiglich Q polare Achsen z, z zerlegt werden; der Proportionalititsfaktor u
sei der ,,Modul‘ der Schraubung genannt.

Es bedeutet keine Einschrinkung, sondern nur eine zweckmifBige Koor-
dinatenwahl, wenn die Schraubachsen z, z mit

(6.5) Z...X;=%,=0, Z..xo=x3=0

angenommen werden. Wie bei fritherer Gelegenheit [10] kann die elliptische
Schraubung dann dargestellt werden durch

, X3 .
Xo=XoCOS pp——=sinpg,

(6.6) X]=Xx,C08Qp—X,8inQ,
Xh=X;Sin@+x,C08¢,
X3=axosinpp@+x3c0su@.

Die Drehung um die Achse z um den Winkel ¢ wird begleitet von einer Ver-
schiebung der Achsenpunkte um die Strecke ap¢; der Proportionalitdtsfaktor
m=ap entspricht also der ,reduzierten Ganghdhe*“ m bei der euklidischen
Schraubung (1.1). Mit m=0 (u=0) wird wieder die Drehung um z einge-
schlossen.

Jedem Raumpunkt X(x) wird vermdge der Schraubung (6.6) eine Bahn-
tangente t zugewiesen, die jenen Punkt T'(t) enthlt, der sich durch Ableitung
von (6.6) an der Stelle ¢ =0 ergibt:

u
6.7) T...t<—7x3,—x2,x1,uaxo).
Wegen ' 2=x?=const gilt
(6.8) xt=0,

was geometrisch bedeutet, daB X und T konjugiert sind beziiglich Q; es ist also
dist(XT)=an/2.

§7. Wir werfen nun wieder die Frage auf: Ist es moglich, in jedem Raum-
punkt X einen Drehkegel I' mit der Bahntangente ¢=XT als Achse und emem
geeigneten Offnungswinkel 2w anzubringen, so daBl die Erzeugenden aller oo?
Kegel nur einen Strahlkomplex erfiillen?

Ein von X (x) ausstrahlender Drehkegel I wird im vorliegenden projektiven
Modell des elliptischen Raumes durch einen Kegel 2. Grades représentiert, der
den aus X an die absolute Quadrik legbaren ,,isotropen* Tangentialkegel =
lings zweier Erzeugenden beriihrt. Dieser Kegel Z ist in jenem Flichenbiischel
enthalten, welches von @ und der doppelt zdhlenden absoluten Polarebene £
von X aufgespannt wird. Er kann daher — in laufenden Koordinaten y; —
angesetzt werden mit Ay%=(xy)®>. Wegen XeZ muB diese Gleichung durch
y=x befriedigt werden, so daB A=x":

(7.1) ... x2y?—(x9)*=0
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Fiir einen Drehkegel I', der die vorgeschriebene Achse ¢=XT hat, miissen die
beiden Beriihrungserzeugenden mit Z in der zu ¢ normalen Ebene t durch X
liegen. Dies ist wegen (6.8) gerade die absolute Polarebene von 7. Der Kegel I
ist also in dem von Z und der Doppelebene t bestimmten Kegelbiischel ent-
halten, mithin darstellbar durch

(7.2) I ...c2[#*y2—(xy)*]1=a?*(ty)>.

Schreibt man diese Gleichung unter Beriicksichtigung von (6.7) in Koor-
dinaten aus, so treten nur die Ausdriicke p;;=x;y,— x,»; auf, d.h. die Pliicker-
Koordinaten der Kegelerzeugenden. Treffen wir nun die Festsetzung c=const,
so geniigen die Erzeugenden aller co® durch (7.2) definierten Drehkegel I' einer
gemeinsamen (homogenen) Relation in den p;, und gehdren daher einem ge-
wissen Strahlkomplex € an. Dessen Gleichung lautet, wenn man wie iiblich

Po1=P1> Po2=DP2> Po3=D3> P23=D4> P31=DPs, P12 =D Setzt:
1
(1.3) €...c*|(pi+p3+p3) +, 2 (Pa+p5+p5) | =(mps+pe)” -

Seiner Entstehung nach ist der Komplex € invariant gegeniiber allen
Schraubungen um das Achsenpaar z, z. Dies ist anhand von (7.2) leicht zu
bestitigen, da aus der Invarianz von x%, y? und t* gegeniiber Transformationen
vom Typ (6.6) iiber (6.4) auch die Invarianz von x1 und ty folgt. Der Offnungs-
winkel 2w des Drehkegels I' wird demnach nur vom Achsenabstand r seines
Scheitels X abhiingen. Um diese Abhingigkeit zu ermitteln, berechnen wir
zunichst die Entfernung r=dist(XZ) des Punktes X (x,, X1, X5, X3) von dem
in der achsennormalen Ebene Xz gelegenen Achsenpunkt Z(x,, 0, 0, x;). An-
wendung der Distanzformel (6.4) ergibt:

27 @GR 3 el N
(7.4) cos e Al SO Y

Bezeichnet ferner 1) den Koordinatenvektor eines Punktes Yel” in der absoluten
Polarebene ¢ von X, so gilt xy=0 und zufolge (7.2) und (6.7):

2
C
(7.5) t9)’=—32"y’, =p"5"+E"-3).

Nunmehr 148t sich w= £ TXY iiber dist(7Y)=aw berechnen aus

g o 2 c® gt
7.6 cos2w=( =y lo= .
( ) tl) a7 tf m232+a2(x2_32)

Vergleich mit (7.4) liefert schlieBlich die gesuchte Beziehung:

r . 2 T
(7.7) ‘/m2 cos? —a—+a2 sin? —  Cos@=c=const.

Die Antwort auf die eingangs gestellte Frage lautet mithin in Analogie zu
Satz 1:
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Satz 6. Bringt man in jedem Punkt des elliptischen Raumes einen Drehkegel I’
an, dessen Achse die Bahntangente des Punktes fiir eine Schraubung um die Achsez
mit der reduzierten Ganghohe m=pa ist (m=0 im Grenzfall der Drehung), und
legt man den Offnungswinkel 2 von I' in Abhdngigkeit vom Achsenabstand r
der Spitze durch (1.7) fest, so erfiillen die Erzeugenden aller o0 Kegel blof einen
Strahlkomplex (17.3).

Der Grenziibergang a—oco fithrt die elliptische Metrik in die euklidische
iiber, wenn die x; homogene kartesische Koordinaten bedeuten. Die Formeln
(7.7) und (7.3) gehen dabei unmittelbar in die entsprechenden Formeln (1.4)
und (1.5) iiber.

§8. Im Sonderfall c=0 ist o =mn/2, die Drehkegel I' platten sich zu den Bahn-
normalebenen der Bewegung (6.6) ab und der Komplex € reduziert sich auf
das doppelt zihlende Normalengewinde

(8.1) €, ... mps+pe=0,

dessen Existenz bei nichteuklidischen Schraubungen schon K. STRUBECKER [7,8]
nachgewiesen hat. Im Falle der Drehung (m=0) artet es zum Strahlgebiisch
pe=0 aus.

Im allgemeinen Fall ¢ +0 handelt es sich wie im euklidischen Raum um einen
metrisch speziellen quadratischen Strahlkomplex €, der wieder ein ,,zyklischer‘
genannt werden kann. Seine Komplexkegel I' sind nidmlich durchwegs Dreh-
kegel und seine Komplexkegelschnitte k& durchwegs Kreise, jetzt natiirlich im
Sinne der elliptischen Metrik. Der Nachweis der Komplexkreise ist wie in §1
zu fithren, indem man mittels Symmetriebetrachtungen zeigt, daf3 alle einer
Ebene « angehorenden Komplexstrahlen von deren Nullpunkt A4 (beziiglich €)
gleichen Abstand haben.

Der Komplexkegel I' zerfillt, wenn w=0 ist, und zwar in zwei isotrope
Ebenen (Tangentialebenen von Q). Dies tritt gemaB (7.6) fiir jene Punkte X,
ein, die der Quadrik :

(8.2 A...(A=m?)(a*x2+xD) +(c*—a®) (x] +x3)=0

angehdren. Diese (nicht unbedingt reelle) Drehfliche 4 ist als Cliffordsche
Abstandsfliche der Achse z in jenem Abstand r=b anzusehen, der sich gemil
(7.7) aus

(8.3) tg* —=—g—y
berechnet.

Als Ort singulirer Punkte ist 4 ein Bestandteil der Singularitditenfliche des
zyklischen Strahlkomplexes €, ebenso auch die absolute Quadrik Q als Hiill-
gebilde singulidrer Ebenen. Die Kummersche Singularititenfliche 4. Ordnung
und 4. Klasse ist demnach in die beiden Quadriken 4 und @ zerfallen, die das
Erzeugendenvierseit mit den Diagonalen z, z gemeinsam haben. In Uberein-
stimmung mit der Theorie der quadrischen Komplexe werden die Flichen 4
und Q von allen Komplexkegeln I' und allen Komplexkegelschnitten k je
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doppelt beriihrt. Fiir Q ist dies in der Tatsache begriindet, daB die I' Drehkegel
und die k Kreise sind; fiir 4 148t sich der Nachweis nach dem Vorbild in §2
leicht erbringen.

Satz 7. Simtliche Komplexkegel des zyklischen Strahlkomplexes € (7.3)
sind Drehkegel, welche die Cliffordsche Fliche A (8.2) doppelt beriihren. Alle
Komplexkegelschnitte von € sind Kreise, welche die Quadrik A gleichfalls doppelt
beriihren.

Die dem zyklischen Komplex € (ac=+0) zukommende Charakteristik hat
im allgemeinen, d.h. wenn ¢ +m?, ¢? +a® und a* +m?, die Form [(11)(11) 11].
In den Sonderfillen c¢?=m?+a? oder c*=a?+m? lautet die Charakteristik
[(11)(11) 2]; hier artet die Clifford-Quadrik 4 (8.2) in das isotrope Ebenenpaar
durch die Achse z bzw. durch die Achse z aus und die Komplexkreise k sind
Loxodromen des Ebenenbiischels z bzw. z [11], wihrend alle Komplexkegel I'
die Fixpunkte (1,0, 0, +ia) der Achse z bzw. die Fixpunkte (0, 1, +i, 0) der
Achse z enthalten. Dem Spezialfall m?>=a?+c? kommt eine besondere Be-
deutung zu: Hier ist die Bewegung (6.6) wegen pu= +1 eine Cliffordsche Schie-
bung, deren Bahnen durchwegs gerade Linien sind und ein Strahlnetz erfiillen.
GemiB (7.7) ist w=const (vgl. §5), so daB alle Komplexkegel I' untereinander
kongruent sind; gleiches gilt fiir die Komplexkreise. Die beiden Bestandteile
der Singularititenfliche vereinigen sich in der absoluten Quadrik Q=4 und
die Charakteristik nimmt die Form [(111)(11) 1] an. — Die zyklischen Kom-
plexe des elliptischen Raumes gehéren mithin zum Typ 29, 30 oder 46 der qua-
dratischen Strahlkomplexe [12]°).

§9. Auf Grund der gleichen Uberlegungen wie im euklidischen Raum
gilt zunichst die Aussage von Satz 3 wortlich auch im elliptischen Raum:
Jedes Reflexionspolygon einer elliptischen Dreh- oder Schraubfliache gehdrt mit
seinen Seiten einem zyklischen Komplex € oder im besonderen dem Bahn-
normalengewinde €, an.

In der Grenze und mit der gleichen Begriindung wie in §4 besteht auch das
elliptische Seitenstiick zum Satz 4:

Satz 8. Jede auf einer Dreh- oder Schraubfliche des elliptischen Raumes
gezogene geodiitische Linie ist Komplexkurve eines zyklischen Strahlkomplexes €
oder im besonderen des Normalengewindes €.

Damit hat man in Verallgemeinerung des Satzes von CLAIRAUT-SAUER den

Satz 9. Lings jeder geodiitischen Linie einer elliptischen Schraubfliche mit
der Ganghohe 2nm besteht zwischen dem Achsenabstand r und dem gegen die
Bahnschraublinien gemessenen Kurswinkel o die Beziehung (7.7). Im Falle einer
Drehfliche reduziert sich die Beziehung auf sin (r/a) cos w=const, im Falle
eines Cliffordschen Zylinders (m= +a) auf w=const.

%) Der ausgeschlossene Fall ¢2=a?=m? kann auBer Betracht bleiben. Hier sind alle
00? Bahngeraden der zugrunde liegenden Cliffordschen Schiebung (6.6) singuldre Strahlen,
weil zufolge (7.7) iiberall =0 ist. Der Komplex € zerfillt dabei in die Paare konjugiert-
imaginarer Strahlgebiische ap,+ p,= +i(ap,+ps) oder ap,—p,==i(ap,—ps).
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DaB auf einem Cliffordschen Zylinder die Isogonaltrajektorien der Erzeugen-
denschar mit den geod:tischen Linien identisch sind, hat seinen tieferen Grund
in der Tatsache, daB sich eine solche Fliche isometrisch auf die euklidische
Ebene abbilden 146t.

Der Grenzfall m= oo liefert im Gegensatz zum euklidischen Raum @§5)
nichts Neues, da sich wieder Drehflichen einstellen, und zwar mit der Achse z.

ITI. Hyperbolischer Fall

§10. Die Ubertragung der Entwicklungen des II. Abschnitts auf den Ayper-
bolischen Raum, dessen Metrik sich auf die reelle Mafquadrik

(10.1) Q...—a®x3+x2+x3+x3=0

stiitzt, ist ohne weiteres moglich und lduft im Grunde nur auf den Vorzeichen-
wechsel bei a® hinaus.

Die hyperbolische Schraubung kann demnach analog zu (6.6) wie in [10]
mittels Hyperbelfunktionen beschrieben werden durch:

| X
xo=Xochpo+=>shue,

(10.2) X} =%;CO8Q—X,sinQ,
Xp=X;Sin@+x,co8¢,
xj=axoshu@+xschpe.

Die reduzierte Ganghohe der Schraubung hat den Wert m=ap; die Annahme
m=0 kennzeichnet die Drehung um die eigentliche Achse z(x, =x,=0), der
Grenzfall m= oo fithrt auf die ,,Schiebung* ldngs z.

Die zugehorigen zyklischen Strahlkomplexe werden entsprechend (7.3) dar-
gestellt durch:

Vi 1
(10.3) € ot [(pf +p3 +p§)—7(pi+p§ +p2)|=(mps+pe)*.

Als Grenzform fiir c=0 enthalten sie wieder das doppelt zdhlende Normalen-
gewinde €, (8.1). Diese Komplexe sind — abgesehen von den gednderten
Realititsverhiltnissen — vom gleichen Typ wie in §8: ihre Komplexkegel sind
durchwegs Drehkegel und ihre Komplexkegelschnitte durchwegs Kreise — jetzt
natiirlich im Sinne der hyperbolischen Geometrie. Die Singularitdtenfldche zer-
fallt wieder in die absolute Quadrik © und eine (nicht unbedingt reelle) Dreh-
quadrik

(10.4) A...(2—m?) (—a®x3+xD) +(c* +a%) (x] +x3)=0,

welche als Abstandsfliche der Achse z in jener Entfernung r=>5 anzusehen ist,
die sich aus

b c*—m?
2 —

bestimmt.
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Zwischen dem Offnungswinkel 2w eines Komplexkegels und dem Achsen-
abstand r seiner Spitze besteht als Gegenstiick zu (7.7) die Relation

(10.6) ‘/m2 ch2%+a2 shZ% -€Os = ¢ =const.

Dieser Ausdruck bleibt lings jedes Reflexionspolygons einer hyperbolischen
Schraubfliche mit der Ganghohe 2nm konstant und ebenso lings jeder geo-
ditischen Linie dieser Flache, wobei w wieder als Kurswinkel gegen die Bahn-
kurven zu deuten ist. Die Beziehung (10.6) stellt mithin das hyperbolische
Analogon der Formel von CLAIRAUT-SAUER dar. Sie reduziert sich bei Dreh-
flichen (m=0) auf sh(r/a) cosw=const, bei Schiebflichen (m= oo) auf ch(r/a)-
cos w=const.
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