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1. Einleitung

Die Bahnkurven eingliedriger Kollineationsgruppen, von F. Klein
und 8. Lie ,,W-Kurven” genannt [3, 5], haben wegen ihrer merkwiirdigen
Eigenschaften immer wieder das Interesse der Geometer erweckt. Bei
Beschriinkung auf den Hauptfall eines nichtausgearteten Fixpunkt-
simplex der erzeugenden Kollineationsgruppe, das dann auch als Koordi-
natensimplex verwendet werden kann, liBt sich im n-dimensionalen
projektiven Raum R, (n = 2) die Gruppe anschreiben mit

gl =t%z, (1=1,2,...,n+1; qkqfiri+s). (L1

Dementsprechend hat man vom komplexen Standpunkt aus im wesent-
lichen einen einzigen Haupttyp von W-Kurven des R,; ihre Parameter-
darstellung ist gleichfalls durch (1.1) gegeben, wobei z; == const zu
sctzen ist. Da die Projektionen einer solchen W-Kurve aus den Fix-
punkten auf die gegeniiberliegenden Hyperebenen des Simplex wieder
W-Kurven sind, lassen sich auf diese Weise die W-Kurven des R, auf
jene des R, _, zuriickfiihren.

Vom reellen Standpunkt aus sind jedoch, den moglichen Realitéits-
verhiltnissen des Fundamentalsimplex entsprechend, mehrere Typen
reeller W-Kurven zu unterscheiden, und zwar m = [(n + 3)/2]. So gibt
esin der Ebene R, m = 2 Typen reeller W-Kurven mit nichtausgeartetem
Fundamentaldreieck; sie sind bekanntlich projektiv #quivalent den
allgemeinen Parabeln bzw. den logarithmischen Spiralen, den Grenzfall
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des Kreises eingeschlossen [5]. Im dreidimensionalen Raum R, hat man
m =3 Typen, je nachdem ob vier reelle Fixpunkte, zwei reelle und zwei
konjugiert-imaginire oder schlieBlich zwei Paare konjugiert-imaginirer
Fixpunkte vorliegen.

Im letzten Fall ist die erwihnte Zuriickfiihrung auf zweidimensionale
W-Kurven mittels Projektion aus Fixpunkten reell nicht durchfiihrbar,
und dies ist wohl der Grund, warum man diesem Fall — mit einer
Ausnahme — bisher anscheinend aus dem Wege gegangen ist. Die
anzufithrende Ausnahme betrifft die von K. Strubecker [6] ausfiihrlich
behandelte ,,Schraubung des elliptischen Raumes” im Cayley-Klein-
schen projektiven Modell, deren Bahnen W-Kurven des dritten Typs
sind. Dieselben sind allerdings auch in projektiver Hinsicht ausgezeichnet,
da sie auf Quadriken verlaufen, was im allgemeinen nicht der Fall ist.
Die bestehende Liicke auszufiillen, also eine konstruktive (darstellend-
geometrische) Behandlung der allgemeinen W-Kurven des dritten
Typs und der sie erzeugenden Kollineationsgruppen mit imaginirem
Fixpunkttetraeder zu entwickeln, soll die Aufgabe der vorliegenden
Note sein. Im Zusammenhang damit wird sich auch eine neue Deutung
jener bemerkenswerten Verallgemeinerung der Radlinien ergeben, die
der Verfasser studiert und als ,,Spiraloiden” bezeichnet hat [11, 12].

2. Analytischer Ansatz

Wird der dreidimensionale projektive Raum R, auf homogene
projektive Punktkoordinaten 2, (¢ = 1, 2, 3, 4) bezogen; so kann man
es bei Verwendung eines reellen Koordinatentetraeders immer so ein-
richten, dal die konjugiert-imaginéiren Fixpunktpaare der zu betrach-
tenden Kollineationsgruppen durch

I1:4:0:0), I(1: — $:0:0), J(0:0:4:1), J(0:0: —4:1) (2.1)

dargestellt werden. Eine Kollineation mit diesen Fixpunkten wird dann,
wie man leicht nachpriift, durch

' = an—pfa,
z = P+ a, 3 2 0 9
o o gt T YR B 2.2)

a =—0d0zy 4y,
beschrieben. Die oo® Kollineation dieser Art bilden eine kommutative
dresgliedrige Gruppe ®, die jeden Punkt allgemeiner Lage an jede ge-
wiinschte Stelle allgemeiner Lage zu bringen gestattet, also transitiv
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ist. Hierauf beruht die projektive Aquivalenz aller 2 Bahnkurven
jeder eingliedrigen Untergruppe von .

Eine infinitesimale, also zur Identitit ¢ =y =1, B=6=0
benachbarte Transformation aus @ kann durch ¢ = 1 + pdr, B = ¢ dx,
y = 1,0 = dv mit festem p und ¢ angesetzt werden und fiihrt auf das
folgende Differentialgleichungssystem fiir die in & enthaltenen ein-
gliedrigen Untergruppen G, ,:

dz, = (pz, — q,) dr,

dz, = (qz, + pz,) dr,
da, <= x; dr; )
dz, = — 2z, dr.

Nach Integration dieses linearen Systems hat man fiir die zur Unter-
suchung stehenden Kollineationsgruppen und ihre Bahnen in an (2.2)
wieder angepaBter Schreibweise die reelle Darstellung:

;" = €"(@, cos gv — @, sin qv),

x' = ®3co8T + x,sin 7, :
z, = —xz8inT 4 3, CO8T.

Diese Darstellung ist natiirlich dquivalent der wohl einfacheren, jedoch
komplexen Darstellung (1.1), in welcher etwa @,:¢e,:a;: e, =
=p -+ 1g:p—1g:¢ : — ¢ anzunehmen wiire.

Fiir p = 0 liegen die von K. Strubecker betrachteten Schraubungen
des elliptischen Raumes vor, dessen Metrik sich auf die absolute Quadrik
z,® + 7 + 2,* + @,* = 0 griindet, welche ja gegeniiber G, invariant
ist. Die reellen Gegenkanten I(z, = z, = 0) und JJ(z, = z, = 0) des
Fixtetraeders geben das (absolut-polare) Achsenpaar einer solchen
Schraubung ab, und ¢ bedeutet den in [6] eingefiihrten ,,Schraub-
parameter”. Die die Rolle von Schraublinien spielenden Bahnkurven
von G, , verlaufen auf den invarianten Quadriken

7,2 4 2,2 = o(x;? + 7,2), (2-53')‘

die als Cliffordsche Abstandsflichen des Schraubachsenpaares anzu-
sehen sind.

Es gibt im iibrigen noch zwei als nichteuklidische Schraubungen
deutbare Sonderfille, nimlich die Annahmen ¢=1 und ¢ = —1.
Auch hier existiert je ein Biischel invarianter Quadriken, und zwar

1%y + Ty = Q(2,%3 — T,) (2.5b)
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bzw.
T, %y — Tay = 0(%) T3 + o). (2.5¢)

Die auf eine solche (reelle) Quadrik gegriindete projektive Metrik ist
allerdings indefinit [7], und das Schraubachsenpaar ist nicht reell,
sondern besteht aus den konjugiert- hochlmagmaren Geraden IJ und
1J im Falle ¢ = 1, bzw. aus den Geraden IJ und 17 im Falle g = — 1.

Die drei angefiihrten Spezialfille p =0 und ¢ = 4- 1 sind iiberdies
die einzigen, in welchen die Bahnkurven Gewindekurven sind: Sémtliche
Tangenten jener «! Bahnen, die auf der durch eine bestimmte Kon-
stante o gekennzeichneten invarianten Quadrik (2.5) verlaufen, gehdren
einem und demselben linearen Strahlkomplex an, der in Pliickerkoor-
dinaten g;; beziehungsweise durch

G2 +0 995 =0, (2.6a)
(20 —P) (914 + 928) + (P2 + 2) (915 — G2a) = 0, (2.6b)
(20 — ) (914 — gss) + (po + 2) (913 + g20) =0 (2.6c)

beschrieben wird. Die Richtigkeit dieser Formeln ist mit Beniitzung
von (2.3) und (2.5) leicht zu bestétigen.

Im allgemeinen Fall steht keine regulire invariante Quadrik fiir
eine projektive MaBbestimmung zur Verfiigung. Wohl kénnte aber,
wie dies W. Blaschke [1] im Rahmen der sogenannten ,kinematischen
Abbildung” getan hat, jenes ausgeartete Mafigebilde herangezogen werden,
das aus zwei Paaren verschriinkter konjugiert-imaginsrer Strahlbiischel
besteht: dem Biischelpaar (I;IIJ), (I; IIJ) und dem Biischelpaar
(I; ITJ), (I;I1J). Die auf dieses invariante MafBgebilde gegriindete
wquasielliptische Geometrie” weist eine Gruppe von oo’ ,» Quasisihnlich-
keiten” (automorphen Kollineationen des MaBgebildes) auf, die eine
sechsgliedrige Untergruppe von ,,Quasibewegungen” umfaft [4]. In
diesem Sinne wire @, fiir p = 0 auch als ,, Quasischraubung” und fiir
p = 0 als ,, Quasispiralung” aufzufassen.

AbschlieBend sei noch vermerkt, daf simtliche oo® Bahntangenten
der Gruppe G,, — Wie bei jeder eingliedrigen Kollineationsgruppe —
einen quadmtzschen (tetraedralen) Strahlkomplex erfiillen. Seine Gleichung
lautet, wie wieder mittels (2.3) leicht nachzupriifen ist:

9(933 =F 9?4 i 933 + 934) + 1+ 7+ 6% 912950 =0. (2.7)

1 Damit ist das Strahlbiischel in der Ebene I7J mit dem Scheitel I gemeint.




456 W. Wunderlich

3. Metrische Normalform

Mit Riicksicht auf die beabsichtigte konstruktive Behandlung der
Gruppen @, , und ihrer Bahnkurven sollen in der Folge die verwendeten
projektiven Koordinaten z; grundséitzlich als homogene kartesische
Koordinaten aufgefaBt werden, die mit den inhomogenen Koordinaten
z, Y, 2 vermoge

o AR RS P g B (3.1)

zusammenhingen. Die Fixpunkte I, sind dann die absoluten Kreis-
punkte der a:y-Ebene, wihrend die Punkte J, J der z-Achse angehoren
und durch z = - ¢ festgelegt sind.

Die Koordinatenebene z = 0 (z; = 0), von nun ab als ,,Mittelebene”
bezeichnet und spéter als Bildebene verwendet, erfihrt vermdge der
Kollineation (2.4) der Gruppe @,, eine Ahnlichkeitstransformation, die
sich in die folgenden drei Schrltte zerlegen lagt:

a) Eine Drehung um die z2-Achse um den Winkel g7;

b) eine zentrische Streckung vom Ursprung aus mit dem Faktor
e’ [cos T;

c) eine Verschiebung lings der z-Achse um die Strecke tg 7.

Allgemeiner erfihrt jede beliebige zur z-Achse normale Ebene eine
derartige Drehstreckung, weil das ihr angehérende absolute Punktepaar
I, T festbleibt. Kennzeichnet man eine solche Ebene 7 durch ihre ,, Winkel-
kote” 7, = arctg 2, so kann man sie zunichst durch die zum Parameter-
wert — 7, gehorige Kollineation in die Mittelebene 7, bringen, und auf
diese anschlieBend ‘die Kollineation 7, + v anwenden;  erféhrt hier-
durch insgesamt

a) eine Drehung um die z-Achse um den Winkel ¢z;

b) eine zentrische Streckung vom Achsenpunkt aus mit dem Faktor
€7 cos 7,/cos(ty + 7);

c) eine Verschiebung lings der z-Achse um die Strecke tg(z, 4 7) — tg 7,.

Diese Operationen sind zeichnerisch unschwer auszufiihren, womit
eine brauchbare Konstruktionsvorschrift fiir die Ausiibung der Kolli-
neationen einer Gruppe G,, zur Verfiigung steht. Im folgenden soll
jedoch ein etwas eleganteres Konzept entwickelt werden.
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4. Doppelte Netzprojektion
Die Bahnen der speziellen Gruppe G, gemi8 (2.4) beschrieben durch

' = %, 08T — %, 8In T, .

’

%, = ¥y €087 + z, 8in T,

%3 = %3 COST + T, 8in T,

x, = X, €08 T — Zysin T,
sind ersichtlich durchwegs gerade Linien. Die Bahngerade r des Punktes
P(z,: x,: z5: ,) enthdlt (fiir 7 = 7/2) den Punkt Q(— z,: ,: z,: — ;)
und daher auch den durch Linearkombination mit den Faktoren 1 und s
abgeleiteten Punkt R(z, — iz, ', + 12, : Z, + 12, , — 1%,). Die ersten
beiden Koordinaten von R verhalten sich wie 1: 4, die letzten beiden
wie ¢ : 1; hieraus folgt mit Riicksicht auf (2.1), daB R der hochimaginéren
Fixgerade IJ angehort. Ebenso zeigt man, daf die Gerade r auch die
konjugierte Gegenkante ./ trifft. Die co* Bahngeraden r von G, bilden
demnach ein elliptisches Strahlnetz mit den Brennlinien IJ und IJ. In
der vorgenommenen Normierung handelt es sich um ein rotations-
symmetrisches ,,Drehnetz”, dessen reelle Strahlen gegeniiber der z-Achse
durchwegs rechtsgewunden sind, wenn das verwendete Achsenkreuz
z, 4,2z als Rechtssystem vorausgesetzt wird. Anschaulich ist dieses
Drehnetz etwa als Gesamtheit der Bahntangenten der oo? Punkte der
Mittelebene 7, vorzustellen, wenn auf dieselben eine euklidische Rechts-
schraubung mit der reduzierten Ganghéhe 1 ausgeiibt wird.

Analog erfiillen die co? Bahngeraden ! der Gruppe G, _; ein links-
gewundenes Drehnetz mit den Brennlinien IJ und I7. Dieses ,,Linksnetz”
{1} liegt zum ,,Rechtsnetz” {r} beziiglich der Mittelebene 7, symmetrisch.

Vom nichteuklidischen Standpunkt aus sind die speziellen Schrau-
bungen G; und G, _, des elliptischen (oder quasielliptischen) Raumes
als Cliffordsche Schiebungen anzusprechen [6]. Thre Bahngeraden sind
im Cliffordschen Sinne rechts- bzw. linksparallel zur z-Achse.

Im Hinblick auf die Invarianz der beiden Strahlnetze gegeniiber
der Gruppe G, , liegt es nahe, sie im vorliegenden Rahmen als 4bbildungs-
mattel heranzuziehen: Man lege durch einen Raumpunkt P je einen
Strahl aus {r} und {I} und bringe diese ,,Projektionsstrahlen” mit der
als Bildebene dienenden Mittelebene 7, zum Schnitt; auf diese Weise
werden dem Punkt P zwei Bildpunkte zugeordnet, ndmlich der ,, Rechts-
riff” P" und der ,,Linksri” P'. Aus dem Bildpaar P’, P* ist der Ding-
punkt P im allgemeinen eindeutig zu rekonstruieren. — Die Zweck-
méBigkeit dieser von L. Tuschel [9] eingefiihrten, metrisch speziellen

4.1)
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Netzprojektion wurde insbesondere fiir die elliptische Schraubung bereits
von K. Strubecker [8] erkannt; ihr doppelter Einsatz wurde hierbei vom
Verfasser [10] ausgeniitzt und auch von F. Hohenberg [2] vorgeschlagen.

Fiir den Raumpunkt P(z, 9,z = tg7,) findet man den Rechtsril
P'(z,, 9,,0) bzw. LinksriB PYx, y,0) durch Anwendung der zum
Parameterwert — 7, gehérigen Kollineation aus G, bzw. G, _;. Falt
man zur Abkiirzung der Schreibweise die (reellen) Koordinaten zu
komplexen GroBen zusammen, so ergibt sich mittels (4.1):

z, + 1y, = (z +1y) . € " cos 7y, 7, + 1y, = (x+1y) . €™ cos 7, (4.2)

Die beiden Netzrisse eines Punktes haben denselben Ursprungsabstand,
sind also stets an einen im Ursprung zentrierten Ordnerkreis gebunden.

p=03; 9=95

Abb. 1. Netzrisse und Grundrifl einer Bahnkurve k der Gruppe Gp,.

Die durch eine Kollineation (2.4) der Gruppe G,, bewirkte Ver-
lagerung des Punktes P nach P’ zieht nun im rechten und linken Bildfeld
gewisse Drehstreckungen nach sich, die durch

3+ iy, = (3,4 i9,) . P o 4yl (@t iy) . ST (4.3)
beschrieben werden. Man hat damit die grundlegende Tatsache:

Satz 1. Die eingliedrige Kollineationsgruppe G, , bildet sich in ihrer
metrischen Normalform vermdge der doppelten Netzprojektion auf zwes

eingliedrige Ahnlichkeitsgruppen der Bildebene m, ab, die den Ursprung
festlassen.
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Genauer gesagt: Die zum Parameterwert v gehorige Kollineation
aus G, , bewirkt im rechten und linken Bildfeld je eine Drehstreckung
um den Ursprung mit dem Drehwinkel (¢ — 1) = bzw. (¢ 4 1) 7 und
dem gemeinsamen Streckfaktor e”".

Fiir die Abbildung einer Bahnkurve k der Gruppe G,, ergibt sich
damit die Aussage:

Satz 2. Jede Bahnkurve k der Gruppe G, bildet sich im Rechtsrif auf
eine logarithmische Spirale k' mit dem Kurswinkel o, = arcctg p[(q— 1)
ab, im Linksrip auf eine logarithmische Spirale k' mit dem Kurswinkel
0, = arcctg p/(g + 1); beide Spiralen haben ihr Zentrum vm Ursprung.

Abb. 1 zeigt die Konstruktion des Grundrisses einer Bahnkurve aus
ihren Netzrissen. Die darin ersichtliche Ermittlung der Tangente wird
im néichsten Abschnitt erklért.

5. Invariante Netzflichen

Die von einem Strahl r des Rechtsnetzes {r} unter Einwirkung
der Gruppe G, iiberstrichene Strahlfliche I, ist natiirlich gegeniiber
der Gruppe invariant und ganz in dem invarianten Netz {r} enthalten.
Da ihre Erzeugenden im Sinne der quasielliptischen Geometrie rechts-
parallel sind, kann I, als Cliffordscher Rechtszylinder bezeichnet werden.
Ein solcher Rechtszylinder I, trigt oo! Bahnkurven der Gruppe G,
némlich die Bahnen der Punkte von r; ihr gemeinsamer Rechtsri}
k', nach Satz 2 eine logarithmische Spirale, kennzeichnet als Basiskurve
in der Mittelebene 7, ausreichend die charakteristische Wickelform der
Fliche (Abb. 2). Die oo! Rechtszylinder I, auf welche sich die oo®
Bahnen der Gruppe G,, zu je oot verteilen, haben kongruente Basis-
spiralen, sind also untereinander euklidisch kongruent.

Der Rechtszylinder I, entsteht auch durch Ausiibung der Rechts-
schiebung G, auf die Basisspirale &', wobei sie sich nur ahnlich verdndert
und die Schar der Schichtenlinien z = const durchliuft. Aus der Tat-
sache, daB die Schichtenlinien untereinander kongruente logarithmische
Spiralen sind, folgt die Méglichkeit, die Fliche I', auch als euklidische
Bewegfliiche zu erzeugen, namlich durch eine schraubenartige Bewegung
einer Schichtenspirale um die z-Achse.

Die gleichen logarithmischen Basisspiralen, gekennzeichnet durch
den Kurswinkel o,, treten bei allen jenen Gruppen @, , auf, fiir welche
gemi Satz 2 der Ausdruck p/(g — 1) denselben Wert ¢ = ctg o, hat.
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Satz 3. Jeder Cliffordsche Rechiszylinder I', gestattet eine zweigliedrige
Kollineationsgruppe, bestehend aus den oo eingliedrigen Kollineations-
gruppen G, , fiir welche p = ¢(q — 1).

Als Parameterdarstellung eines solchen Rechtszylinders I, erhilt
man mit Beniitzung von (4.1) und (4.3):

€® @D mit ¢ = ———,
COS T g—1

x4 1y =
z=1tg7. o

Unter den oo! Scharen von W-Kurven, die ein solcher Rechtszylinder
trigt, sind folgende hervorzuheben:

a) Die geradlinigen Erzeugenden fiir p = 0, ¢ = 1.

b) Die logarithmischen Schichtenspiralen fiir den Grenzfall p = ¢ = w0
mit p/g = c. Liings der Schichtenlinie z = const 1aBt sich der Fliche
ein Beriihrungskegel umschreiben, dessen invariante Spitze auf der
z-Achse in der Hohe Z = (1 + ¢z)/(c — 2) liegt.

¢) Die Meridiankurven fiir p = — ¢, ¢ = 0. Léings dieser von den
Ebenen durch die z-Achse ausgeschnittenen Kurven lassen sich der
Flache Beriihrungszylinder anschreiben, deren Erzeugenden zur zy-
Ebene parallel sind. Die Meridiane bilden daher mit den Schichtenlinien
ein konjugiertes Kurvennetz von I,. — Die involutorische Kollineation

0¥ =25 T = — 1z, o* =g, *= — 1, (5.2)

vertauscht die Punlkte 7 und J sowie I und J, erhilt also das Rechtsnetz
{r}. Sie fiihrt auBerdem die Gruppe @,, (2.4) in die Gruppe G e 11
tiber, wobei der Kennwert ¢ = p/(¢ — 1) unveréindert bleibt. Hieraus
folgt, daB die Schar der Rechtszylinder I, in sich iibergeht und bloB
die Schichtenlinien mit den Meridianen vertauscht werden. Die Meridian-
kurven sind mithin zu den Schichtenlinien kollinear.

d) Die krummen Schmieglinien fiix p = — 2 ¢, ¢ = — 1. Die Bahn-
kurven der Gruppe G'_,, _, sind némlich nach einer Bemerkung in
Abschn. 2 Gewindekurven, und da die Gewinde (2.6¢), denen sie einzeln
angehéren, auch das Netz {r} mit den Erzeugenden von I, enthalten,
so kann ein Satz von F. Klein angewendet werden, wonach jede Gewinde-
kurve auf einer Gewindefliche (die beide demselben Gewinde entnommen
sind) Schmieglinie ist. — Im Sinne von K. Strubecker kann die Fliche
I, iibrigens als Wendelfliche der indefiniten Schraubung G_g, ., 8n-

)

gesehen werden, weil ihre Erzeugenden das Schraubachsenpaar I.J, IJ
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treffen; auch auf den nichteuklidischen Wendelflichen sind aber die
Schraublinien mit den krummen Schmieglinien identisch [7]. Dieselben
verlaufen im vorliegenden Fall auf den durch (2.5) dargestellten, unter-
einander kongruenten orthogonalen hyperbolischen Paraboloiden durch
das gemeinsame Erzeugendenvierseit, 17.JJ.

9-17 Jehichtenspirale
(z=1)
Meridiankurve ! l
] ' #—W-Kurve
| ; (p=1,9=6)
Basisspirale
(z=0)

Sehichtenspirale
(z=-1)

Schmieglinie (p=-94; q=-1)

Abb. 2. Invarianter Cliffordscher Rechtszylinder der Gruppe Gy, q.

Analoge Aussagen wie fiir I', lassen sich natiirlich auch fiir die
invarianten Cliffordschen Linkszylinder I', machen.

Talt man eine Bahnkurve % als Schnitt der durch sie legbaren
rechts- bzw. linksprojizierenden Flichen I, und I, auf, so leitet sich
daraus eine einfache Tangentenkonstruktion fiir k ab: Man erhilt die
Tangente ¢ in einem Punkt P von % als Schnittgerade der beiden Tan-
gentialebenen y, und y, an I, bzw. I'. Die Spur von y,(y,) in der Bild-
ebene 7, geht durch P'(P') und ist parallel zur Tangente an die Schichten-
spirale in P, schlieBt daher mit der Meridianebene Pz den Kurswinkel
0,(0;) ein; der Spurenschnittpunkt T, ist daher ein leicht angebbarer
Tangentenpunkt (Abb. 1). ;
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Bei der Besprechung der invarianten Netzflichen sind schlieBlich
noch die dem Netz mit den reellen Brennlinien 7, JJ angehérenden zu
erwiihnen. Sie entstehen durch Einwirkung der Gruppe G,,, auf irgend-
einen Normalstrahl der z-Achse und bilden daher eine Drehschar aus
kongruenten Konoiden. Als Prototyp mag die von der z-Achse erzeugte
Fliche dienen, gemiB (2.4) beschrieben durch

y=x.tgqr, z=tg. (5.3)

Diese von p unabhiingigen Flichen gestatten gleichfalls eine zwei-
gliedrige Kollineationsgruppe und sind mit den von K. Strubecker [6]
studierten Wendelflichen der elliptischen Schraubung G,,, identisch. Die
auf ihnen verlaufenden Schraublinien (p =0) sind ihre krummen
Schmieglinien. Diese Flichen sind insoferne von Interesse, als sie bei
rationalem q algebraische Trigerflichen der Bahnen von @,,, (fiir beliebiges
p) darstellen.

6. Invariante Strahlflichen allgemeiner Art

Sei s eine Gerade allgemeiner Lage, d. h. sie moge keine Kante des
Fixtetraeders I1JJ treffen. Die durch die Punkte von s legbaren Projek-
tionsstrahlen des Rechtsnetzes {r} erfiillen eine Regelschar 2. Grades,
welche durch die Leitgeraden s, IJ und IJ bestimmt ist. Thre Schnittkurve
mit der Bildebene 7, enthélt deren absolute Punkte I und I, ist also ein
Kreis, welcher den Rechisrif s" von s darstellt. Die vier einen harmonischen
Wourf bildenden Punkte Sy(z = 0), S,(z =), H(z = 1) und H(z = — 1)
von s liefern im RechtsriB vier harmonische Punkte auf dem Kreis s".
Wegen H" =1 und H" =1 liegen einander demnach der »»Bildspur-
punkt” 8, = 8, und der (rechte) , Netzfluchtpunkt” S7, auf s genau
gegeniiber. — Bestimmt man in analoger Weise den LinksriB s* der
Gerade s als Kreis iiber dem Durchmesser S,S’, und bedenkt man, da8
8, und S, als Netzrisse des Fernpunktes S, (Winkelkote 7t/2) spiegel-
bildlich beziiglich des Ursprungs O liegen, so erkennt man, daB8 die
Mittelpunkte M,, M, der Bildkreise s", s* zusammen mit den Punkten O
und S, ein Parallelogramm OM,S,M, bilden (Abb. 3).

LaBt man nun auf den Strahl s die Gruppe @,,, einwirken, so erzeugt
er eine gegeniiber der Gruppe invariante Strahlfliche X, welche im Sinne
von Abschn. 2 als ,,quasielliptische Regelspiralfliche” angesprochen
werden kénnte. — Fiir diese Fliche soll nun die Bildspurkurve h = X n,,
also der Ort der Punkte S, untersucht werden. Zufolge Satz 1 durchlaufen
die Bildkreise s" und s’ von s zwei Ahnlichkeitsscharen, deren genauere




Zur Geometrie eingliedriger Kollineationsgruppen 463

Kennzeichnung durch das Verinderungsgesetz des Parallelogramms
OM S, M, vollstandig gegeben ist: Die Eckpunkte M, und M, durchlaufen
mit den konstanten Winkelgeschwindigkeiten ¢ — 1 bzw. ¢ + 1 zwei
im Ursprung zentrierte logarithmische Spiralen m, bzw. m;, deren Kurs-
winkel gemdB Satz 2 durch ctg o, = p/(¢ — 1) bzw. ctgo, = p/(g + 1)
bestimmt sind ; das Seitenverhéltnis des Parallelogramms bleibt mithin
konstant. Die der festen Ecke O gegeniiberliegende Ecke S, des solcherart

Abb. 3. Verschlungene Epispiraloide als Bildspurkurve einer invarianten Strahl-
fliche der Gruppe Gy, 4.

beweglichen Parallelogramms beschreibt dann die gesuchte Spurkurve b
von X (Abb. 3)2.

2 Die in Abb. 3 eingetragene T'angentenkonstruktion der Spurkurve i beruht
auf folgender Uberlegung: Die Tangente f, ist die Bildspur der die Strahlfliche
2 in 8, beriithrenden Tangentialebene ¢, welche von der Erzeugenden s und der
zu S, gehorigen Bahntangente ¢ aufgespannt wird. Letztere ist als Schnitt der
Tangentialebenen y, und y; an die Cliffordschen Projektionszylinder I'y und I
der Bahnkurve & von §, zu finden. Die rechte Netzfluchtspur von , ist die Nor-
male der Basisspirale k* von I, jene von y; liegt beziiglich O symmetrisch zur
Normale der Basispirale & von I';. Im Schnitt dieser Netzfluchtspuren liegt
der Netzfluchtpunkt 77 von f, dessen Verbindung mit 87 die Netzfluchtspur
fr, von @ ergibt, zu welcher die gesuchte Tangente f, senkrecht ist. — Einfache
Teilverhiltnisbeziehungen gestatten die Konstruktion von 77 abzukiirzen:
Bezeichnet N, den zu §, gehorigen Krimmungsmittelpunkt von k7 (der Kriim-
mungsradius V.8, erscheint bekanntlich aus O unter rechtem Winkel), so ergibt
sich 77 aus S, durch zentrische Streckung mit dem Faktor ¢ von N, aus.
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Im Spezialfall der elliptischen Schraubung, gekennzeichnet durch
p = 0, treten wegen o, = g, = 7/2 anstelle der Spiralen m,, m, konzen-
trische Kreise. Die Seiten des genannten Parallelogramms haben also
unverinderliche Léngen und es stellt einen leicht realisierbaren Mecha-
nismus dar, der in bekannter Weise Radlinien (Trochoiden) erzeugt.
Die solcherart als Spurkurven und Schichtenlinien von (normierten)
elliptischen Regelschraubflichen X auftretenden Epitrochoiden (¢* > 1)
oder Hypotrochoiden (¢% < 1) wurden vom Verfasser schon bei fritherer
Gelegenheit festgestellt [10].

Im allgemeinen Fall (pg + 0, ¢® == 1) begegnet man nun einer be-
merkenswerten Verallgemeinerung der Radlinien, die der Verfasser erst
kiirzlich untersucht hat [11]. Diese transzendenten Kurven, fiir welche
der Name ,,Spiraloiden” vorgeschlagen wurde, gestatten gewisse diskon-
tinuierliche Ahnlichkeitsgruppen, die die Rolle der automorphen
Drehungsgruppen der Radlinien iibernehmen. Man kann auch hier
zwischen ,Epispiraloiden” (¢2 > 1) und ,,Hypospiraloiden” (¢* < 1)
unterscheiden, ferner (wie bei den Radlinien) zwischen verschlungenen,
gestreckten und gespitzten Formen. Letztere stellen sich ein, wenn die
erzeugende Gerade s eine Bahntangente der Gruppe G, , ist; die Fliche X
ist dann die aus den Tangenten einer Bahnkurve bestehende invariante
Torse. — In den Grenzfillen ¢ = 4+ 1 (indefinite Schraubungen)
entstehen die als ,,Logarithmoiden” bekannten Grenzformen der
Spiraloiden. Im Grenzfall ¢ = 0 schlieBlich st68t man auf affine loga-
rithmische Spiralen.

Satz 4. Die Bildspurkurven und die dazu dhnlichen Schichtenlinien
der normierten, durch eine Gruppe G, , mit pq == 0 erzeugten Strahlflichen
sind fiir q2 == 1 Spiraloiden, fiir ¢ =1 Logarithmoiden. Im besonderen
treten gespitzte Formen auf, falls die Strahiflichen Torsen sind.

Zur analytischen Darstellung geniigt es, die Ausgangslage der er-
zeugenden Geraden s als Normale der z-Achse anzunehmen; dies bedeutet
bloB, von einer zusammengeklappten Form des Parallelogramms
OM S,M, auszugehen, die ja irgendwann einmal sicher eingenommen
wird. Die Gerade s sei also festgelegt durch die beiden Punkte 4(¢:0:0:1)
und B(0:b:1:0). Unter Einwirkung einer Transformation (2.4) der
Gruppe @, , gelangen diese Punkte nach

A( aecosgr:ae’singr:sinT: c€oO8T),

B'(—bePsin qr: b e cos gr: cos T: — sin 7). (6:1)

Linearkombination mit den Faktoren cos 7 und — sin 7 liefert dann
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den Bildspurpunkt z; =0 der Geraden s’ = A’B’. Die komplexe
Zusammenfassung seiner inhomogenen Koordinaten
a+b @'l i
z + 1y = € [i . AT T e‘@"’l)’] (6.2)
beschreibt dann in ihrer Abhéingigkeit von = den reellen Zug der Spur-
kurve. Deren kinematische Erzeugung mittels des beweglichen Parallelo-
gramms ist unmittelbar abzulesen.
Die gespitzte Form liegt vor, wenn der Strahl s = 4B dem Bahn-
tangentenkomplex (2.7) angehort. Mit g,, = ab, 13 = @, g14 = gos = 0,
goa = — b, 934 = — 1 ergibt sich dafiir die Bedingung

g(a® + 8% = (1 + p* + ¢) ab. (6.3)

Da eine axiale Streckung in bezug auf die 2-Achse die Gruppe G, , und
ihren Bahntangentenkomplex invariant liBt, sind alle auftretenden
gespitzten Spiraloiden untereinander d@hnlich.

Mit Riicksicht auf die Kollineation (5.2), welche die betrachtete
Strahlfliche 2’ der Gruppe G, , in eine gleichartige Strahlfliche X* der
Gruppe G_,, 1, verwandelt, wobei die Achsen IT und JJ vertauscht
werden, also die Schichtenlinien z* — const der einen Fliche in die
Meridiankurven |y = const der anderen Fliche iibergehen, folgt, dal
die Meridiane einer invarianten Strahlfliche allgemeiner Art kollineare
Spiraloiden sind.

7. Sitze iiber Spiraloiden

Derselbe Gedanke, der in [10] S#tze iiber Radlinien lieferte, fiihrt
im vorliegenden Rahmen auf Sitze iiber Spiraloiden, wenn man sich
auf die allgemeine Annahme (pg == 0, ¢2 == 1) beschrénkt. Die in den
ausgeschlossenen Grenzfillen vorzunehmenden Modifikationen sind leicht
zu iibersehen.

Man betrachte einmal ein Ebenenbiischel mit reeller Achse s, auf
welches die Gruppe G, , einwirkt, und verfolge die Verlagerung seines
auf Grund der Invarianz der absoluten Punkte I, I kongruent-verinder-
lichen Spurenbiischels in der Bildebene 7, Jede Biischelebene ¢ hiillt
eine invariante Torse ein, so daf die Bildspur e, von ¢ gemifl Satz 4
lings einer gespitzten Spiraloide gleitet. Der Spurpunkt S, von s wandert
hingegen auf einer verschlungenen, gestreckten oder gespitzten Spiraloide,
vorausgesetzt, da@ s nicht dem invarianten Rechts- oder Linksnetz
angehort; in diesem Sonderfall beschreibt S, eine logarithmische Spirale,
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was auf die in [11] zum Ausgang genommene kinematische Erzeugung
der gespitzten Spiraloiden fiihrt:

Satz 5. Dreht sich eine Gerade mat konstanter Geschwindighkeit wm einen
threr Punkte, wihrend dieser mit davon wverschiedener konstanter Winkel-
geschwindigkeit auf einer logarithmischen Spirale weiterwandert, so hiillt
sie eine gespitzte Spiraloide en®.

Jede gespitzte Spiraloide gestattet sogar eine doppelte Erzeugung
dieser Art, da ja die Ebene ¢ je einen Strahl aus {r} und {I} enthilt.

Hat die Biischelachse s jedoch allgemeine Lage, so erhilt man —
als Verallgemeinerung eines bekannten Satzes iiber Zykloiden — in
erlaubter Umkehrung die Aussage:

Satz 6. Gleiten zwei Strahlen eines starren Strahlbiischels lings zweier
konzentrischen, gleichsinnig-Ghnlichen gespitzten Spiraloiden, so wmhiillt
auch jeder weitere Biischelstrahl eine dazu ihnliche Kurve und der Biischel-
scheitel beschresbt im allgemeinen eine wverschlungene oder gestreckte
Spiraloide.

Insbesondere sind die isoptischen Kurven einer gespitzten Spiraloide
im allgemeinen verschlungene oder gestreckte Spiraloiden.

Betrachtet man in dhnlicher Weise ein Biindel mit reellem Scheitel P,
auf welches die Gruppe G, einwirkt, so ruft dieses ein dhnlich-veriinder-
liches Spurfeld in der Bildebene m, hervor. Die Punkte dieses Feldes
wandern als Spurpunkte von Biindelstrahlen durchwegs auf Spiraloiden,
mit Ausnahme der beiden Punkte P" und P, welche als Spurpunkte
der Netzstrahlen » und I durch P logarithmische Spiralen beschreiben.
Die Geraden des Feldes umbhiillen als Spuren von Biindelebenen durch-
wegs gespitzte Spiraloiden, mit Ausnahme des Ursprungsstrahls, der
ein Strahlbiischel durchléuft.

Satz 7. Wandern zwei Punkte eines hnlich-verinderlichen Feldes auf
zwei konzentrischen logarithmischen Spiralen mit verschiedenen Kurs-
winkeln, so zwar, daf ihre Zentralabstinde stets iibereinstimmen, dann
beschreiben alle anderen Punkte Spiraloiden und alle von der Symmetrale
verschiedenen Geraden hiillen gespitzte Spiraloiden ein.

Unter den 2 Biindelstrahlen sind jene ool ausgezeichnet, welche
Bahntangenten der Gruppe sind, also dem quadratischen Komplex (2.7)
angehoren. Sie erfiillen den Komplexkegel 2. Ordnung A von P, der
auch die Strahlen nach I, I, J, J enthilt, mithin die Bildebene 7, nach

3 Der hier eingeschlossene Grenzfall der Logarithmoide stellt sich beim Ge-
schwindigkeitsverhéltnis 4 1: 2 ein.
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einem Kreis schneidet. Alle Punkte dieses Kreises laufen demnach auf
gespitzten Spiraloiden. Zu den Punkten dieses Kreises geh6rt insbesondere
der Spurpunkt 7'y der Bahntangente ¢ von P. Seine (gespitzte) Orts-
spiraloide wird gleichzeitig von der Spur ¢, der Bahnschmiegebene 7
von P eingehiillt. Sei e eine zweite Erzeugende des Kegels 4 und @
jener Punkt, dessen Bahntangente e ist: die Bahnschmiegebene & von @
enthilt neben e auch die Bahntangente ¢ von P, und ihre Hiillspiraloide
ist mit der Spurspiraloide von e identisch. Wegen der Konstanz des
Spurenwinkels von 7 und & gilt mithin:

Satz 8. Die Evolute und similiche Evolutoiden einer gespitzten Spira-
loide sind zu dieser dhnlich.

DaB die Evolute einer gespitzten Spiraloide zu dieser auch kongruent
und sogar mit ihr zusammenfallen kann, daf solche Kurven also nicht-
triviale Beispiele fiir ,,Autoevoluten” liefern, wurde in [11] und [12]
néher ausgefithrt. Vermerkt sei ferner, daf sich unter den imaginéren
Evolutoiden auch zwei logarithmische Spiralen finden; sie riihren von
den durch J bzw. J gehenden Ebenen des Biischels ¢ her.

Nach den obigen Ausfithrungen kann nun die Bewegung des dhnlich-
verénderlichen Spurfeldes auch folgendermafen gekennzeichnet werden:

Satz 9. Durchliuft von zwei Punkten eines dhnlich-verinderlichen
Feldes einer eine gespitzte Spiraloide, wihrend der zweite jeweils den Platz
der zugehiorigen Kriimmungsmitte einnimmt, so beschreiben die Punkte,
aus welchen die beiden Fiihrungspunkte unter rechtem Winkel erscheinen,
dazu éhnliche Kurven, nimlich die Evolutoiden der ersten Kurve. Alle
iibrigen Punkte wandern hingegen auf verschlungenen oder gestreckten
Spiralotden, bis auf zwei, welche logarithmische Spiralen beschreiben.
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