
Einleitung

Mathematik ist die „Wissenschaft von den Zahlen und Figuren“1 und hat eine
fast dreitausendjährige Tradition. Viele Erkenntnisse, die in diesem Buch auf-
gearbeitet werden, sind seit Jahrhunderten bekannt. Ein großer Teil der ma-
thematischen Einsichten entstand aus dem Bedürfnis des Menschen, Erklä-
rungen für gewisse Erscheinungen zu finden, und diese auch vorausberechnen
zu können.
Eine schöne Umschreibung nennt die Mathematik einen „in sich abgeschlos-
senen Mikrokosmos, der jedoch die starke Fähigkeit zur Widerspiegelung und
Modellierung beliebiger Prozesse des Denkens und wahrscheinlich der gesam-
ten Wissenschaft überhaupt besitzt“2.

Mathematische Fragen und der Einsatz des Computers

Es gab eine kurze Zeit, in der manche Menschen dachten, dass der Compu-
ter die Mathematik teilweise ersetzen könne. Aber Mathematik besteht nicht
darin, Rechenoperationen durchführen zu können, sondern im logischen Den-
ken, das hinter diesen Operationen steckt. Die Frage ist nicht wie, sondern
warum ich diese oder jene Operation durchführen muss. Ist dies geklärt, be-
ginnt die oft langwierige Ausführung der Rechenoperationen. Dafür ist der
Computer ein Segen. Er erlaubt es, den ganzen Ballast der Routineoperatio-
nen abzuladen und den Kopf für das Verständnis der Zusammenhänge frei
zu bekommen. Und neue, komplexere Themen anzupacken, bei denen – wie
sich meist herausstellt – auch „nur mit Wasser gekocht wird“.

Adern und Tracheen Säugetiere

• Wieso gibt es eine Obergrenze für die Größe von Insekten und eine Un-
tergrenze für die Größe von Warmblütern? Die Antwort darauf ergibt sich
aus einem wichtigen Satz über ähnliche Objekte.

1Brockhaus, Wiesbaden 1971.
2Marc Kac, Stanislaw Ulam: Mathematics and Logic, Dover Publ., 1992.
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• Wann und warum kippt ein Schiff u.U. um? Dies ist eine typische Aufgabe
für die Vektorrechnung.

Kippt das Schiff um? „Stroboskop-Aufnahme“

• Was bedeutet der Keplersche Flächensatz für unsere Jahreszeiten? Dazu
brauchen wir Kenntnisse über Winkelfunktionen und Ellipsen.

Navigation: Berge und. . . . . . Häuser als Hindernis.

• Wie funktioniert GPS (=„Global Positioning System“)? Wieviele Satel-
liten braucht man zur Positionsbestimmung und wie verteilen sich de-
ren Bahnen um die Erde möglichst flächendeckend? Wann muss man
mit Navigationsproblemen rechnen? In diesem Fall kommt die analytische
Geometrie zum Zug.

Regenbogen. . . . . . als Drehkegel

• Wie entsteht ein Regenbogen? Warum sieht man die untergehende Sonne
als glühend roten Feuerball, obwohl sie eigentlich gar nicht mehr da sein
dürfte? In beiden Fällen spielt die Lichtbrechung eine Rolle, die mit Hilfe
der Differentialrechnung erklärt wird.
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Seltsame Spiralen

• Wie sind die seltsamen Spiralen auf Sonnenblumen, die beeindruckenden
Formen von Antilopenhörnern oder die wunderbar geometrische Form der
Schneckenhäuser zu erklären? Dazu brauchen wir Kenntnisse über Expo-
nentialfunktionen.

Normaler und optimierter Rasensprenger

• Wie muss man einen Rasensprenger bewegen, damit der Rasen gleich-
mäßig bewässert wird? Wieviel Luft verbraucht ein Taucher bei einem
Multi-Level-Tauchgang? Wie groß ist die Lebenserwartung für Personen,
die schon ein gewisses Alter erreicht haben? Die Integralrechnung gibt die
Antwort.

Pythagoras’ Erkenntnis Oktav, Quint, . . .

• Wie wurden die mathematischen Proportionen klingender Saiten erstmals
von Pythagoras definiert, und wie wurden Tonskalen und Tonsysteme im
Verlauf der Musikgeschichte verändert? Diesmal geht es um Proportionen,
die nicht nur mathematisch sinnvoll sind, sondern auch von den Menschen
als „harmonisch“ beurteilt werden.
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• Und nicht zuletzt: Wie berechnet eigentlich der Computer die kompli-
zierten Funktionsausdrücke, und wann kann man sich u. U. nicht auf die
vermeintliche Genauigkeit verlassen?

Besonders anschaulich werden die Dinge oft, wenn man „Animationen“ da-
von sieht. Wenn man ein schaukelndes Schiff als Spielball der Elemente am
Computerbildschirm mitverfolgen kann und erkennt, welche Drehmomente
es immer wieder aufrichten. Oder wenn man beobachtet, wie ein Planet be-
schleunigt, um nicht von der Sonne verschluckt zu werden, oder wenn man
das Horn einer Antilope wachsen sieht, bis es die Form angenommen hat,
die durch Fotos aus verschiedenen Positionen vorgegeben ist. Solche Simula-
tionen sind erst durch die moderne Computertechnologie möglich. Aber die
Mathematik, die dahintersteckt, ist immer dieselbe!

Die Leitlinien dieses Buches

Das vorliegende Buch hat seine Wurzeln in der Vorlesung Angewandte Ma-

thematik, die ich seit einigen Jahren für Studierende der Architektur und des
Industrial Design an der Universität für Angewandte Kunst in Wien abhal-
te. Es ist aber so gestaltet, dass es darüber hinaus für alle interessant sein
soll, die an Zusammenhängen zwischen der Mathematik und den verschie-
densten Disziplinen interessiert sind. Es soll helfen, das bisher angeeignete
mathematische Wissen neu zu strukturieren und in die Praxis umzusetzen.
Es handelt sich um keinen Mathematik-Lehrgang im klassischen Sinn, in dem
Definitionen, Sätze und deren Beweise aneinandergereiht werden. Viele An-
wendungsbeispiele schaffen Querverbindungen zu verschiedenen, nicht immer
technisch-physikalischen Gebieten, wie etwa zur Biologie, Geografie, Archäo-
logie, Medizin, Musik, Bildenden Kunst usw. Dies soll die Aufmerksamkeit
für Gesetzmäßigkeiten in Natur und Kunst erhöhen.
Es wurde versucht, ein möglichst in sich geschlossenes Skriptum zu erstellen,
und zwar für eher pragmatisch denkende LeserInnen und nicht für puristische
Mathematiker. Dabei wurden folgende Leitlinien befolgt:

• Jedes Kapitel enthält neben einer knappen Einführung in die Theorie
zahlreiche Anwendungsbeispiele. Eine gründliche theoretische Ausbildung
hilft nämlich oft nicht, wenn das darin enthaltene mathematische Problem
erst selbst erkannt werden muss.

• Auf eine allzu mathematische Ausdrucksweise wurde verzichtet, weil Stu-
dierende dadurch oft vom Wesentlichen abgelenkt werden. Wenn einmal
die wesentliche Aussage eines Satzes verstanden wurde, kann man immer
noch auf Feinheiten eingehen.

• Beweise werden wohl konsequent geführt, allerdings wird immer wieder auf
die „Herleitung“ von Sachverhalten mittels Hausverstand hingewiesen.
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• Die geometrisch-anschauliche Skizze wird der mathematischen Abstrak-
tion vorgezogen. Höherdimensionale Probleme werden Sie in diesem Buch
nur selten finden.

• Der allgemeine Lösungsweg hat – selbst wenn er manchmal aufwändiger
ist – stets Vorrang vor Sonderfällen und deren Spitzfindigkeiten. So gel-
ten etwa kompliziertere Gleichungen der Form f(x) = 0 oder bestimmte

Integrale
∫

b

a
f(x)dx als „gelöst“, weil die Ergebnisse immer beliebig genau

mit dem Computer angenähert werden können.

• Literaturangaben werden um einschlägige Internet-Adressen erweitert. Stu-
dierende haben heutzutage nämlich einen wesentlich bequemeren Zugang
zum Internet als zur Uni-Bibliothek!

Der Aufbau des Buches
Der Inhalt wurde auf wenige ausgewählte Kapitel reduziert:

• Zunächst werden einfache Grundlagen der angewandten Mathematik an
Hand praktischer Beispiele wiederholt. Insbesondere werden einfache al-
gebraische Gleichungen und lineare Gleichungssysteme behandelt.

• Im nächsten Kapitel werden Proportionen mittels zahlreicher Beispiele
besprochen. Insbesondere werden ähnliche Körper untersucht und dabei
einfache, aber keineswegs triviale Erkenntnisse gewonnen, die in der Natur
enorme Auswirkungen haben.

• Das dritte Kapitel ist den Berechnungen im rechtwinkeligen und schief-
winkeligen Dreieck – und somit den Winkelfunktionen – gewidmet. Auch
hier gibt es eine Fülle von Anwendungen in den verschiedensten Gebieten.

• Immer noch mit den Mitteln der Elementarmathematik wird dann relativ
ausführlich die Vektorrechnung behandelt. Diese spielt in der Physik eine
große Rolle, ist aber auch der Schlüssel für die Anwendung geometrischer
Probleme am Computer und hat in den letzten Jahren enorm an Bedeu-
tung gewonnen. Die dadurch erzielte Eleganz – und damit Einfachheit –
der Berechnungen wird an vielen Anwendungsbeispielen illustriert.

• Im fünften Kapitel werden die klassischen reellen Funktionen und deren

Ableitungen besprochen. Sie sind ebenso von großer Bedeutung für zahl-
reiche Berechnungen und haben durch den Einsatz des Computers jeden
Schrecken verloren.

• Im sechsten Kapitel wird auf wichtige Kurven und Flächen eingegangen.
Insbesondere sind dies Ortslinien und Bahnkurven von sog. geometrischen
Zwangläufen. Dabei wird der Computer als das entsprechende Werkzeug
zu deren Darstellung herangezogen. Die entsprechende Software wurde
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an der Universität für angewandte Kunst in Wien entwickelt. Auf der
Webseite zum Buch finden Sie dutzende ausführbare Demo-Programme
sowie compilierbaren Programmcode. Dadurch kann die Kreativität und
das sinnvolle Umgehen mit moderner Software gefördert werden. Beim
Arbeiten am Computer sollten stets die Ergebnisse abgeschätzt und der
Hausverstand miteinbezogen werden.

• Im letzten Kapitel wird auf einfache und wichtige Anwendungen der Diffe-

rential- und Integralrechnung eingegangen. Komplizierte Auswertungen
werden ebenfalls mehr oder weniger dem Computer überlassen. Dafür
bleibt ein wenig Zeit, um das Verständnis für die allgemeinen Formeln
zur Berechnung von Flächen, Schwerpunkten usw. zu fördern.

• Im Anhang schließlich wird auf einige Themen eingegangen, die nicht un-
mittelbar in den Lehrgang einzuordnen sind. Dazu zählen die komplexen

Zahlen, Fibonacci-Zahlen und das Thema Musik und Mathematik.

Die zugehörige Webseite www.uni-ak.ac.at/math

Zum Buch gibt es begleitend eine Homepage. Dort finden Sie Aktualisierun-
gen, weitere Beispiele, Internet-Adressen zu den verschiedenen Spezialthemen
und nicht zuletzt Dutzende von lauffähigen Demo-Programmen, mit denen
Sie interaktiv arbeiten können. Insbesondere lassen sich zahlreiche komplexe
Bewegungsabläufe oder physikalische Simulationen nachvollziehen.
Der Vorteil einer solchen zusätzlichen Unterstützung liegt auf der Hand: Ers-
tens kann die Webseite ständig am neuesten Stand gehalten werden, und
zweitens kann sie wachsen und reichhaltiger werden, ohne das Grundgerüst,
nämlich das Buch, ändern zu müssen. Die Leser sind herzlich eingeladen,
diese Seite möglichst viel in Gebrauch zu nehmen. Für Rückmeldungen bin
ich dankbar!

Über die Exaktheit der Mathematik
Folgender typische „Mathematiker-Witz“ zeigt uns das Selbstverständnis der
Mathematik:

Schwarze Schafe. . .

Ein Ingenieur, ein Philosoph und ein Mathematiker fahren im Zug über ei-
ne schottische Hochebene und erkennen in einer Schafherde ein schwarzes
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Schaf. Sagt der Ingenieur: „Ich habe gar nicht gewusst, dass es in Schottland
schwarze Schafe gibt.“ Korrigiert ihn der Philosoph: „Moment! So einfach
kann man das nicht sagen. Es muss heißen: Ich habe gar nicht gewusst, dass
es in Schottland mindestens ein schwarzes Schaf gibt.“ Daraufhin der Ma-
thematiker: „Meine Herren, auch das ist nicht exakt genug. Es muss heißen:
Ich habe gar nicht gewusst, dass es in Schottland mindestens ein schwarzes
Schaf gibt, das auf mindestens einer Seite schwarz ist. . . “
Die reine Mathematik sieht sich also sehr exakt. Der praktische Anwender
der Mathematik (z.B. der Ingenieur) sieht die Dinge eher pragmatisch, um
möglichst schnell zu verwertbaren Ergebnissen zu kommen. Die Wahrheit
liegt wohl in der Mitte. . .

Danksagungen
Ein gutes Buch ist das Resultat jahrelanger Vorarbeiten. Diese geschehen im-
mer in Interaktion mit anderen Personen. Sämtliche Computerzeichnungen
und mathematischen Skizzen in diesem Buch wurden mit dem vom Autor
entwickelten Programmierpaket „Open Geometry“ (G. Glaeser, H. Stachel:
Open Geometry. Open GL + Advanced Geometry. Springer New York, 1997)
erstellt. Auch die Computeranimationen auf der Homepage wurden mit die-
sem Tool erzeugt. Eigentlich wurde Open Geometry zunächst überhaupt zu
diesem Zweck ins Leben gerufen, hat sich dann aber in Eigendynamik wei-
terentwickelt.
Die Tiere auf der Titelseite und den Flugsaurier in Abbildung 2.16 hat mei-
ne damals etwa zehnjährige Tochter Sophie gezeichnet. Sie ist auf einigen
Abbildungen zu sehen, ebenso wie meine allesamt sportlichen Nichten und
Neffen. Für das Einbringen interessanter Beispiele bzw. die Mithilfe bei der
Korrektur danke ich in alphabetischer Ordnung und unter Verzicht aller aka-
demischen Titel
Reinhard Amon (er hat den „musikalischen Teil“, nämlich das theoretische
Gerüst von Anhang B, beigesteuert), Andreas Asperl , Thomas Backmeis-

ter , Johannes Glaeser und Othmar Glaeser (meinen beiden Brüdern), Franz
Gruber , Gregor Holzinger , Gerhard Karlhuber , Franz Kranzler , Marianne
Meislinger , Thomas Müller , Günther Repp, Markus Roskar (von ihm stam-
men die meisten handgezeichneten Illustrationen), und nicht zuletzt und ganz
besonders Wilhelm Fuhs .
Schließlich möchte ich auch all jenen Studierenden danken, die immer wieder
mit großer Begeisterung bei der Sache waren und durch Diskussionen wichtige
Beiträge zum Buch geliefert haben. Sie haben mir stets das Gefühl gegeben,
dass die Mathematik, wenn sie mit Begeisterung vorgetragen wird, nicht nur
einer Elite vorbehalten ist, sondern eigentlich jeden anspricht. Die Scheu vor
dem „gefürchteten Fach“ Mathematik, die vielleicht noch in manchem von uns
steckt, weicht bald einer angenehmen Atmosphäre des „Mehr-wissen-wollens“.

Wien, im März 2004


	Einleitung
	Gleichungen, Gleichungssysteme
	Elementares über Zahlen und Gleichungen
	Lineare Gleichungen
	Lineare Gleichungssysteme
	Quadratische Gleichungen
	Algebraische Gleichungen höheren Grades
	Weitere Anwendungen

	Proportionen, ähnliche Objekte
	Ähnlichkeit ebener Figuren
	Ähnlichkeit räumlicher Objekte
	Wie im Kleinen, so nicht im Großen!
	Fliehkraft und Gravitation
	Weitere Anwendungen

	Winkel und Winkelfunktionen
	Die Satzgruppe des Pythagoras
	Bogenmaß
	Sinus, Kosinus, Tangens
	Das schiefwinkelige Dreieck
	Weitere Anwendungen

	Vektorrechnung
	Elementare Vektor-Operationen
	Skalarprodukt und Vektorprodukt
	Schnitt von Geraden und Ebenen
	Abstände, Winkel, Flächen und Volumina
	Spiegelung
	Weitere Anwendungen

	Funktionen und ihre Ableitungen
	Reelle Funktion und Umkehrfunktion
	Potenz-, Exponential- und Logarithmusfunktion
	Ableitungsfunktion einer reellen Funktion
	Differentiationsregeln
	Differenzieren mit dem Computer
	Lösen von Gleichungen der Form f(x) = 0
	Weitere Anwendungen

	Kurven und Flächen
	Kongruenz-Bewegungen
	Matrizenrechnung und einige Anwendungen
	Parameterisierung von Kurven
	Hüllkurven
	Flächen
	Weitere Anwendungen

	Infinitesimalrechnung
	Rechnen mit unendlich kleinen Größen
	Kurvendiskussion
	Extremwertaufgaben
	Reihenentwicklung
	Integrieren als Umkehrvorgang des Differenzierens
	Interpretationen des bestimmten Integrals
	Näherungsweises Integrieren
	Weitere Anwendungen

	Zahlen
	Zahlenmagie
	Rationale und irrationale Zahlen
	Berühmte irrationale Zahlen
	Die Fibonacci-Zahlen
	Imaginäre und komplexe Zahlen

	Musik und Mathematik
	Denkansatz, naturwissenschaftliche Grundlagen
	Systembildung
	Stimmung von Instrumenten -- Intonation
	Zahlensymbolik
	Zeitgestalt -- Rhythmus
	Harmonik (Harmonikale Grundlagenforschung)
	Rechenbeispiele

	Index

